FUNCIONES CONTINUAS.

La mayor parte de las funciones que manejamos, a nivel elemental, presentan en sus
gréficas una propiedad caracteristica que es la continuidad.

La continuidad de una funcion definida en un intervalo significa que pequefias
variaciones en el original x ocasionan pequefias variaciones en la imagen y y no un salto brusco
de suvalor.

Intuitivamente esto significa una variacion suave de la funcion sin saltos bruscos que
rompan la grafica de la misma.

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

Una funcion es continua en un punto x = a si existe limite de la funcién en él y coincide
con el valor que toma la funcion en dicho punto, es decir:

f escontinuaen x=a < Ilimf(x)=f(a)

La continuidad de una funcién f en el punto x = a implica que se cumplan las tres
condiciones siguientes:

1. Existe el limite de la funcion f(x) en x = a.
2. La funcion esta definida en x = a; es decir, existe f(a)
3. Los dos valores anteriores coinciden.

Por tanto, una funcion puede dejar de ser continua en un punto por no cumplir alguna de
estas tres condiciones. En este caso (si no se cumple alguna de las condiciones) diremos que la
funcioén es discontinua en dicho punto. En caso de que no se cumpla la segunda condicion, la
funcién no estaria definida en el punto x = a y no podriamos hablar ni de continuidad ni
discontinuidad en dicho punto.

f no esta definida lim f(x) = f(a) f no tiene limite
X—a
en x=a en x=a
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Ejemplos:

e Lafuncion f(x)= X+2

¢es continua en el punto x = 3?

Veamos si se cumplen las tres condiciones anteriores:

X+2 3+2
. lim f =1 =—=
LAmt0)=lim S 5 =3
2 f(3):£:5
3-2

3. Iin; f(x)=f(3)
Por tanto, f(x) es continua en el punto x = 3.

2
- X° -1 . . . -
e Dada lafuncion f(x) = X’ estudiar la continuidad de dicha funcionen x=1.

Veamos si se cumplen las condiciones necesarias:

oxP=1 . (x+D)-(x-D .. x+1 1+1
1L lim—m—=lim——————=lim——=——=2
x=1 X" —X Xx—1 X-(X—]_) x—1 X 1
2_
2. T()= = no existe, pues se anula el denominador.

1 -1
3. El Iin’11 f(x) y f(2) no son iguales porque f(1) no existe y, en consecuencia, no

se pueden comparar.

Por tanto, al no estar definida la funcion en el punto x = 1 no podemos hablar de la
continuidad en dicho punto.

3x+5 si x<-1
e Dada la funcion f(x)=9-2 si x =—1, estudiar la continuidad de dicha funcién en
3+x  six>-1
x=-1
Seguiremos el mismo proceso que en los ejemplos anteriores:
1. Estudiamos la existencia del XILnl f(x).

Como en el punto x = —1 la funcidn experimenta un cambio de definicion, para estudiar la
existencia de dicho limite, tendremos que calcular los limites laterales de la funcion en el
punto. Por tanto:

lim f(x)= lim(3x+5)=2
X—>-1" X—>-1"
lim f(x)= lim3+x)=2
x—>-1* x—-1"

En consecuencia, existe Iiml f(x) =2 pues los limites laterales son iguales.
X—>—

2. f(-1)=-2
3. 1im £ (x) # f(-1)

Luego la funcion es discontinua en el punto x = —1.
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3X—-2 six<?2
e Dada la funcion f(x) =15 si x =2 , estudiar la continuidad de dicha funcién en
3-x  six>2
X=2.
Seguiremos el mismo proceso que en los ejemplos anteriores:
1. Estudiamos la existencia del Ix'ﬂ f(x)

Como en el punto x = 2 la funcidon experimenta un cambio de definicion, para
estudiar la existencia de dicho limite, tendremos que calcular los limites laterales
de la funcion en el punto. Por tanto:

Iirp f(x)= Iirp(3x—2) =4

X— X—>

lim f(x) = lim(3-x)=1
x—2* x—2*
En consecuencia, no existe Iin; f (x) pues los limites laterales son distintos.
X—>
2. f(2)=5

Luego la funcion es discontinua en el punto x = 2.

Si tenemos en cuenta la definicion métrica de limite podemos escribir:

f escontinuaen x=a < Ve>0 36>0 / [x-al<d = |f(x)—f(a)|<5

CONTINUIDAD LATERAL.

Si nos restringimos a los valores que la funcion toma a la derecha o a la izquierda del
punto x = a, se habla entonces de continuidad lateral a la derecha o a la izquierda del punto a.

Continuidad a laizquierda:

La funcion f (x) es continua a la izquierda en el punto x = a cuando el limite a la
izquierda en dicho punto coincide con el valor que toma la funcién en el mismo.

f escontinuaen x=a < lim f(x)=f(a)

Continuidad a la derecha:

La funcion f (x) es continua a la derecha en el punto x = a cuando el limite a la derecha
en dicho punto coincide con el valor que toma la funcion en el mismo.

f escontinuaen x=a" <« lim f(x)=f(a)
X—a

Es evidente que si una funcion es continua por la derecha y por la izquierda en un punto,
entonces es continua en dicho punto.
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EJEMPLOS.

Estudiar la continuidad de la funcion f (x) = Ent(x) =[x] (funcién parte entera de un
namero) en cualquier punto de abscisa entera.

Si tenemos en cuenta la grafica de la funcion parte entera

podemos observar que en cualquier punto de abscisa entera “n” se verifica
1. f(n)=Ent(n)=[n]=n

2. lim f(x) = lim Ent(x) =n-1

X—n"

lim f (x) = lim Ent(x) =n

x—n*

Por tanto, no existe limEnt(x) por ser los limites laterales distintos.
X—n

En consecuencia, la funcion f (x) = Ent(x) =[x] no es continua en ningln punto de
abscisa entera.

Estudiar la continuidad de la funcion f(x) = Dec(x) = Mant(x) (funcion decimal) en
cualquier punto de abscisa entera.

Si tenemos en cuenta la grafica de la funcion decimal
V' S

A

v

podemos observar que :
lim f (x) = lim Dec(x) =1

lim f (x) = lim Dec(x) =0

Por tanto, no existe limDec(x) por ser los limites laterales distintos.
X—=>n

En consecuencia, la funcion f (x) = Dec(x) = Mant(x) no es continua en ningun punto
de abscisa entera.
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CONSECUENCIAS DE LA CONTINUIDAD EN UN PUNTO.

1. Siuna funcién es continua en un punto, entonces tiene limite en dicho punto.
Esta propiedad es consecuencia directa de la definicion de la continuidad.
2. Continuidad y acotacion.
Si una funcion es continua en un punto X = a, entonces esta acotada en ese punto, es decir,
existe un entorno simétrico de x = a en el que la funcion esta acotada.
3. Continuidad y signo de una funcion.

Si fes continua en un punto x =a y f(a) # 0, entonces existe un entorno de x =a en el cual
los valores de f tienen el mismo signo que f(a).

O a-6a a+o
/ \ ]
f(e})(;)g f(a)+e —
f(a)
f(a)—¢ f(a)—e
o a_ot ars

4. Continuidad y anulacién de una funcion.

Si una funcion es continua en un punto x = a Yy toma valores positivos y negativos en
cualquier entorno simétrico de x = a, la funcion se anula en él.

( \
\&

DISCONTINUIDADES.

Una funcion es continua en un punto x =a si, y solo si, lim f (x) = f (a).
X—a
Si esto no se cumple por alguno de los motivos apuntados anteriormente, diremos que la
funcién es discontinua en dicho punto.

Una funcion es discontinua en un punto cuando no existe limite en él o, existiendo, no
coincide con el valor que toma la funcion en el punto.
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Para la clasificacién de las discontinuidades tendremos en cuenta la existencia o no de los
limites laterales en el mismo.

Discontinuidad evitable.

HC)] SE—— Una funcion tiene una discontinuidad evitable en
un punto cuando existe limite en él y no coincide con el

L valor de la funcion en el mismo.
El valor que deberiamos dar a la funcion en dicho
punto para que fuera continua en €l se llama verdadero

o) a valor de la funcion en el punto.

Para evitar la discontinuidad de la funcion definimos una nueva a partir de la que
tenemos, de la siguiente manera:
f(x) six=za
9(x) =

L Si xX=a

es decir, definimos la nueva funcion igual que la funcion que tenemos en todos los puntos donde
no hay problema y en el punto donde presenta la discontinuidad le asignamos el valor del limite.

Ejemplo:
. x> —5x+6
e Hallar el verdadero valor de la funcion f (x) = 3 en el punto x = 3.

Si observamos la funcion, resulta que no esta definida en el punto x = 3 pero si
calculamos el limite de la funcién en ese punto, obtenemos:

2— —_— . f—
Iimx 5x+6:“m(x 3)-(x-2)

x—3 X—3 x—3 X —

=lim(x-2)=3-2=1
x—3
que seria el verdadero valor de la funcion en ese punto. La nueva funcion

x?> —B5X+ 6
g(x)=9 x-3
1 Si Xx=3

Si X#3

seria continua en el punto x = 3.

Discontinuidad inevitable.

Una funcidn tiene una discontinuidad inevitable en un punto cuando no existe limite de
la funcién en dicho punto.
Podemos distinguir dos casos:
e Que existiendo los limites laterales, éstos son finitos y distintos.
En este caso la discontinuidad evitable se denomina de salto finito, siendo el salto la
diferencia entre los limites laterales de la funcion en el punto.
Salto = lim f (x) — lim f (x)
X—a X—a
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Geométricamente, el salto es la altura que hay que subir (salto positivo) o bajar (salto
negativo) en el punto x = a al recorrer la gréafica de la funcion de izquierda a derecha.

e Que alguno o los dos limites laterales sea infinito.
En este caso la discontinuidad inevitable se denomina de salto infinito.

Ejemplo

3X+1 si x<1

3_ 9% si x>1 enel punto x = 1.

e Estudiar la continuidad de la funcién f (x) = {

Para estudiar la continuidad en el punto x = 1, analizamos si se verifican los tres puntos
de los que hablamos con anterioridad:

1. Lafuncion esté definidaenel puntox=1: f(1)=4

2. Estudiamos la existencia del limite en x = 1, para lo cual tenemos que recurrir a calcular los
limites laterales en él puesto que en dicho punto existe un cambio de definicion de la funcién

limf(x)=lim(3x+1)=4 lim f(x)=Ilim(3-2x)=1
x—1" x—1" x—1" x—1"
Al ser los limites laterales distintos, la funcion no tiene limite en dicho punto.
En consecuencia, en x = 1, la funcion presenta una discontinuidad inevitable de salto

finito:
salto=limf(x)—limf(x)=4-1=3
x—1" x—1"

Si observamos los valores de los limites laterales, vemos que el limite a la izquierda
coincide con el valor que toma la funciéon en el punto, por lo que la funcion tiene una
continuidad lateral a la izquierda en el punto x = 1.

CONTINUIDAD EN UN INTERVALO.

Una funcidn es continua en un intervalo abierto (a,b) si es continua en todos y cada uno
de los puntos del intervalo.

Una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en todos los puntos
del intervalo abierto (a,b) y, ademas, es continua por la derecha en a'y por la izquierda en b.

Igualmente podemos definir la continuidad en los intervalos semiabiertos:

Una funcion es continua en un intervalo (a,b] si es continua en todos los puntos del
intervalo abierto (a,b) y, ademas, es continua a la izquierda en b.

Una funcion es continua en un intervalo [a,b) si es continua en todos los puntos del
intervalo abierto (a,b) y, ademas, es continua a la derecha en a.
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Ejemplo.

1. La funcién f(x)=x’ es continua en todo su dominio Ry, por tanto, en cualquier intervalo
abierto de R.

1
2. Lafuncion f(x)= M no esta definida en el punto x = 0: su dominio de definicion es

Dom(f)=R-{0}=R"

Para cualquier intervalo abierto (a,b) que no contenga el 0, f(x) es continua en todos sus
puntos y diremos que la funcion es continua en el intervalo abierto (a,b), p.e. (3,5). Sin

embargo, no sera continua en cualquier intervalo que contenga a dicho punto, p.e., (- a,a).

Continuidad y operaciones.

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones y de los limites, podemos deducir
las siguientes propiedades:

- Si f(x) y g(x) son funciones continuas en [a,b], entonces la funcion (f + g)(x) es

continua en [a,b].

- Si f(x) y g(x) son funciones continuas en [a,b] , entonces la funcién (f-g)(x) es continua
en [a,b].

-Si f(x) y g(x) son funciones continuas en [a,b], y g(x) no se anula en [a,b], entonces la

f
funcion (Ej (x) es continuaen [a,b].

- Si f(x) es continua en [a,b], entonces (o.-f)(x) es continua en [a,b], paratodo ae R.

- Si f(x) es continua en [a,b] y g(x) es continua en f([a,b]), entonces la funcion (go f)(x)
es continua en [a,b].

- La funcién “valor absoluto” es continua en todo R

En resumen:
Las operaciones con funciones continuas tienen como resultado otra funcién continua,
siempre que tenga sentido la operacion.

Ejemplo.-

Las funciones f(x)=x*>+1 y g(x)=3x+2 son funciones continuas en todo el
conjunto de numeros reales R; en consecuencia, las funciones:

(f+9)(X)=f(X)+g(x)=x"+3x+3
(f-9)(x)=f(x)-g(x)=x*-(3x+2)
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son continuas en R. Sin embargo, la funcién (ij (x) _fe_ X+l
' g0, g Cg(x) 3x+2

no es continua en R ya

2
que enel punto x= ~3 no esta definida.

CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES MAS USUALES.

1. La funcién constante f(x) = k es continua en R.

En efecto, sea un numero cualquiera ae R y estudiemos la continuidad de la funcién
constante en dicho punto:
limf (x)=Ilimk =k = f (a)
X—>a

X—a
Por tanto, la funcion es continua en el punto ac R 'y como “a” es un nimero real cualquiera,
la funcidn es continua para cualquier valor real, es decir, es continua en R.

2. La funcidn identidad f(x) = x es continua en R.
En efecto, sea un nimero cualquiera ae R y estudiemos la continuidad de la funcién
identidad en dicho punto:
Iimf(x):lirg x=a="f(a)

X—a
Por tanto, la funcién es continua en el punto ac Ry como “a” es un namero real
cualquiera, la funcion es continua para cualquier valor real, es decir, es continua en R.

3. La funcion potencial f(x) =x", neN, es continua en R.

Si tenemos en cuenta que f(x)=x"=x-x---{"... .x, la funcion potencial es un
producto de n funciones continuas y, por tanto, sera otra funcion continua.
4. La funcion polinomica f(x)=a,-x"+a,, X"+ .-+ +a,-Xx+a,, aeR, es una funcion
continua en R.

La funcion polinémica esta formada por la suma de un numero finito de productos de una
funcién constante por una funcion potencial: si tenemos en cuenta que el producto de
funciones continuas es otra funcidn continua y la suma de funciones continuas también es
continua, la funcion polindmica sera continua en todo R.

., : P(x : - ,
5. La funcion racional f(x):ﬁ es continua en todo su dominio, es decir, en todo R

Q(x)

menos en aquellos valores que anulen el denominador.

El dominio de la funcion racional esta formado por todos los nimeros reales que no
anulan el denominador de la fraccion:

Dom(f)=R—-{xe R/Q(x) =0}
Entonces, YaeDom(f) se verifica que:
!in; f(x)=Ilim Pl _P@) _ f(a)

=2 Q(x)  Qa)
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y la funcién es continua en aeDom(f) y como a es un punto cualquiera del dominio,
sera continua en éste.

EJERCICIOS.

1. Representar la funcion siguiente e indicar si tiene algiin punto de discontinuidad:
Xx+1 six<3
f(x)=1x? si 3<x<4
0 si x>4

-1 si x<0

2. Estudiar la continuidad de la funcion f (x) =sig(x) =40 si x=0
+1 si x>0

3. Representar la siguiente funcion e indicar si tiene algin punto de discontinuidad:
x—1 si x<1
f(x)=9x> -1 si 1<x<2

x2 Si Xx>2

4. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

x—1 X2 —-5X+6 Xx—1 si x<0
f(X):xz—l F0O) = X—2 f(x)={x+1 si x>0
— 2-x2% six<?2 1 si x<1
00 = 4-x* f(X)Z{ZX 6 SiX;Z PO =1 X
- Ix+1 si x>1

2x-1 sixel-4-2
f(x)=91+3x si xe[-2,] f(x)=|x* -1 f(x) = x-|x]
x> si xel15]
x* -1
x> +7x-8
discontinuidad presenta en dicho punto.

5. Probar que la funcion f(x) = no es continua en x =1 e indicar que tipo de

6. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones para los distintos valores del parametro:

X>+ax si x<2 X+1 si x<2
f(x)= ) ) f(x)= ,
a—X Si X>2 3—ax® si x>2
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x> +2x+1 si x<0

e™ si x<0 .
f(x)= _ f(x)=qax+Db si 0<x<1
Xx+2a si x>0 .
2 st x>1
1 X
7. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcion f (x)= X—E— NER y decir si en

alguno de ellos la discontinuidad es evitable.

8. Dada lafuncion f :R — R definida por

(x-1)+cos(x—1), six<1
f (x)=1sen(x-1)
x—1

Determinar los puntos en los que la funcion f es continua.

si x>1

9. Estudiar la continuidad de la funcién f:R — R definida por
f(x)=[2x - [3-2x]

y representarla graficamente.

10. Consideremos la funcion f definida por
X 1
f(x)=4 x=1 Ln(x)’
1 si x=1

si x=1

donde Ln(x) denota el logaritmo neperiano de X,

a) Determinar el dominio de definicion de la funcion f.

b) Determinar el conjunto de puntos en el que f es continua.
c) Determinar las asintotas de f.

11. Una funcion continua definida para todo x real en el intervalo (-1,1) estd definida por
1

f (x) = (cos x)F si x = 0. Hallar, razonadamente, el valor de f(0).
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Del conocimiento de la continuidad en un intervalo cerrado se obtienen
importantes resultados. Las hipoétesis de los teoremas que veremos mas adelante
exigen la continuidad de la funcion en un intervalo cerrado [a,b]; si esta continuidad

deja de cumplirse en un sélo punto del intervalo, las tesis de los teoremas pueden no
ser ciertas.

EJEMPLO:

1. Lafuncion f(x)=sen(x) es continua en toda la recta real y, en consecuencia, en cualquier
intervalo abierto o cerrado de la misma.

. 1 : -
2. Lafuncion f(x) =3 no es continua en cualquier intervalo que contenga al cero, ya que en
dicho punto la funcién no esta definida.

3x-1 sixx<l

, _ no es continua en el intervalo [0,3] ya
Xx“=1 si xx1

que los limites laterales en x =1 son distintos.

3. La funcion definida por f (x) :{

PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD EN UN INTERVALO.

1. TEOREMA DE BOLZANO. (Teorema de las raices)

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y toma valores de signo

opuesto en los extremos, entonces existe al menos un punto interior ¢ del intervalo en el
que f(c) =0.

f continuaen [a,b] See(ab) / 1(c)=0
= 3Jcela, Cc)=
f(a)-f(b)<O
Geométricamente este teorema nos viene a decir que la gréafica de la funcién f corta en
algun punto al eje de abscisas ya que pasa de un punto situado por encima de él a otro que se
encuentra debajo o reciprocamente.

La demostracidn de este teorema seria la siguiente:
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Supongamos que f(a) <0 y f(b)>0, y consideremos el punto medio del intervalo [a,b]:
a+b

X, 5

Si la funcion se anula en este punto, el teorema estara demostrado. En caso contrario, en
uno de los dos intervalos en que se descompone el inicial, la funcion toma valores de signo
opuesto en los extremos. Sea |, este intervalo. Si la funcién f no se anula en el punto medio de
este intervalo, se construye otro intervalo I, tal que la funcion tome valores de signo opuesto en
los extremos.

Repitiendo sucesivamente esta operacion, obtenemos una sucesion {I,} de intervalos
encajados

[a,b]o1, 01,5 - o1, > -

tales que la amplitud de cada uno es la mitad del anterior y en los extremos de cada intervalo la
funcién f toma valores de signo opuesto. Cuando “n” crece indefinidamente, la amplitud de los
intervalos convergera a cero y nos definira un punto que llamaremos “c”.

Veamos que f(c)=0:

Si f(c) =0, por ser f continua en el punto ¢ habria un entorno de c en el cual la funcion
tomaria el mismo signo que f(c). Sin embargo dentro de ese entorno habria intervalos
I, = [an ,bn] , para los cuales se estaria verificando que la funcién toma valores de signo opuesto
en los extremos, en contra de que la funcidn tiene el mismo signo que f (c).

En consecuencia, f se anulaen el punto x = c.

El teorema de Bolzano nos sirve de gran ayuda en la comprobacion de la existencia de
ceros en una funcion y en su localizacién: Si la funcion f es continua y conseguimos encontrar
dos puntos en los cuales la funcion toma valores de signo opuesto, por el teorema de Bolzano
podemos afirmar que en el intervalo que dichos puntos determinan existe al menos un cero de la
funcioén.

2. Teorema de los valores intermedios.(Darboux)

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a,b]cR y k es un namero

comprendido entre los valores f(a) y f(b), entonces existe al menos un punto interior c del
intervalo en el que f(c) = k.

f continuaen [a,b]

f(a) <k < f(b) } = Jce(ab) / f(0)=k

Este teorema es consecuencia del anterior y lo podriamos demostrar sin mas que
considerar una nueva funcion g(x)= f (x) —k que cumpliria las condiciones del teorema de

Bolzano:
e g(x) escontinuaen [a,b] por ser diferencia de dos funciones continuas en [a,b].
e Supuesto que f(a) < f(b), entonces:
g(a) = f(a) —k <0 g(b) = f(b) —k >0

Se verifican, por tanto, las hipdtesis del teorema de Bolzano y, en consecuencia, también
se verificara la tesis, es decir:
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dce(a,b)/g(c)=0 = g(c)=f(c)-k=0 = f(c)=k

El teorema de los valores intermedios nos viene a decir que si la funcion f es continua en
[a,b], entonces f toma cualquier valor comprendido entre f(a) y f(b).

Otra consecuencia del teorema de Bolzano seria la siguiente:

3. Si fy g son funciones continuas en el intervalo [a,b] y se verifica que f(a)<g(a) y
f (b) > g(b), entonces existe un numero ¢ €(a,b) tal que f(c)=g(c).

Geometricamente esto significaria que las graficas de las funciones f y g se cortan en el
punto ¢ € (a,b).

4. Continuidad y acotacion.

Una funcién puede ser continua en un intervalo abierto o semiabierto y no estar acotada,

. 1 .
como ocurre en el caso de la funcion f (x) = X en el intervalo (0,1].

Sin embargo, si el intervalo es cerrado, la funcion estard acotada y existira una banda
limitada por dos rectas y =k e y=k" que contendré la grafica de la funcion.

Este resultado podemos enunciarlo de la siguiente forma:

Teorema.
Si f escontinuaen [a,b] entonces esta acotada en dicho intervalo.

Demostracion.

Para demostrar este teorema utilizaremos el método de los intervalos encajados Yy
procederemos por reduccidn al absurdo, es decir, supondremos que la funcion no est acotada en

el intervalo [a,b] y llegaremos a una contradiccion. Por tanto, Ilegaremos a la conclusion de que
la funcion f tiene que estar acotada en el intervalo [a,b].

En efecto, si f no esté acotada en [a,b], tampoco lo estara en una de sus dos mitades :
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o) o el

Vamos a llamar [al,bl]al subintervalo en el que se verifica esto y procedamos, en él, de la
misma forma que en [a,b]. Repitiendo la operacion sucesivamente obtenemos una sucesion de
intervalos encajados

[a,b]:[al,bl]z[az,bz]z D[an,bn]:)

donde cada uno de ellos tiene de amplitud la mitad del anterior y en cada uno de los cuales la
funcion no estd acotada. Cuando n crece indefinidamente, la amplitud de los intervalos
convergera a cero y esta familia de intervalos encajados nos definira un punto c:

a<a <a,<-<a,<--<c<--<b, <<, <b <b

En un entorno de este punto ¢ se produce la contradiccion: Por ser f continua en dicho punto ¢
debe estar acotada en E(c,0) para algin valor de 3 y, dentro de ese entorno habré algin

intervalo [an b, ] en los que habiamos supuesto que f no estaba acotada.

La unica forma de que no se produzca esta contradiccion es que f esté acotada en el
intervalo [a,b] .

Este teorema se utilizaria para demostrar el siguiente

Teorema de Weierstrass.

“Una funcién f continua en un intervalo cerrado [a,b] alcanza su méximo y su minimo en dicho
intervalo™

Esto significa que existen sendos numeros ¢ y d del intervalo para los cuales se cumple
que:
fd)<fx)<f(c) VX e[a,b]
Graficamente:

Demostracion.
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Sea A= f([a,b]) el recorrido de la funcion. Por ser f una funcion continua definida en

un cerrado, la funcion estara acotada en él y, por tanto, existiran el extremo inferior m y el
extremo superior M del conjunto A.

Si M es un valor de la funcion f en el intervalo [a,b], el teorema estaria demostrado y M
seria el maximo de la funcion en dicho intervalo.

Si M no es un valor de la funcion f en el intervalo [a,b], el valor M —f(x)#0 para

todo valor x del intervalo [a,b], y la funcién auxiliar g(x) = definida en el intervalo

1
M — f(x)
[a,b], serfa continua en €l y, en consecuencia, acotada en dicho intervalo, es decir:

ElKER/g(X)SK VXE[a,b] = mSK VXE[a,b] =

= f(x)<M —% vx e[a,b]

Esto nos indicaria que M no seria extremo superior de f, en contra de lo que habiamos
supuesto.

Por tanto, existe al menos un valor ¢ del intervalo [a,b], en el cual f(c) =M vy, en
consecuencia, M seria maximo absoluto de la funcién en dicho intervalo.

De analoga manera podriamos demostrar la existencia del minimo absoluto.
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EJERCICIOS RESUELTOS.

Si g(x) es una funcién polindbmica, ¢qué se puede afirmar sobre la continuidad de la

funcion f(x) = &?
X -1

La funcion f(x) dada es un cociente de dos funciones polindmicas, continuas ambas en
todo el conjunto de nimeros reales. Por tanto, f(x) sera una funcién continua en todos los
puntos en los cuales la operacion cociente tenga sentido.

Teniendo en cuenta que el polinomio denominador se anula en los puntos
x=1y x=-1, lafuncién f(x) es continua en R salvo los puntos x=1y x=-1

Dominio de continuidad de f =R —{-1,+1}

iiiNO!!l Sea f una funcidén de la que se sabe que

1 1 1 1 1 1 1 1
fl=l==, f|2|==, f|=|==, -, f|=|==
o)z (G (e ()5

para todo namero natural n.
Si f es continua en el origen, ¢qué puede asegurarse del valor de f en el origen, f(0)?

Si f es continua en el origen, se verificara que Il’rrg f(x) = f(0): el limite de la funcion
X—>
en el punto debe coincidir con el valor que toma la funcion en dicho punto. En consecuencia,

oo < 1
calculando el limite de la funcion cuando n — +o, yaque — — 0, tenemos:
n

lim £(3) = 1im 2 =0
n

N—>-+o0 N—>+o0 n2

En consecuencia, podemos afirmar que f(0) = 0.

Demostrar que la ecuacion x* —5x+3=0 tiene una solucion en el intervalo [1,2]

La funcion f(x)=x®-5x+3 es una funcion continua en todo R y, por tanto, en el
intervalo [1,2], por ser polinémica.

Ademas, se verificaque: f()=-1<0 vy f(2)=+1

En consecuencia, se cumplen las hipotesis del teorema de Bolzano (tenemos una funcién
continua en un cerrado que toma valores de signo opuesto en los extremos del mismo) y, por
tanto, también se cumpliré la tesis:

JcefL,2]/ f(c)=0

y nuestra ecuacion tiene una solucion en el intervalo [1,2]
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La funcion f(x) =tgx toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo

7T 3w . . .
{—,T} y, sin embargo, no se anula en él. ; Contradice esto el teorema de Bolzano?

4

- sen x .
La funcion f(x) =tgx =—— es continua en todo R menos en los puntos en los que se
COS X

anula la funcion coseno y, dentro del intervalo dado, existe un punto en el que se anula
T |\7m 37

X==¢e|l—,—|
2 |4 4

) ., . . T 37
En consecuencia, la funcion tangente no es continua en el intervalo Z’T

. 3z 3z
Se verifica que: f z =t Z=1 fl —|=tg—=-1
q (4j 671y (4j 0%

No se cumplen las hipotesis de Bolzano y, por tanto, tampoco se cumplira la tesis.

En consecuencia, no se contradice el teorema ya que si no se cumplen las hipotesis, no se
cumplird la tesis.

Sea la funcion f(x) = x> — x* + x. ¢Se puede afirmar que existe al menos un punto ¢
en el intervalo (1,2) tal que f(c)=27

Consideremos la funcion auxiliar g(x) = f(x)—2= x> —x? + x—2 y veamos si cumple las
hipdtesis del teorema de Bolzano:

e g(x) es continua en el intervalo [1,2] ya que al ser polindbmica es continua en Ry, en
consecuencia, en el intervalo [1,2].

1)=-1
322)) 4 } = toma valores de signo opuesto en los extremos del intervalo.

Por tanto, g(x) cumple las hipotesis del teorema de Bolzano. Entonces:
dce(@2) / g(x)=0 = f(c)-2=0
De donde se deduce que f(c) =2.
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EJERCICIOS.

1. Estudiar la continuidad de la funcion f(x) = cosx en el intervalo [0, 7]

2. Probar que la ecuacion x* —3x+40=0 tiene alguna raiz real y localizarla.

3. ¢Es cierto que la ecuacion x° —3x =1 tiene al menos una raiz comprendida entre 1 y 2?
Razolnese la respuesta y enunciese el resultado que se utiliza en su resolucion.

4. Si el término independiente de un polinomio en x es igual a =5 y el valor que toma el
polinomio para x = 3 es 7, razonar que hay algun punto del intervalo [0,3] en el que el
polinomio toma el valor 2.

5. Se puede afirmar que la ecuacion senx+2x—-1=0 tiene al menos una raiz real? Si la
respuesta es afirmativa, hallar un intervalo en el cual se encuentre dicha raiz.

6. Si f(x) es una funcion definida en [a,b], continuaen x=a y x =Db vy tal que
f(a)- f(b) <0, ¢podemos asegurar que existe un ¢ del intervalo abierto (a,b) tal que f(c) =
0? Razonar la respuesta.

7. Si f(x) es continua en [1,9] yestal que f(1) =-5 y f(9) > 0 ¢podemos asegurar que en
estas condiciones la funcién g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en [1,9]? Razonar la
respuesta.

8. Consideremos la funcion f(x) = il
X —

a) ¢Es fcontinuaen (1,2]?

b) ¢Esta acotada en dicho intervalo?

c) ¢Tiene algin maximo o minimo absolutos?
d) ¢Se contradice el Teorema de Weierstrass?

9. Probar que las graficas de las funciones f(x)=Lx y g(x)=e™™ se cortan en algin punto
y localizarlo aproximadamente.

10. Para cada una de las funciones siguientes, indicar si esta acotada superior o inferiormente
dando una cota. Decid si alcanza su maximo o su minimo:

o f(X)=x*-1 en [-1]]

1
. g(x):m en [2,5]
1
. g(x):m en [0,2]
o h(x):% en (—o0,+00)
X +1
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