INTECRACION.

INTEGRALES INDEFINIDAS. METODOS DE INTEGRACION.

PRIMITIVA DE UNA FUNCION. INTEGRAL INDEFINIDA.

Sean fy F dos funciones reales definidas en un mismo dominio. Diremos que F es una
funcién primitiva de f, o simplemente una primitiva de F, si F tiene por derivada f.

F esprimitivadef < F'(x)= f(x)
En notacion diferencial:
F esprimitivadef < dF(x)= f(x)-dx
EJEMPLOS:

e Si f(x)=2x, entonces puede ser F(x)= x?
e Si f(x)=cosx, entonces puede ser F(x)=senx

La operacion que permite obtener una primitiva F a partir de una funcion f recibe el
nombre de INTEGRACION. Si existe la funcion F se dice que la funcion f es integrable.

Una funcion puede tener varias primitivas, por ejemplo, la funcion f(x)=2x, podria
tener como primitivas las funciones F,(x) = x*, F,(X)=x*+2, F,(X)=x*-7, -

ya que
Fi(x)=F,(X)=F;(x) == f(X)

Teniendo en cuenta esto, podriamos demostrar la siguiente
Proposicidn.

Sean f, F, G tres funciones definidas de D en R, tal que F y G son dos primitivas de
f. Entonces, la funcion F —G es otra funcion de D en R y ademas es constante.

De otro modo:

Dos primitivas de una misma funcién se diferencian a lo sumo en una constante.

En efecto, si F y G son primitivas de la misma funcion f, quiere decir que F'(x) = f(X)
y G'(x)=f(x).

Restando, miembro a miembro, ambas igualdades, tendremos:
F(xX)-G'(X)=0 = (F-G)(x)=0 = (F-G)(x)=cte. = F(X)—G(x)=cte. =

= F(x) =G(x) +cte.
DEFINICION.

Dada una funcién f, se llama integral indefinida de f al conjunto de sus infinitas
primitivas {F + K},
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La integral indefinida se representa por j f(x).dx

El simbolo .[ se lee «integral de...» y f(x).dx se llama integrando. El nimero real K
recibe el nombre de «constante de integracion».

EJEMPLOS:

1. Icos x.dx =senx+ K ya que la derivada del seno es el coseno.
2. I4x3dx =x*+K

3. IZxdx:x2+K

La integral indefinida es una familia de funciones dependiente de un pardmetro cuyas
gréficas se obtienen por traslacion de una primitiva.

Para la determinacion de una primitiva es necesario conocer la constante de integracion;
para ello necesitamos alguna otra condicion, como puede ser el valor que toma la funcién
primitiva en un punto del dominio o un punto por el que pasa la grafica de la funcion.

Eiemplo:
1. Halla una primitiva de la funcion f(x)=2x, cuya gréafica pasa por el punto P(1,3).
Las primitivas de f son de la forma F(x) = x* + K
Puesto que la grafica pasa por P(1,3), tendremos
F)=3 < 3=1+K & K=2

Por tanto, la primitiva pedida sera F(x) = x* + 2.

2. Hallar la ecuacion de la primitiva de la funcién f(x)=e* que pasa por el punto P(0,4).
Las primitivas de fsonde laforma F(x)=e¢* +K
Puesto que la grafica pasa por P(0,4), tendremos
FO)=4 < 4=¢"+K & 4=1+K & K=3

Por tanto, la primitiva buscada serd F(x) =¢e”* +3.

Siendo F'(x)= f(x), para cualquier primitiva F(x) de f(x), se verificard que
dF(x) = F'(x).dx = f(x).dx. En consecuencia, la expresion f(x).dx es la diferencial de
cualquier primitiva de f(x) y, por tanto, podemos escribir

_[dF(x) = F(x)+ K en particular _[dx =x+K

o también: d [ f(x).dx=d(F(x)+K) = f(x).dx
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Estas expresiones nos establecen que las operaciones “diferenciar” e “integrar” son
operaciones inversas o reciprocas.

PROPIEDADES LINEALES DE LA INTEGRACION.

1. Integral de la suma o diferencia.

La integral de la suma (diferencia) de dos funciones es igual a la suma (diferencia) de la
integrales de dichas funciones.

j(f +g)(X).dx = j f(x).dx + j g(x).dx

Ejemplo:

j(2x +C0s X).dx = j2x.dx + Icos x.dx = (x> + k) +(senx+k,) =x* +senx + (k, + k,) =

=x% +senx+ K

2. Integral del producto de un nimero real por una funcion.

La integral del producto de un namero real por una funcién es igual al namero real por la
integral de la funcién.

jk. f (x).dx = kj f (x).dx
Ejemplo:
_[B.exdx = BIede =3"+K
La utilizacion de estas dos propiedades constituye el método de descomposicion: conviene
descomponer lo méas posible el integrando aplicando la propiedad distributiva, sustituyendo la

expresion de la funcion por otra equivalente, sumando o restando una misma cantidad,
multiplicando y dividiendo por un mismo ndmero.

Eiemplos:
2 2
sz +X+1_dx:I£ﬂ+ﬁ+1].dx:I(2x+1+1).dx:I2xdx+fl.dx+fl-dx:
. X X X X X X

=x2+x+L|x|+K

. Itg2 X.dx :J‘(1+tg2 X —1).dx = I(1+tg2 x).dx—_[l.dx =tgx—x+K

TIPOS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION.

La integracion es el proceso reciproco de la derivacion; por eso, la lectura de la tabla de
derivadas de derecha a izquierda nos proporciona las primitivas de las funciones elementales
tanto en la forma simple como en la forma compuesta.

Estas primitivas que se obtienen directamente de la tabla de derivadas se llaman
inmediatas, y el conjunto de ellas, integrales inmediatas.
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Todas las técnicas de integracion consisten en transformar el integrando hasta obtener
una funcion que reconozcamos como inmediata. Por ello, el conocimiento y memorizacién de
los siguientes tipos es imprescindible para iniciarse en la integracion.

INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES:

F ORMAS

TIPOS
SIMPLES COMPUESTAS
o+l o+l
Potencial a=-1 Ix“.dx: XK If“.f'.dx: +K
o+l o+l
1 f'
Logaritmico J';-dx = L|x+K J'T-dx = Lf[+K
J'exdx:eX+K If'.e dx=e' +K
Exponencial
g Jaxdx:i-aHK _[f'.afdx=i-af+K
La La
Seno [ cosx.dx =sen x+ K [ f'.cos f.dx=sen f +K
Coseno Jsen X.0x = —cosx + K jf'.sen f.dx =—cos f + K
Jseczx.dx=tgx+K _[f'seczf.dx:tgf+K
Tangente j(1+tg2 x)dx = tg x + K j(1+tg2 f)f'dx=tg f +K
1 1
-dx=tgx+K dx=tgf +K
Jcos2 X J J.cosz f J
Jcoseczx.dx:—ctg X+ K jf'.coseczf.dx=—ctg f+K
Cotangente I(l+ctgzx)dx=—ctg X+ K _[(1+th f)yf'dx=tgf+K

Isenzx-dx=—ctgx+K

f
J.senz

f-dx:—ctgf+K

Arco seno (= —arco coseno)

-dx =arcsenx+ K =

J. 1

=—arccos X+ K

-dx=arcsen f + K =

[
e

=—arccos f + K

dx = arcsen +K

[

-dx = arcsen i +K

e

Arco tangente

= —Arco cotangente.

= —arCCOS— +K — _arccosi +K
a a
fl

-dx = arctgx + K -dx=arctg f + K

J.1+x2 J J.1+f2 g
=-arcctgx+ K = —arcctg f + K

J. 21 2-dx:£-arctg§+K j%-dx:i.arctgiJrK
as+X a a a“+ f a a

1 X
=——-arcctg—+ K
a a

= —l-arcctgi+ K
a a
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EJEMPLQOS:

Tipo potencial: forma simple

. Ixsdx:x LK=24K
5+ 6
21 5 5
: X3 X3 3x°3
. J'x3.dx:2 +K:?+K:_ K
—+1 — 5
3 3
3 §+1 E \/_
A 2 2 5 2
o I\/?dx:sz.dx:x +K:X—+K:2 X +K:2X&+K
§+1 S 5 5
2 2
1 3
1 1 L X_Tl x4 243 4
. I_.dX=J_.dx=IX 4 dx = +K=" 1K= LK =24E Lk
4\/; X% —l-l-l § 3 3
4 4
1 3 §+]_ E \/_
2 L 3 2 2 5 2
° IX—-dx:sz.xz.dx:Ixz.dx:X +K:X_+K:2 X 1K 2x \/;JFK
Vx §+1 > 5 5
2 2

¢ Combinando la integral inmediata de tipo potencial con las propiedades lineales de
la integral indefinida, podemos integrar funciones de tipo polinémico:

J.(2x3 +5x? —7x+3).dx = IZX3.dX + ijz.dx—j7x.dx+I3.dx =

= ij3.dx + 5J.x2.dx—7_|. x.dx+3.|.dx =

X3+l X2+l 1+1
=2 +5- -7 +3x+ K =
3+1 2+1 1+1
4 3 2 4 3 2
:Z-X—+5-X——7-X—+3X+K :X—+5i—7x +3x+ K
4 3 2 2 3

Vemos que el proceso de integracion lo hemos aplicado a las funciones potenciales
dejando los coeficientes al margen del proceso. Sin embargo, no hace falta dar
todos los pasos como en el ejemplo anterior, sino que se puede y se debe integrar
directamente como en el siguiente ejemplo:
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6
I(2x5—gx2+3x—7).dx:2-x——g-x— 3.5 _7x4K =
3 6 3 3 2
L2 3 e Jxak
3 9
1
1 1 N il
— 2 — 2 — —
I(x+\/§).dx—j(x+x ).dx_jx.dx+jx .dx_1+1+1 +K =
—+1
2
3 3
2 2 2 2
2 3 2 3
2

| oo
=

’ 2 5 x3 X3

2 1 5
. I(x2+%j dx:J‘(x2+x3J dx:j(x4+2x3+x3).dx—%+2 e+ K=

oo\oo
Wk

-bloo

% +3x3+K—§x+—\/_+3\/_+K—
:%-x5+z-x2.3\/x_2+3.i/§+K

1

I[l +2J dx = J.(x’2+4x2+2)dx——+4 —+2x+K——£—i+2x+K
xJx

-1 _1 X \/;
2
Tipo potencial: forma compuesta.
2)*
x+2)3dx=4 [ f3.f _(x+ +K
foesaroect [ -
. I(2X+1).(X2+X+l3o.dX={If e } (X +x+D)* +x+1) LK
2 2 2 2
. _[X-(XZ+1)-dX:J.1'2X.(X2+1).dX:£J.2x_(x2+]_).dX:1.(X D7 (DT
2 20— 2

sen* X

Isen3x.cosx.dx:{.[f g }

Itg2 x.sec? x.dx = {[ f Z.f'}: tg;x +K

4

I(t93X+tgs X).dX:J.'[ge’)(.(:|__|_tg2 X).dX:tg X+K

I AXP—Lldx = jx (x )2dx—j 3x (x )de— I3X (x )de_
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(X’ —1);
3

2

+K —%«/(XS -1 +K :é-(x3 ~DVx®-1+K

1
3

Tipo logaritmico:

. j— dx = 3j— dx = 3L|x+2|+K

X+2
. I = =5 L(x +1)+ K
x° +1
. Itgx~dx:jsenx j enx. x =—LJcos x|+ K
COS X COS X

. Ictg x-dx:I%-dx =L[sen x|+ K

o [ SB[ 2K gt (1450 )+ K

1+sen? x 1+sen? x
1
2
. I 1+x7 2+ X dx = Llarctg x|+ K
1+ x? )arctgx arctg x

1
.I L .dx=Iﬁ

-dx = Llarcsen x| + K
arcsenX /11— x2 arcsen x | |

Tipo exponencial:

. j3X.dx=Li3-j3X~L3-dx=Li3.3x+K

. Iex*l-dx:jl-ex*l-dx:ex*1+K
. Iez“l-dx:%IZ-ez”l-dx:%ez“HK

1

L(2-3).(2.3)X+K

. j2X-3X.dx:j(2-3)X.dx— j(z 3)*-L(2-3)-dx =

L(2.3)

o Ix eX L. dx——ij eX L. dx_ X 4K
2

. Iese”x-cosx-dx=ese”X+K

. Iese“ “.sen2x-dx = Iese” X .2sen x.cos X - dx =" * + K

arcsen x

. J' e _J' EACENX |y — garcsenx | K
earctgx
. . Jdx = '[1 . @¥IX [y — p¥CX | K
+ X + X
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Tipo trigonométrico (seno, coseno, tangente,....).

o jcos(Zx—l)-dx =%-I2-COS(2X—1)-dX =%-sen(2x—1)+ K

. J.x-cosx2 -dx=%-J‘2-cosx2 -dx:%-senx2+K

[* cos+/x " 1
° dx =2 —-cos\/;-dx:2~sen\/;+K
J Vx J 2Jx
o de: 1-cos(Lx)~dx:sen(Lx)+K
X X

° jsean-dx:%-IZ-senZX-dx=—%~0052x+K

2
sen? x
+K =sen’x+K

. Isen2x~dx:I2~senx-cosx-dx:2~.|.senx~cosx~dx:2-
-

. jx-sen(xz +3)-dx=%-‘f2x-sen(x2 +3)~dx:—%-cos(x2 +3)+K

sen \/;
Jx

. Iex -sen(e” +3)-dx = —cos(e* +3) + K

dx =2 L-sen«/?-dx=—2-cos\/§+K
24/x

. jtg2 x.dx =‘f(1+tg2 x—1).dx = j(1+tg2 x).dx—Jl.dx =tgx—-x+K
3 _ 2 _ 2 _ 2 _
o Itg x.dx_jtgx-tg x.dx _jtg x(sec x—l).dx__[(tgx-sec X —tgx).dx =

2
:J.tgx.sec2 x.dx—jtgx.dx:w—x— SENX =
2 COs X

2 2
_ t92 X (~Llcos X)) + K = thX+ L|cos x|+ K

. Isecz(3x—l)-dx :%~J'33ec2(3x—1)~dx =%-tg(3x—l)+ K

o 12 -dx:i- 72 -dx:—l-ct97x+K
J sen X 7 sen 7X 7

° %d)(:?,l %.dx:é.thxz_f_K
J cos 2X 4 COS“ 2X 4

Ictgzx.dx :j(1+ ctg®x —1).dx = j(1+ ctg®x).dx —Il.dx =—ctgx—x+K
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Tipo arco seno, arco tangente.....

R =
—4x° 1-(2x)? 1-(2x)?

1 -arcsen2x + K

° == .arcsenx® + K
J j‘\/l (x?) jxll (x*)
° [ e -dx = e— dx = arcsene” + K
J 1_e2x J }1_(6)()2
d 1 . d
° -dx = j J‘ -dx = arcsen +K
o 4-x o X
2

;.dxz #.dxz ;.dx= iL‘dX=
VX —x? VX(L-x) Vx1-x Ix A1=x

-dx = 2arcsen\/§+ K

= . 1 . 1
2 ..‘Zﬁ J1- (V%)

o 1 - dx = ! Z-dx:g 3 2~dx:l~arct93x+K
J 1+9x 1+ (3x) 3 J1+(3x) 3

* 2

2
° X 6.d)(: X—“.dle. L“.dle.arctgxs_{_l(
J1+x J 1+(x%) 1+(x7) 3

1
. ! -dx = ;-dx=lj‘ 1 -dx:l-Bj 3 -dx:l-arctg§+K

i ) s G I

. a X = a—z-dx:i- La?_-dx:i-arctgax+K
J 1+a” 1+(a*) La | 1+(a%) La
o LSXZ -dx = sz -dx = arctg(sen x) + K
J 1+sen”x 1+ (senx)
* 3 3 3 3
° X 8.dX: X—H.dX: X—.dle X—Z.dX:
5+X 5+(x") (x*)? 5 x*
¢ 51+ 14| 2o
5 J5
4 e
4
° :1_5 \/_S—Z.dxzﬁ.arctgx__{_K
5 4 [X4j 20 J5
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METODOS DE INTEGRACION.

Dada una integral se debe reconocer primero si se adapta a uno de los tipos
fundamentales o si se puede reducir a alguno de ellos haciendo transformaciones elementales; en
caso contrario, habra que aplicar otros procedimientos para su calculo que reciben el nombre de
METODOS DE INTEGRACION.

METODO DE SUSTITUCION.

Es una consecuencia directa de la derivacion de funciones compuestas.
Como su nombre indica, se trata de sustituir la variable "x" por una funcién de otra
variable "t", x = g(t), de forma que el integrando se transforme en otro mas sencillo.

Este proceso puede hacerse de dos formas:
¢ FORMA DIRECTA

Se hace x =g(t), dedonde dx=g'(t)-dt. Sustituyendo en la integral, nos queda:
jf(x).dx = jf[g(t)]- g'(t).dx

¢ FORMA RECIPROCA

Se hace t=u(x), de donde dt=u'(x).dx, y se despeja a continuacion x y dx para

sustituirlos en la integral.

Para terminar el proceso se calcula la integral en la nueva variable y después se deshace
el cambio.

Es evidente que si la integral resultante del cambio es mas complicada que la de partida, el
cambio realizado no es el adecuado y debemos buscar otro.

NOTA: Siempre que se pueda debemos de evitar emplear este método y utilizar los tipos
fundamentales.

EJEMPLQOS.

1
XA/ x—=1

e Calcula I=J' -dx

Hacemos la sustitucion x—1=1t*> = x=t*>+1
Calculamos la diferencial de x: dx = 2t.dt y sustituimos en la integral que deseamos
calcular. Tendremos:

1 1 1 1
= — dx= | ———— 2tdt=| ———-2tdt=2 -dt =2arctgt + K =
_“x\/x—l j(t2+l).«/t2 j(t2+1).t j(t2+l) J

={deshaciendo el cambio de variable}= 2arctg+/x -1+ K
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e Calcula I = o
\J5X -2
Hacemos el cambio 5x—-2=t = x = %-(t +2)
Calculamos la diferencial de x:  dx = % -dt  y sustituimos
L 1
= 2
_ox i-l.dt:lj‘tz.dtzl-t K:g\/f+|<:
Jsx—-2 Jt 5 5 5 5

N |-

={deshaciendo el cambio}= %«/SX -2+K

Se podria resolver la integral directamente, sin necesidad de utilizar el método de sustitucion,
empleando la formula de integracion de funciones potenciales en su forma compuesta:

1 1 1
-dx=I(5xf—2) 2.dx=jg-5-(5x—2) 2 dx =

1
! _I«/Sx I(5x—2)%

1
1 _9)2
:1_[5_(5)(_2) 2 gy = L. 5x=2)%

2

+K=§\/5x—2+K

. I (arctg x) “dx
1+x°

Hacemos el cambio arctgx =t y calculamos la diferencial de x. Tendremos:
1

1+x
Sustituyendo en la integral nos queda:

~-dx=dt = dx=(1+x")dt

(arctg x)*
4

| = J- (arctg x) LK

1+ x?

3 t*
=jt dt=—+K =
4

Directamente:
4
I _J-(arctg x)° -dx = J'(arctg x)%- L - dx _(arctgx) +K
f

1+ x? 1+ X 4
—

. Ix.ﬂ-dx

Hacemos la sustitucion x—-1=t*> = x=t>+1
Calculamos la diferencial de x: dx = 2t.dt y sustituimos en la integral que deseamos
calcular. Tendremos:

5 3
J'x.«/x—1~dx =J'(t2 L) - 2tdt = 2j(t2 L)%t =ZI(t4 F12).dt = 2(%+%j+ K =

5 3
_2 4204k :go(x—l)2 +g-(x—1)2 +K
5 3 5 3
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METODO DE INTEGRACION POR PARTES.

El método de integracién por partes se basa en la derivada del producto de funciones. A
partir de €l trataremos de buscar una regla que nos permita calcular la integral de un producto de
funciones.

Consideremos dos funciones u=u(x) y v=v(x) de variable x, ambas derivables. La
diferencial del producto u.v sera:

d(u-v)=u-dv+v-du = u-dv=d(u-v)—v-du
Integrando ambos miembros, obtenemos:

fu~dv:jd(u-v)—jv~du = fu-dv:u-v—jv-du

que es la formula de integracion por partes.

En el momento de aplicar esta formula de integracion por partes deberemos de tener
cuidado en el momento de elegir a qué llamamos "u™ y a qué "dv". Si la integral que queda,
después de aplicar dicha formula, es mas complicada que la de partida, significa que habra que
cambiar nuestra eleccion.

En algunas ocasiones la integral que queda después de aplicar la formula de integracion
por partes, es del mismo tipo que la de partida y tendriamos que volver a aplicar el método.
En otras ocasiones, despues de aplicar la integracion por partes una o dos veces, puede ocurrir
gue obtengamos la misma integral de partida. En este caso, basta despejar la integral para
obtener la primitiva.

EJEMPLQOS:

o | :ILx.dx

Sihacemos u=Lx y dv=dx obtenemos: du :l-dx y v=X
X
Aplicando la férmula de integracion por partes, resulta:
I :jo.dx: x.Lx—Ix-l-dx: x.Lx—Idx: X.Lx —x+ K
X

e En ocasiones el método de integracion por partes no es tan directo como podria
parecer observando el ejemplo anterior, sino que llegamos al resultado final
después de aplicar dos o mas veces dicho método:

I :sz.sen X.dx

i u=x> du = 2x.dx
Hacemos el cambio =
dv = sen x.dx V = —CO0S X

Sustituyendo en la formula de integracion por partes nos queda:
sz.sen X.0x = —x*.cos X —I—cosx - (2x.0X) = —x*.COos X + ZIX -COS X - dx

En la nueva integral que nos ha resultado, volvemos a aplicar el método de partes; hacemos:

INTEGRACION INDEFINIDA. METODOS DE INTEGRACION 110



Uu=Xx du = dx
=
dv = cos x.dx V =sen X
y sustituimos

.[xz.sen X.dx = —xz.cosx+2_|.x-cosx~dx = —xz.cosx+2-[x.senx—_|.sen x.de:

= —x2.c0s X+ 2-[x.sen x — (—cos x) |+ K = —x?.cos x + 2x.sen X + 2cos X + K

o jsen(Lx) -dx

u =sen(Lx) du = cos(Lx) = dx
= X
dv = dx

Hacemos {
V=X

y sustituimos en la formula de integracion por partes:

Isen(Lx) -dx = x.sen(Lx) — j X.cos(Lx) -%-dx = x.sen(Lx) —Icos(Lx) -dx

La integral que nos queda, después de aplicar partes, es del mismo tipo que la que
queremos calcular. En consecuencia, volvemos a aplicar el mismo procedimiento.

En ella hacemos:

u = cos(Lx) du = —sen(Lx) L dx
= X
dv = dx

V=X

y sustituimos nuevamente:
Jsen(Lx) -dx = x.sen(Lx) —Icos(Lx) -dx = x.sen(Lx) —[x.cos(Lx) — _[— x.sen(Lx) -l-dx} =
X

= x.sen(Lx) — x.cos(Lx) — _[sen(Lx).dx

Nos ha vuelto ha quedar la misma integral del principio. Entonces, pasando al primer
miembro nos queda:

sten(Lx) -dx = x.sen(Lx) — x.cos(Lx) = jsen(Lx) - dx :%-[x.sen(Lx) — x.cos(Lx)]+ K

° j arcsen x.dx

1-x?

. . U = arcsen X du =
Hacemos el siguiente cambio: =

dv = dx
V=X

Sustituyendo en la formula de integracion por partes obtenemos:
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1
Iarcsen x.dx = x.arcsen X — I X- -dx =x.arcsen X — I X.(1-x?) 2.dx =

1-x?
L 1
= _v2)2
= x.arcsenx+%j—2x.(1— x*) 2.dx = x.arcsenx+i-¥+ K=
2
= x.arcsen X +v1-x* + K
EJERCICIOS PROPUESTOS.
e Calcula las integrales indefinidas de las siguientes funciones:
. _[x.ex.dx . _[ex.cos x.dx . _[x.arctg x.dx
o _[x.cos x.dx o Iarctg X.dx o _[3*.003 x.dx
. _[xz.Lx.dx . sz.e‘x.dx . _[x.cosBx.dx
. _[x”.Lx.dx . _[xz.sen x.dx . _[x.e‘X -dx

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.

Una funcion racional es un cociente de dos polinomios, es decir, es de la forma:
P(x . .
f(x) =£, donde P(x) y Q(x) son dos polinomios en X.
Q(x)
Las funciones racionales estan definidas en todo el conjunto de nimeros reales salvo en
los que se anula el denominador.

Ante la integral de una funcion racional, lo primero que debemos comprobar es que no se
puedan aplicar los tipos fundamentales que contengan funciones de este tipo, a saber:

—n+l
f + k( ::—'——————}————jf'+ k(
-n+1 (n-nf"

' ffn -dx:If'.f”.dx:

.%-dx:L|f|+K

] fl
Jaz+f?

-dx :l-arctgi+ K
a a

Cuando no se puedan aplicar los tipos anteriores, las funciones racionales se integran
por el método de transformacidn en fracciones simples que tendran por denominador polinomios
de primer o segundo grado irreducibles.
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En todo el proceso de integracion racional mediante fracciones simples supondremos que
el grado del numerador es menor que el grado del denominador, pues en caso contrario podemos
dividir y obtendriamos

P(x) = C(x)-Q(x) + R(x)
dividiendo entre Q(x) nos queda:
POO _ ¢y, ROD
Q(x) Q(x)

y la integracion se reduce a integrar un polinomio C(x) (que serd inmediata) y a la funcion

. R(x .
racional % con el grado del numerador menor que el del denominador.
X

Para integrar una funcion de este tipo utilizaremos el

METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES.

Este método consta de tres partes bien diferenciadas:

a) Célculo de las raices del denominador (descomposicion en factores del
denominador).

b) Descomposicion de la funcion en suma de fracciones simples.
c) Integracion de los sumandos.

Consideremos la funcion f(x) = % donde el grado del numerador es menor que el
X

grado del denominador y sigamos los pasos indicados anteriormente:

a) La descomposicién en factores del denominador se efectuara por los métodos conocidos en
cursos anteriores (Regla de Ruffini, si el polinomio es de grado mayor que dos).

Supongamos que el polinomio Q(x) tiene las siguientes raices (k raices reales y 2s raices
complejas, que seran conjugadas dos a dos)

Raices reales:

X, sepresenta r, veces (grado de multiplicidad de la raiz)
X, Sepresenta r, veces

X, Sepresenta r, veces

Raices complejas:

z,=a,+b i z,=a,—b i
Z;=a,+b, i z,=a,—bh,-i
Z,,,=a,+b, i Z,,=a,—Db, I
. . P(x) . .
b) En este caso la funcion racional f(x) :T se puede descomponer en fracciones simples
X

de la siguiente forma:
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A B
P(X): A n A, et h _y B, + B, et n _
Q(X) X=X (X_Xl) (X_Xl)1 X=X, (X_Xz) (X_Xz)2

C C C D D D D
1y 2 St T — 1 2 4.4 251 2s
X=X,  (X=Xx,) (X=x)" X=-z; X-1, X—=2Zpy X—1Zy
%/—/

Sumando las fracciones en cuyos denominadores aparecen raices complejas conjugadas, nos
queda:

A B
P)_ A A22+m+ - B, _ Bzz+m+ -
Q(X) X=X, (X_Xl) (X_Xl)l X=X, (X_Xz) (X_Xz)2
C, C, C,. M, X+ N, M X+ N,
+ 2+"'+ 7 + 2 2+"'+ﬁ
X=X (X=X, (x=%)%  (x—a,)®+b; (x—a,)" +b;

Podemos observar que por cada raiz aparecen tantas fracciones como indica su grado de
multiplicidad (nimero de veces que se presenta una raiz): los numeradores de dichas
fracciones son coeficientes indeterminados y los denominares son de la forma x-—raiz
elevando dicha diferencia desde uno hasta el grado de multiplicidad.

El procedimiento para calcular los coeficientes indeterminados lo veremos con
algunos ejemplos.

La integracion de nuestra funcion racional sera la suma de las integrales de cada
una de las fracciones simples:

La integracion de las fracciones simples en que se ha descompuesto la funcion racional se
hace mediante los tipos antes vistos:
e Las que tienen exponente unidad en el denominador son logaritmos neperianos

J. A ~dx:AI L -dx=A-L(x—-X,)
X_Xi X_XI

e Otras son de tipo potencial:

. (X_Xi)—nJrl o B
—n+l  (n-1)-(x—x)"*

Iﬁ-dx:B-I(x—xi)”.dx:B

e Y un tercer tipo correspondiente a las raices complejas de la forma
Mx + N
(x—a)’> +b°

en cuya resolucién apareceran, en general, un logaritmo y un arco tangente. Veamos
como podemos resolver esta integral:

Mx+ N Mx —Ma + Ma+ N M(x—a) Ma+ N
.d J. .dx:J. + .

(x—a)* +b® (x—a)® +b” (x—a)>+b®> (x-a)®+b?
_ M(Xz_a)z-dx+ MaJQN _dx=
(x—a)“+b (x—a)“+b
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M 2(x—a) J‘ 1
M2 e Mae Ny [—
2 Jayrpr M) T

1

Ma+ N 1
b? j

-dx =

=%~L[(x—a)2 b2+ (Ma+ N)~j

=%.L[(x—a)2+b2 +

:%.L[(x—a)2 +b2]+ Mab+N j

N

M Ma +
:7-L[(x—a)2 +b2]+ .

EJEMPLOS:

e Calcular I=j

-dx

X° -9

Resolucion:

a) Calculamos las raices del denominador, resolviendo la ecuacion:

X=+3

X2-9=0=>x=143=>
X=-3

b) Descomponemos la funcién del integrando en fracciones simples, de la forma:

1 A B 1
+ =

B _ A(x+3)+B(x-3)
x>-9 x-3 x+3 x? -9

x> -9

c) Puesto que los denominadores son iguales, para que las fracciones sean iguales tendran
que ser iguales los numeradores. Por tanto:

A(X+3)+B(x-3)=1

d) Para calcular los coeficientes A y B se podran emplear distintos métodos:

1.

IDENTIFICACION DE COEFICIENTES

Para aplicar este método, ordenamos el polinomio que aparece con coeficientes
indeterminados:
(A+B)x+(3A-3B) =1
e identificamos los coeficientes de igual potencia de X, resolviendo el sistema que nos
resulta:
B=-A

A+B=0

= A=
3A-3B=0| |3A-3(-A)=1=6A=1=

%

o=
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2. VALORES NUMERICOS

En la expresion A(x+3)+B(x—3)=1 anterior, se le asignan valores a la
indeterminada x, tantos como coeficientes indeterminados tengamos, obteniéndose de
esta manera un sistema de tantas ecuaciones como coeficientes tengamos que
calcular. Resolviendo este sistema obtendriamos los coeficientes buscados.

El sistema que se obtiene por este procedimiento, se simplifica si los valores que
damos a la indeterminada x son los mismos que los de las raices del denominador. En
el caso de que hubiese més coeficientes que raices ya le asignamos los valores que
gueramos:

A(x+3)+B(x-3)=1

e Si x=3 = 6A=1 = A=%

e Si x=3 = -6B=1 = Bz_%

e) Obtenidos los coeficientes, podemos pasar a integrar la funcion dada:

L e[| e

> . =_.J.—. X__. —1 -dX:
X -1 X—3 X+3 6 Jx-3 6 Jx+3

— L= Lk K =2 [Lx-3) - Lix Yl K = L(X 3J+K

Calcular: -dx

| =J-x4—x3—x—l
x® —x?
Puesto que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, debemos
dividir numerador entre denominador obteniendo la siguiente descomposicion:
x* = x° -x-1_ x+l
x® —x? x*(x-1)
aplicando el método de integracion racional a la fraccion resultante:

a) Descomponemos en fracciones simples:

x+1 A B C x+1  AX(x-1)+B(x-1)+Cx’

- - = — =
x*(x=1) x x> x-1 X% (x—1) x*(x—1)

de donde: Ax(x-1)+B(x-1)+Cx* =x+1

b) Dando valores a la indeterminada:
e Para x=0 = -B=1 = B
e Para x=1 = C=2 = C=2
e Para x=2 = 2A+B+4C=3 =
= 2A-1+8=3 =
c) Entonces, calculamos la integral'

4 3 _ _
I:j% dx = _xxl dx:j X— —2+—21+Lj -dx =
X7 —X X (x 1) X x° x-1
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:J‘(x+g+i2—ij-dx:Ix.dx+Zjl-dx+‘[i2-dx—2j‘i-dx:
X X Xx-1 X X x-1

2 2
:X—+2L|x|—1—2L|x—]4+ k=X _1,9
2 X 2

X

X
x-1

+K

5x? —2X+25

——————ux

X —6X°+25

e Al ser el grado del denominador mayor que el del numerador, aplicamos directamente el
método de descomposicion en fracciones simples.
a) Calculamos las raices del denominador:

e Calcula: I=.[

x=0
X —6x% +25x =0 = X(X* —6X+25) =0 = {x =3 +4i
X=3-4i
b) Hemos obtenido una raiz real y dos raices complejas conjugadas. Por tanto, la
descomposicion en fracciones simples nos queda de la forma:

5x*-2x+25 A Mx+N  A(X* —6x+25)+x(Mx+N)
x*—6x*+25x X (x-3)*+4? X(Xx? —6X + 25)
Al ser los denominadores iguales, tendran que serlo también los numeradores:
A(X? —6X + 25) + X(Mx + N) = 5x* —2x + 25
Dando valores a la indeterminada, obtenemos:

Para x=0 = 25A=25 = A=1
Para x= 1 = 20A+M +N =28 = M+N=8
Para x=-1 = 32A-(-M +N)=32 =M -N=0

c) Obtenido el valor de los parametros, pasamos a calcular la integral:

}:>M::N:4

5x? —2x+ 25 1 4X +4 1 A + 4
:J‘S—Z'dX:J. —+ﬁ 'dXZJ‘—'dX‘i‘ ﬁdX:
X® —6x°+25 X (x=3)"+4 X (x=3)°+4
=L|x+ 4X_12J2r12t4-dx:L|x|+ w-dx:th %-dx+
(x=3)" +4 (x-3)" +4 (x—=3)"+4
%dx:L|x|+21%.dx+16j%~dx:
(x=3)°+4 (x=3)"+4 (x=3)"+4
= L|x|+ ZL‘XZ —6X+ 25‘ +16J 1 —-dx =
42[1+(X;23) }
1
:L|x|+2L\x2—6x+25\+j 1 2.dx:L|x|+2L‘x2—6x+25‘+4j‘%.dxz
X—-3 X —
14| 222 1+ 222
4 4

= L|xX|+ 2L‘x2 —6X+ 25‘ +4arcthT_3+ K
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EJERCICIOS.

.[ 21 - dx . J~ 22x+1 dx
X —=5x X°—5X+6
2 4 2
J2X2_8x_1-dx . jx —33x 2—3x—2_dx
2X° —T7X+3 X® — X —=2X
2 2
J~ X*—6X+7 - dx . J-x +1-dx
(Xx+1)(x—=2)(x-3) x-1
_[ 2X2—4 . dx . j 1 z'dX
(x-1)°(x+3) (x=1)(x+3)
3
I 31 .dx . IX +X+1-dx
X" -1 X(x* +1)

INTEGRACION POR REDUCCION DEL INTEGRANDO.

La integracion indefinida de algunas funciones puede resultar mas facil y comoda si

mediante un adecuado cambio de variable podemos reducirlas a funciones cuya integracion ya
conocemos. Veamos algunos casos interesantes:

Integracién de funciones de a”*.
Para integrar este tipo de funciones se hace el cambio de variable a* =t, que transforma el
integrando en una funcion de la variable t.

Ejemplos:
X 2X
. J-e - 3e .
1+e”

dx

. t
Hacemos el cambio e* =t, con lo que e”.dx = dt = t.dx = dt = dx =dT

Sustituyendo en la integral, nos queda de la forma:

X 2X _ 2 _
ji.dxz t-3" dt _ril 3t.dt:J‘(_3+ij.dt:_3j‘dt+4j‘idt:
1+e* 1+t t 1+t 1+t 1+t

=3t +4LL+t|+ K =-3e* +4L(1+e*)+K

° I /e3x _e2x 'dX

. dt
Hacemos el cambio e* =t, conlo que e*.dx=dt = t.dx=dt = dx = T

Sustituyendo en la integral, nos queda de la forma:
_[\/eSx —e” .dx = J-\/tB —t? .%: J.t-«/t—l-%: J.«/t—l-dt = I(t—l)% dt =
_ 2(e —1;\/e -1 LK

% X % X 13
t-07 o _2e-D7 e -D'

% 3 3
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Integracion de funciones con potencias de exponente fraccionario.

Para calcular integrales del tipo IR(X%,X%,--~,X%).dx se efectla el cambio de variable
x=t" donde m=m.cm.(a,d,...,q)
Eiemplo:
. J' dx
Vx+3/x
Calculamos el minimo comin multiplo de los indices de los radicales:

m=mcm.(2,3) =6 y hacemos el cambio x=t°® = dx=6t>.dt Sustituyendo en nuestra
integral, nos queda:

dx 6t°dt t° t° t3
. :6_[ -dt:GI -dtzsj—-dtz
I\/}#& Iq/te 43/t t3 +t2 t2(t+1) t+1
3 2
ZGI[tZ—Hl—i)-dt:G t——t—+t—L|t+14 +K
1 3 2

t+

Teniendo en cuentaque x =t° =t = 8/x con lo cual:

fﬁdxs&:6(V§_3-V§_2+W-L\W+4}K=2&—s-s 4oL+ K

INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

La mayor parte de las integrales de funciones trigonométricas pueden resolverse

haciendo transformaciones en el integrando teniendo en cuenta las identidades vistas en el curso
anterior, algunas de las cuales recordamos a continuacion:

sen® x+cos?x =1
1+1tg” x =sec” x

2 2 1
1+ ctg“x = cosec”x ® SEnX-CoSX=—-sen2x

X
. 1+cosx=2-c0525

senzx:i-(l—coszx) 1
2 e SENX-COSY = E-[sen(x+ y) +sen(x — y)]

2 1
Cos“ X = —-(1+cos 2x) 1
2 e COSX-COSY = E-[cos(x +) +cos(x—Y)]
1-cosx=2-sen? > 1
2 * senx-seny=—- [cos(x + y) —cos(x—y)]

EJEMPLOS.

J'senz X - dx
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J-sen2 X-dx = I%-(l—cost).dx :%-I(l—COSZX).dx :%-(de —fcost.dx)z

:1-(x—£-sen2xj+K
2 2

. _[cosz X - dx

.[cosz X-dx = j%-(1+ C0s 2x).dx =%-j(1+ c0s 2x).dx :%-(jdx +Ic052x.dx):

:l-(x+1-sen2xJ+ K
2 2
. jcos3x-dx
'[0053 x-dx:'fcosx-cos2 X - dx ='[cosx-(1—5en2 X) - dx :J'cosx-dx—'[cosx-sen2 X-dx =

sen® x

=Senx-— +K

. J'sen“ X - dx

2
J'sen“ X-dx = j(senz X)2 - dx = J(%-(l—cost)j - dx =%J'(1—c052x)2 cdx =

=%J'(1—20052x+cosz 2x) - dx =%I(1—20052X+%'(1+C°54X))‘dx -

L

:Ej(§—2c032x+£-cos4x)~dx:
47°2 2 4

dex—chost-dx+ljcos4x~de:
2 2
:l- Ex—sen2x+1-sen4x + K

4 |2 8

. J'«/l—cosx-dx
B 5 X B X B 1 X B
J\/l—cosx-dx_J‘JZ-sen E-dx_ﬁ-jsena-dx—Z.ﬁ-IE-senE-dx_

=—2\/§-cos§+|<

Icos 4x.c0s 2x.dx = J% -[cos(4x + 2X) + cos(4x — 2x)]- dx = % : j[cos 6X +cos2x]- dx =
=£ICOSGXdX+1J.COSZXdX:1-1I6COSGXdX+1-£IZCOSZXdX:
2 2 2 6 2 2

:i-sen6x+1-3en2x+ K
12 4
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J'sen 4x.c0s3x.dx = J‘% [sen(4x + 3x) + sen(4x — 3x)]- dx = % : j[sen 7x+senx]-dx =
= lJ.sen 7xdx+£J.sen Xdx = 1-1">7sen 7xdx+1J.sen Xdx =
2 2 2 7 2

:—i-c057x—1-cosx+ K
14 2

INTEGRACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES: jR(sen X, C0S X).dx

R designa una funcidn racional en sen x y cos x. Este tipo de integrales puede reducirse
a racionales mediante un simple cambio de variable.

Las sustituciones mas frecuentes son:

Si R es una funcidon impar de cosx, es decir: R(—cosXx)=—R(cosXx) realizaremos la
sustitucion sen x =t = cos x.dx = dt

Si R es una funcion impar en sen x, es decir: R(-sen x) =—R(sen x) haremos la sustitucion
cosX =t = —sen x.dx =dt

Si R(sen x,cos x) no cambia cuando se cambia alavez senx por —senx Yy C€0SX por

—Cos X, se racionaliza mediante la sustitucion tgx=t = -dx =dt

cos? x

En todos los casos la funcion R(sen x,cos x) se puede racionalizar mediante la sustitucion

2
tgﬁzt, de donde senx = 5 cosx:l tz dx = Zz-dt
2 1+t 1+t 1+t
Ejemplos.
. jsen3x.dx

Haciendo el cambio cos x =t = —sen x.dx = dt tendremos:

J.sen3 X.dx = Isenz x.sen x.dx = J'(l— cos® X) - (—dt) = J.(l—tz).(—dt) =j (t* —1).dt =

t3 1 5
=——t+K==-c08"X—cosx+K
3 3

3
cos” X
J. ; .dx
sen® x

Hacemos el cambio sen x =t = cos x.dx = dt con lo que la integral nos queda:
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3 2 2 2 2
j‘cos X.dX:ICOS x-cosx-dx:J'(l—se;\ x).dt:-"l—t -dtzj(i—LJ-dt:

sen’ x t! N t! t* ot
-3 -1
=J-(t‘4—t‘2)-dt=t——t—+K=1—i3+K: ! _ 13 +K
-3 -1 t 3t senx 3sen’Xx
) j 14 -dx
cos” X
Hacemos el cambio tgx =t = ———-dx =dt y la integral nos queda:
cos* X
I L -dx:J. L -coszx.dtzj L 'dt:J‘(lthgzx)-dt:
cos” X cos” X COS“ X
2 t 1.3
=I(1+t ).dt=t+§+K:tgx+§.tg X+ K
. COSX 4o
1+cosx
. N X 1-t°
Realizamos la sustitucion general tg——-=t, dedonde senXx=——-, cosx = 5
2 + 1+t
dx = 2 > -dt  con lo que nos queda:
1+t
1-t° 1-t° 1-t?
2 2 2
COS X .dx = 1+t ~ 22'dt= 21+t - 22'dt= 1+t . 22'dt—
1+ cosx 1-t% 1+t (L+t2)+(1-t%) 1+t 2 1+t
e 2 T
1+t 1+t 1+t
2 _ 2
S g | IO (iz—lj-dtzzarctgt—HK:
1+t 1+t 1+t
X X X X X
=2arctg(tg—) -tg-+K=2-——tg—+K=x-tg—+K
9(92) 92 > 92 92
Calcula:
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