Matrices

Matrices de numeros reales. Definiciones

Def.- Consideremos el cuerpo (cuerpo es un conjunto de numeros donde se puede sumar,
restar, multiplicar y dividir) de los nimeros reales R. Una matriz de nimeros reales de
orden “mxn” (se lee "m” por “n”) es una tabla de “mxn” niumeros ordenados en “m” filas y
en “n” columnas de la siguiente forma

all alZ aln
a, A, .. 4, |« fila2
A=
a, a, .. a,
T Columna 2

Donde los aj son nameros reales, el subindice i (el 1°) indica la fila donde esta colocado
el nimero aj, y el subindice j (el 2°) indica la columna donde esta colocado el elemento
ajj. Es como si jugaramos al juego de los barquitos, fila i, columna j.

3 2 -1 4
** Lamatriz A=|4 3 3 2|esuna matriz de orden 3x4. Veamos algunos elementos
1 -1 2 5

a,3=3 (elemento que esta en la fila 2 y la columna 3)

a34=5; a12=2, azx=-1 etc...

Def.- Matriz fila es la que tiene una sola fila

** (1 3 -4 5) esta es de orden 1x4

Def.- Matriz columna es la que tiene una sola columna
-2

** | 3 | esta es de orden 3x1
1

Def.- Una matriz escalonada por filas es una matriz tal que en cada fila el nimero de ce-
ros que precede al primer elemento no nulo es mayor que en la fila anterior.
14 -1 7 9
o+ A= 00 5 1 1 .
“lo 0 0 -2 2 es una matriz escalonada de orden 4x5

00 0 0 1

Def.- Una matriz cuadrada es la que tiene igual nimero de filas que de columnas.
1 8 3 -2

4 6 5 0 . .
* L 12 3 es una matriz cuadrada de orden 4x4. Se suele decir que es de orden 4
2 -4 0 1

** (3) es una matriz cuadrada de orden 1x1.

Def.- Dos matrices A=(aij)mxn Y B=(bij)mxn SON iguales sii tienen el mismo orden y son igua-
les los elementos colocados en el mismo sitio, es decir a;=b;.

Def.- La matriz opuesta a la matriz A=(a;) es aquella que se obtiene cambiando de signo
todos los elementos de la matriz A=(aj), y se escribe —A 'y es - A=(-a;)

woasf2 5 L) a2 5 1
3 4 0) -3 -4 0
Def.- Dada una matriz A=(a;j)m«n Se define su matriz traspuesta que se escribe A' como la

matriz A'=(aji)nm , €S decir la matriz que se obtiene cambiando sus filas por sus columnas.
Nota.- Si A es de orden mxn su traspuesta A' es de orden nxm.
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2 3
**A:(2 N _1J;A‘: -5 4

3 4 0
-1 0
Def.- La matriz nula Omxn €S la que tiene todos sus elementos nulos, es decir
00 ..0
00 ..0
Omxn=
0O O .. O)mxn
aq; Q4o ... Qg
. a a e a . . .
Def.- Dada la matriz cuadrada de orden n A=| "2t 722 2" |, se llama diagonal principal
Ap1 Qpp ... Qpp

a los elementos de la forma a; (unir extremo superior izquierda con extremo inferior dere-
cha). Se llama diagonal secundaria a los elementos de la forma a; con i+j=n+1 (unir ex-
tremo superior derecha con extremo inferior izquierda).

Def.- Una matriz cuadrada de orden n decimos que es triangular superior sii todos los
elementos que estan por debajo de la diagonal principal son ceros.

12 3
** |0 2 1 |es triangular superior de orden 3.
00 -2

Def.- Una matriz cuadrada de orden n decimos que es triangular inferior sii todos los ele-
mentos que estan por encima de la diagonal principal son ceros.

1 00
** |6 2 0 |estriangular inferior de orden 3.
1 3 -2

Def.- Una matriz cuadrada de orden n decimos que es diagonal sii todos los elementos
gue no estan en la diagonal principal son ceros.

100
** |0 2 0 |es matriz diagonal de orden 3.
00 -2

Def.- Una matriz cuadrada de orden n en la que todos los elementos de la diagonal princi-
pal son unos es la matriz identidad 6 unidad de orden n, y se escribe Ip.

10 .. 0
> = O 1 % matriz identidad de orden n, (1) matriz identidad de orden 1,
0 0 .. 1)n
Lo 100
(0 1Jmatriz identidad de orden 2, |0 1 0 |matriz identidad de orden 3.
001

Def.- Una matriz cuadrada de orden n decimos que es simétrica sii coincide con su tras-
puesta, es decir A=A".

1 2 3
* 12 2 _7|es matriz simétrica de orden 3.
3 -7 -2

Def.- Una matriz cuadrada de orden n decimos que es antisimétrica 6 hemisimétrica sii
coincide con la opuesta de su traspuesta, es decir A= -A'.

1 L -1
*x A:( 0 j es antisimétrica porque A'= (0 J y — A‘:{ 0
-1 0 10 1

;j . es decir A= -Al,
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Operaciones con matrices

- Suma

Def.- Dadas dos matrices del mismo orden mxn A=(a;) y B(bj), se define su suma, que se
indica A+B como la matriz de orden mxn que se obtiene al sumar los elementos de Ay de
B que se encuentran en el mismo lugar, es decir A+B=(a;; + bj).

- [ 2 1 3}{1 1 —1]:( 2+1 1+1 3—1]:(3 2 2]
-2 1 4) (21 2) (-2+2 1+1 4+2) (0 2 6
Propiedades de la suma
Si A, B, C, O son matrices de orden “mxn” siendo O la matriz nula tenemos:
1) Asociativa A+(B+C)=(A+B)+C
2) Conmutativa A+B=B+A
3) Elemento neutro A+O=0+A=A, siendo O la matriz nula

4) Elemento opuesto Dada la matriz A, existe su opuesta —A, tal que A+(-A)=(-A)+A=0
Nota.- También se verifica la siguiente propiedad (A+B)'=A+B'.

** Calcula [1 2J+(2 —3}{1 2}{1 oj
3 4) (-3 4 0 3) (0 -2
- Producto de un namero real por una matriz
Def.- Dada la matriz de orden “mxn” A=(a;) y el nimero real A, se define el producto del

namero A por la matriz A como una nueva matriz de orden “mxn” que se obtiene multipli-
cando todos los elementos de la matriz A por el nimero A, es decir A .A=(A.aj)

e ( 2]_[ 31 3-2j:(3 6J
3 4 3:.(-3) 3:4) (-9 12
Propiedades del producto de un nimero por una matriz
Si Ay B son matrices de orden “mxn” y A, u, y 1 son niUmeros reales entonces se verifican
las propiedades:
1) Distributiva respecto a la suma de matrices A(A+B)= ALA+\B
2) Distributiva respecto a la suma de niameros (escalares) (A+u)A=AA+pA
3) Pseudoasociativa o falsa asociativa A( n A)= (Ap)A,
4) Elemento unidad Existe el nimero 1 € ‘R tal que 1.A=A.

Nota.- Otra propiedad es (L.A)=1.A".

1 -6 0 4 -1 103 -12 1000 0
** Calcula-2./8 -6 2 3 0|-[|0 1 6 2 1|+3./0 1 0 0 0] |=
-1 1 20 0 8 21 3 2 000 010
** Calcula la matriz A en los siguientes casos
4 1 -1 2 10
a)A=7.|5 2|-6.|| 3 1|-3.|]0 1
-3 5 4 7 10
1 -5 -6 6 3 100 -6 0 3
b)A-2.231:33 50 1 0[-2.]1 0 2
4 5 3 4 3 001 -1 -1 0

[EEN

c) 14.A:3-K; :Z : J ((1) i g 11H (7 1 oJ

- Producto de matrices. Potencias

Nota.- Para poder multiplicar las matrices A y B en el orden A.B el numero de columnas
de A tiene que coincidir con el numero de filas de B, y la matriz resultante del producto
tiene por orden filas de la 12 matriz, columnas de la 22 matriz, es decir Amxn-Bnxp=Cmxp-
Def.- Dadas las matrices Amxn=(ai) Y Bnxp=(Djj), se define su producto A-B como la matriz
Cmxp=(Cij) con cj=ai b+ aipby+ aizbsi+......+ ainby, €s decir para obtener el elemento c;;
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del producto se multiplica término a término los elementos de la fila i de la matriz A por los
elementos de la columna j de la matriz B y se suman.

1
** @ (1) 3 0|, como la 12 es de orden 2x3 y la 22 de orden 3x1 podemos multiplicarlas y
2

1
. (3 0 1 3x1+0x0+1x2 5
el producto es de orden 2x1, es decir o= =
2 15 2x1+1x0+5x2 ) |12

i (i g),(g _31 —sz’ como la 12 es de orden 2x2 y la 22 de orden 2x3 podemos

multiplicarlas y el producto es de orden 2x3, es decir
2 0) (4 -1 2)_(2x4+0x0 2x(-1)+0x3 2x2+0x(-2))_(8 -2 4
1 5)l0 3 -2 Ix4+5x0  1Ix(-1)+5x3 1x2+5x(-2) 4 14 -8

* @J .(4 -2), como la 12 es de orden 2x1 y la 22 de orden 1x2 podemos multiplicarlas y el

producto es de orden 2x2, es decir (3] (4 —2):(3)(4 SX(_Z)j:(lz _6j
5 5x4 5x(-2)) (20 -10

2
** (2 5 -7).]1|, como la 12 es de orden 1x3 y la 22 de orden 3x1 podemos multiplicarlas y
3

2
el producto es de orden 1x1, es decir (2 5 -7).|1|=(2x2+5x1+(-7)x3 )=(-12 ) que es un
3
namero.
Propiedades del producto de matrices (suponiendo que se pueda multiplicar)
1) Asociativa A-(B-C)=(A-B)-C
2) Distributiva A-(B+C)= A-B+A-C y (A+B)-C= A-C+B.C
3) Elemento unidad por la derechay por la izquierda |-A=A y A=A
Nota.- | coincide con I’ solamente si la matriz A es cuadrada. La matriz | es la matriz iden-
tidad
4) (A-B)'=B"A'
5) No verifica la propiedad conmutativa es decir A-B#B-A en general
2
** A=(2 5 -7) y B=|1|. Si hacemos A-B nos sale una matriz 1x1, y si hacemos B-A nos
3

sale una matriz 3x3 que son distintas.
6) No verifica la propiedad simplificativa es decir de A-B=A-C no podemos afirmar que
B=C.

**A:(l ZJ,B:(l ‘1ij:[3 3];A.B:[5 5J;A.C:(5 5]yB¢c
2 4 2 3 11 10 10 10 10

Nota.- No se verifican las igualdades (A+B)?*=A*+2AB+B?, pues en general AB=BA. Tam-
poco se verifica en general (A-B)(A+B)=A? — B2, por la misma razén de antes.

7) El producto de dos matrices puede ser la matriz nula O sin que lo sean ninguna de las
dos es decir puede ser A-B=0 con A0 y B=O , siendo O la matiz nula. (Se suele decir
que el producto de matrices es singular no regular)

(1 1) (1 -1
el a)ye )
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** Resolver el sistema {5X+3Y =Acon A:( 2 Oj y B:[l _glj. Calcula después X?+Y?,

3X+2Y =B -4 15 2

Def.- En el conjunto de las matrices cuadradas podemos definir las potencias de una ma-
triz de la siguiente forma:

A=A-A

A=A-A-A

= Calcula A%, A% y A'® con A=

o o o o
[ N

1
1
0
0

o O O -

** Calcula A%, A3, .. A" con A=

VR
N
bR

n-1 n-1
. Sale A”:@M ;j

n(n+1)
111 1 n—
= Calcula A%, A%, .. A"con A=|0 1 1|.SaleA"=|0 1 n
001 00 1
0 3 4
** (Selectividad). Comprueba que A®+ I3 = O3, con A=| 1 -4 -5|. Con la igualdad anterior
-1 3 4

calcula A*®, A
Def.- Una matriz A es ortogonal sii A.A' = I.

00 -1

** Comprueba que A=|1 0 0 |, es ortogonal.
010
110

** ComprobarsiA=|1 -1 1 | es ortogonal.
10 -1

Propiedades de la trasposicion de matrices

a) (AY'=A

b) (A+B)'=A+B

c) (k-A)'=k-A'

d) (A-B)'=B"A

Matriz inversa

Nota.- Las matrices inversas solo existen para las matrices cuadradas.

Def.- Dada una matriz cuadrada A de orden n, si existe otra matriz cuadrada de orden n B
tal que AB=BA=lI, siendo | la matriz identidad de orden n se dice que la matriz A es regular
o inversible, y a la matriz B se le llama matriz inversa de A y se escribe A™. Es decir
AAT=ATA =

Def.- Si una matriz cuadrada no admite inversa, es decir no es regular se dice que es sin-
gular.

Teorema.- La matriz inversa de una matriz cuadrada A si existe es Unica.

Propiedades

1) (AY ! =A

2) (A-B)t=B*A"

3) (A)'=(A™)
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4).- Una matriz cuadrada A decimos que es ortogonal sii su traspuesta coincide con su
inversa, es decir A'= A,

Calculo de la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

Nota.- Para calcular la inversa de la matriz A por este método se pone a la derecha de la
matriz A la matriz identidad del mismo orden en la forma (A, | I ), y le aplicamos las
transformaciones elementales por filas entre matrices hasta obtener (I, | Bn ). Si lo conse-
guimos la matriz B es la inversa de la matriz A. Si al hacer este proceso alguna de las filas
de la matriz A se anula, la matriz A no tiene inversa y es una matriz singular.
Nota.-Recuerdo que las transformaciones elementales por filas entre las matrices eran:
(a) Cambiar de orden las filas de la matriz.

(b) Multiplicar una fila de una matriz por un namero distinto de cero.

(c) Suprimir una fila que sea combinacion lineal de las demas.

(d) Suprimir una fila de ceros.

(e) Sustituir una fila por la suma de ella mas otra multiplicada por un nimero cualquiera

(f) Sustituir una fila por una combinacion lineal de ella y de las restantes, siempre que el
coeficiente multiplicador de la fila sustituida sea un numero distinto de cero.

N -1 2
** Calcula la matriz inversa de A:[ 3 1]

-1 21 0 13(—1)_> 1 -2|-1 0) Notoco IR 1 -2-1 0 Notoco_)
3 10 1 3 1|0 1)22+13-3) 0 7(3 1) 2%(7)
1 -2|-1 0 )12+232) - -1 2 4 (U7 217
—, luego la matriz inversa de A= esA = .
0 1|3/7 1/7)Notoco 3 1 37 17
También se pude calcular utilizando la férmula A™ :ﬁ.Adj(At), si se conocen los
determinantes
41 / 5 5 2 7 -3 92 -1
** Calcula la matriz inversa de A=( ]es {(14 1 H,B: 4 2 6les||-6 8 -1f|,
0 2 0 112
2 36 4 -11/2 1
1 00 10 O
C=|0 1 O|es||O 1 O
0 0 4 0 0 1/4

Nota.- También se pude calcular utilizando la férmula A :ﬁ.Adj(At), si se conocen los

determinantes. Desde hace dos afios (2009-2010) los alumnos de la Comunidad
Autébnoma Andaluza no tienen necesidad de conocer los determinantes en las
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II.

Vamos a realizarlo con una matriz de orden 2x2

a b

d) tiene inversa si su determinarte |A| = ab
Cc

La matriz A = ( . d‘: a.d — b.c (producto de los

elementos de la diagonal principal menos producto de los elementos de la diagonal

secundaria) es distinto de cero, la matriz inversa es A* =|—il.Adj(A‘), donde |A| es el
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determinante de A, A' es su matriz traspuesta (cambiar filas por columnas) y Adj(A") es la
matriz adjunta de la traspuesta.

En el caso de una matriz cuadrada de orden 2x2 indico las diferentes matrices.

A= (a b];At: (a C];Adj(At):[OI 'bj;yla inversa es AT=_1 Adj(a)= i.(d 'b]
c d b d a |A| [Al \-c a

4 1
** Inversa de A= )
0 2

Como |A| = 4.2 — 1.0 = 8 # 0, existe su matriz inversa que es A" :l—il.Adj(At).

4 1\ , (40 (2 1) (2 -1 .
A= A= ; Adj(A) = = y la inversa es
0 2 1 2 -0 4)\0 4

2 -1 1/4 -1
A‘lzi.Aolj(A‘):1 (Y /8 .
|Al 80 4 0 1/2

Nota.- Ya es necesario utilizar matrices y grafos, aunque no haya puesto nada en estas
notas.
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Sistemas de ecuaciones lineales

Def.- Se llama sistema lineal de “m” ecuaciones con “n” incognitas a toda expresion del

tipo
a11Xy + 815Xy + .8y X, = by
(I) 6121X1 +a22X2 +..... aZan =D
Am1Xy + 8o Xo +o@ynXp = by
en donde Xi, Xz, ...., Xn SON las incognitas, los numeros reales a; con {%f'lif]‘ son los

coeficientes de las incognitas y los ndmeros b;j con 1 < i < m son los términos
independientes.

Nota.- La matriz asociada al sistema

a a a,, |b
11 12 1n |M1
a11Xq + 815Xy + .8y X, = by b
(I) 621X1+322X2 B aZan =Us es a21 a22 a2n 2
T S B R R
mi”l m2”°2 mn”n m A A an, bm

Def.- Una solucion del sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas (I), es una n-tupla
(n nimeros ordenados) (a1, a2, .......... , o) que al sustituirla respectivamente por Xi, Xz,
...., Xn, hacen ciertas todas las ecuaciones del sistema lineal (I), es decir verifica

Aq10q +a10, +....850, =Dy

Ap101 +89005 +.....85,0, =D
Def.- Resolver un sistema es averiguar si tiene 0 no soluciones, y en caso afirmativo de-
terminarlas todas.
Def.- Un sistema se dice que es compatible sii admite al menos una solucién, por el con-
trario se dice que es incompatible si no admite ninguna solucion. Un sistema compatible
(tiene solucion) se dice que es determinado sii tiene solucién Unica, y un sistema compati-
ble se dice que es indeterminado sii admite infinitas soluciones ( dependen de un nimero
o de varios numeros llamados parametros).
Def.- Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas decimos que es homogéneo Ssii
todos los términos independientes son cero, es decir es una expresion del tipo

a11X1 +815X5 +....8, X,

821X1 + 822X2 +..... aann =

Nota.-Cualquier sistema homogéneo es siempre compatible, pues por lo menos tiene

n veces

siempre la solucion trivial (0,0,0......... ,0).
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llamaremos diagonal principal del sistema a la linea que une los coeficientes que tienen
los subindices iguales a1, az,...., aij, etc.

Andlogamente se Illama diagonal principal de la matriz asociada al sistema

;1 8412 ... Az |bg
a a .. a,,|b . Arii

2 “2 21721 alalinea que une los términos ai1, az,...., aj, etc.
a a a., b

X -y +z =0
** Matriz asociada al sistema {2x -3y +4z = 6
X -y +z =1

1 -1 12

** Qi ; . 0 31
Sistema correspondiente a la matriz 4 2k

0 5 1|2

Sistemas equivalentes

Def.- Dos sistemas de ecuaciones lineales con el mismo numero de incognitas, aunque
tengan distinto nUmero de ecuaciones, se dice que son equivalentes sii tienen las mismas
soluciones, es decir cada solucion de uno lo es del otro y reciprocamente

y=-3

X-y=
** E| sistema {2x+y=6 es equivalente al sistema {’2‘);2[:'_36, porque tienen la misma
4x - dy = -12 y=

solucion (x,y)=(1,4) (comprobarlo).

Teorema.- Dado un sistema lineal, las siguientes transformaciones realizadas en él dan
lugar a otro sistema lineal equivalente a él (es decir tiene las mismas soluciones):

(a) Cambiar de orden las ecuaciones del sistema.

(b) Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un numero distinto de cero.

(c) Suprimir una ecuacion del sistema que sea combinacion lineal de las demas ( que se
obtenga a partir de las demas multipiclandolas por ciertos nimeros y sumandolas),

(d) Sustituir una ecuacion por la suma de ella mas otra ecuacién multiplicada por un nu-
mero cualquiera.

(e) Sustituir una ecuaciéon del sistema por una combinacién lineal de ella y de las restan-
tes siempre que el coeficiente de la ecuacion sustituida sea distinto de cero.
Consecuencia.- Cada una de las transformaciones anteriores que dan lugar a sistema li-

neales equivalentes, determina una transformacion en la matriz asociada al sistema lineal.
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Las transformaciones que podemos utilizar en las matrices asociadas para dar lugar a
sistemas equivalentes son las siguientes:

(a) Cambiar de orden las filas de la matriz.

(b) Multiplicar una fila de una matriz por un namero distinto de cero.

(c) Suprimir una fila que sea combinacion lineal de las demas.

(d) Suprimir una fila de ceros.

(e) Sustituir una fila por la suma de ella mas otra multiplicada por un nimero cualquiera

(f) Sustituir una fila por una combinacion lineal de ella y de las restantes, siempre que el
coeficiente multiplicador de la fila sustituida sea un numero distinto de cero.

Nota.- Estas transformaciones entre las matrices son muy importantes, pues las utilizare-
mos para resolver sistemas de ecuaciones, calcular el rango de un conjunto de vectores,

el rango de una matriz. Calcular determinantes etc..

Resolucién de sistemas. Método de Gauss (Gauss-Jordan)

Nota.- Recuerdo que resolver un sistema es determinar si tiene o no solucion y en caso
afirmativo determinar todas las soluciones.

Def.- Un sistema lineal de ecuaciones se dice que es escalonado si el primer elemento no
nulo de cada fila, llamado cabecera de la fila esta mas a la derecha del primer elemento
no nulo de la fila anterior.

Def.- Analogamente un sistema es triangulado (n=m) si todos los coeficientes que hay por
debajo de la diagonal principal (linea que une los términos ais, azy,...., i, ) SON Cero, es
decir cada una de las ecuaciones tiene una incognita menos que la anterior, por tanto

tiene la forma:

a1Xy + aipXz + a13X3 + a1aXs = by
Q22X + A23X3 + A24Xs = b2
azsX3 + azsX4 = b3
Nota.- En la practica en vez de utilizar las incégnitas X1, X2, X3, .. Xn, Utilizaremos las
usuales x, y, z, t etc..
Nota.- La resolucion de un sistema escalonado es tremendamente sencilla. De la ultima
ecuacion despejamos la incognita que haya, con ese valor de esa incognita entramos en
la ecuacion anterior y obtenemos el valor de la siguiente incégnita. Con los dos valores de
las dos incognita que ya tenemos entramos en la otra ecuacion y obtenemos el valor de
otra incognita. Seguimos asi hasta que terminemos. Veamoslo con un ejemplo:

** Resolver el sistema
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x+2y+3z+ t=1
4y-5z+6t=2
2z+6t=5
2t=6
De la dltima ecuacion tenemos 2t=6, de donde t=6/2=3. Entramos con este valor de t en la
ecuacion anterior y tenemos 2z+6.(3)=5, operando y despejando resulta z=(- 13)/2.
Con t=3, y z=-13/2 entramos en  4y-5z+6t=2, y tenemos 4y-5(-13/2)+6(3)=2. Operando y despejando
obtenemos y=-97/8.
Con t=3, z= -13/2, y= -97/8 entramos en x+2y+3z+ t=1 y tenemos x+2( -97/8) +3( -13/2)
+(3)=1. Operando y despejando obtenemos x=163/4.
La solucion del sistema es (x,y,z,t)=(163/4, -97/8, -13/2,3)

Def.- EI método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales consiste en
transformar el sistema dado por otro equivalente que sea escalonado, utilizando para ello
las transformaciones que dan lugar a sistemas equivalentes.

Nota.- En la “practica para conseguir un sistema escalonado buscaremos una ecuacion
gue tenga como coeficiente de la “x” un 1 o un -1, sino lo fabricamos. Cuando se tenga se
pueden hacer cero todas la “x” de las restantes ecuaciones que se encuentren debajo de
la primera. Una vez hecho esto dejamos esta 12 ecuacién quieta y con las restantes bus-
camos otra que tenga como coeficiente de “y” un 1 o un —1, sino lo fabricamos. Una vez
gue lo tengamos podemos hacer cero todas la “y” que se encuentran debajo de la 22
ecuacion. Se sigue este proceso hasta que se termine.

En realidad todo esto se hace con la matriz asociada al sistema.

Resumiendo.- Al aplicar el sistema de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones li-
neales nos puede quedar en el sistema escalonado lo siguiente:

(a) Tantas ecuaciones validas como incognitas. En este caso el sistema tiene solucion
Unica y es un sistema compatible y determinado..

(b) Mas incégnitas que ecuaciones. En la ultima ecuacién se pasan las incognitas so-
brantes al 2° miembro, cada una de estas incognitas sobrantes se les dara un valor de un
parametro. En este caso el sistema tiene infinitas soluciones y depende de los parametros
(incégnitas que hemos pasado al 2° miembro) se dice que el sistema es un sistema
compatible e indeterminado..

(c) Puede aparecernos una ecuacion de la forma 0.x;=k=0, lo cual es un absurdo, en este
caso el sistema no tiene solucién y se dice que es un sistema incompatible.

Veamoslo con ejemplos:
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X -y -2z = -1
** Resolver el sistema {2x -3y +4z = 4 .Pasamos ala matriz asociada
5x -y +3z = 16

1 -1 -2|-1) Nosetoca 1 -1 -2-1)Nosetoca 1 -1 -2)-1
Matriz asociada |2 -3 4 (4 [22+1*.(-2)> |0 -1 8|6 |[Nosetoca »|0 -1 86

5 -1 3[16/3*+1%-(-5) |0 4 13|21)3%+2%.(4) |0 O 45|45
Es decir la fila que se multiplica no se toca

Ya tenemos la matriz escalonada, pasamos al sistema escalonado equivalente

X -y -2z = -1
-y +8z = 6 ,dedonde de la ultima ecuacion z=1, entramos en la anterior y obtene-
45z = 45

mos -y+8(1)=6, de donde y=2. Con z=1 e y=2 entramos en x-y-2z=-1, obtenemos x-2-2=-
1 de donde x=3, y la solucion del sistema es (X,y,2)=(3,2,1).
Como la solucién es Unica es un sistema compatible y determinado.

X -2y +z = 3
** Resolver el sistema {-x +y -2z = 1 .Pasamos a la matriz asociada
2x -3y +z 2

1 -2 1|3)Nosetoca 1 -2 1{3 |Nosetoca 1 -2 13
Matriz asociada |-1 1 -2|1|2°+1*-(1) -»|0 -1 -1/4 |Nosetoca —»|0 -1 -1l4
2 -3 112)3*+1*(-2) (0 1 -1]-4)3*+2%.(1) (0 O -2/

Ya tenemos la matriz escalonada, pasamos al sistema escalonado equivalente

X -2y +z 3
-y -z 4, de donde resolviéndolo obtenemos z=0, y=-4 y x=-5.
-2z = 0

La solucion del sistema es (x,y,z)=(-5,-4,0), como la solucion es Unica, tenemos un sis-

tema compatible y determinado .

X -y 43z = 4 1 -1 3|4 ) Nosetoca
** Resolver el sistema {2x -y -z = 6 .Matrizasociada |2 -1 -1/6 |2% +1*(-2) »>
3x -2y +2z = 10 3 -2 210/3*+1%-(-3)

1 -1 3|4 ) Nosetoca 1 -1 3|4
—|0 1 -7]-2|Nosetoca - |0 1 -7|-2|. Como la tercera fila es de ceros desaparece y
0 1 -7}-2)3*+2%.(-1) (0 0 O0]0

el sistema asociado es X'y+32_:4. Como tenemos dos ecuaciones solo hay dos incégni-
y-7z=-2

tas principales la “x” y la “y”, la “z” la pasamos al otro miembro y le damos el valor de un
parametro, es decir hacemos z=A, con lo cual nos queda y= - 2+7A, y entrando en la 12
ecuaciéon y operando obtenemos x=2+4A. Por tanto la solucion del sistema es

(x,y,2)=(2+4A,- 2+7X1,A) con AeR (A namero real).
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Es un sistema que tiene infinitas soluciones que dependen del parametro A, y es un sis-

tema compatible e indeterminado (depende de un parametro).

** Resolver el sistema {“y'z*t:ﬁ 1+ Matriz asociada {

1 1 -1 1|6 \Nosetoca
-X+3y-2z+2t=-

%
~1 3 -2 2|-1) 2a+12(1)

11 -1 16) o : X+ y-Z+t=6
—>(0 4 3 3‘5J.Slstema asomado{ ay-3743t—5"

Como tenemos dos ecuaciones solo hay dos incognitas principales la “x” y la “y”, la “z" y la

“t” las pasamos al otro miembro y le damos valores de parametros, es decir hacemos z=A\

y t=p, con lo cual entrando en la 22 ecuacion y operando obtenemos yzw. Si ahora

entramos con los valores de t, z e y en la 12 ecuacion y despejamos la “x” obtenemos

_19+1-u

X , por tanto las soluciones del sistema son

(x,y,z,0)=( 19+j"”,5+3i"3”, A, ) con A, u € R (A y pn nameros reales). Es decir las

soluciones dependen de dos parametros y tiene infinitas soluciones. Es un sistema

compatible e indeterminado (doblemente, porque depende de dos parametros)

; 2x-y+32=6 ; : 2 -1 Cambio 12
** Resolver el sistema {4x-2y+6z=9. Matriz asociada |4 -2 6|9 porze
X-y+z=3 1 -1 13
1 -1 1|3\Nosetoca 1 -1 1|3 _ 1 -1 1|3 ) Notoco 1 -1 1|3
4 -2 6/9|22+12(-4) > |0 2 2|-3 gj‘m'gaa 0 1 1]-2| Notoco —» |0 1 1}-2|. Sistema
2 -1 3|6)32+12(-2) 0 1 1}2 0 2 2|-3J32422(-2) (0 0 0|1
. X-y+z=3 - . .
asociadoy ‘y+z=-2. Como vemos la ultima ecuacion es absurda, por tanto el sistema no
0=1

tiene solucion y es un sistema incompatible.

** Resolver el sistema {gx‘fgyﬂf;jg Como es un sistema homogéneo siempre tiene la

solucion trivial
(x,y,2)=(0,0,0). Pero no es esta la que buscamos

-3 2

. . 1
Matriz asociada
2 -5 1

0) (1 -3 210} .. . _ _ .
> . Sistema asociado {X 3y+22=0 pandole el
0 0 1 -3 y-3z=0

valor z=\, obtenemos entrando en la 22 ecuacion y=3A, y entrando en la 12 ecuacion
x=7\. Por tanto la soluciéon del sistema es (x,y,z)=(7Xx, 3x, A) con L € R (A namero real).
Tiene infinitas soluciones que dependen de un parametroy es un sistema compatible e

indeterminado.
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