Experimentos aleatorios. Espacio muestral

Def.- Un fendmeno o experimento decimos que es determinista si podemos conocer su
resultado antes de ser realizado.

¢ ¢ Si dejamos caer un objeto desde cierta altura por efecto de la gravedad llegara al
suelo. No hace falta hacer el experimento para saber lo que va a ocurrir.

4 ¢ Si nos cortamos con un cuchillo pelando patatas nos saldr4 sangre. No hace falta
hacer falta cortarse para saber que nos saldra sangre.

Def.- Un fendmeno o experimento decimos que es aleatorio si no podemos conocer su
resultado antes de ser realizado, aungue se realice siempre con las mismas condiciones.
¢ ¢ Tiempo de duracion de una lavadora. No lo sabremos hasta que se estropee

4 ¢ NUumero que veremos en la cara superior de un dado cubico (no trucado) al lanzarlo.
Hasta no lancemos el dado no sabremos que numero sale.

¢ ¢ Carta obtenida al sacar una carta de una baraja espafiola (baraja no trucada). Hasta

gue no saguemos la carta no sabremos cual es.

Nota.- La probabilidad se dedica al estudio de los fenbmenos o experimentos aleatorios.
Def.- El Espacio muestral es el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento. Lo denominaremos por la letra E.

¢ ¢ Experimento lanzar un dado cubico y observar que namero aparece.

Llamamos “i” a salir el numero “i” al lanzar el dado.

E={1,2,3,4,5,6}

Nota.- las llaves { } indican conjunto, y lo que ha dentro son sus elementos.

¢ ¢ Experimento lanzar una moneda y observar que se obtiene. Excluimos el que quede
de canto

Llamamos “C” a salir el “cara”, y “X” a salir el nUumero “cruz” al lanzar la moneda.

E={CX}

¢ ¢ Experimento lanzar dos monedas y observar que se obtiene. Excluimos el que quede
de canto

Llamamos “C” a salir el “cara”, y “X” a salir el namero “cruz” al lanzar cada moneda.

E = {CC,CX,XC,XX}

Nota.- El lanzar dos monedas se puede considerar como el lanzar una sola moneda dos
veces.

Sucesos

Def.- A todos los subconjuntos del espacio muestral E de un experimento aleatorio se les
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llama sucesos.

Nota.- Para designar cualquier suceso, también llamado suceso aleatorio, de un
experimento aleatorio utilizaremos letras mayusculas.

¢ ¢ Experimento lanzar un dado cubico y observar que niamero aparece.

E=1{1,2,3,4,5,6}

A = salir n° par ={2,4,6}

B = salir n® multiplo de 3 = {3,6}

C = salir n°® mayor o igual de 4 = {4,5,6}

4 ¢ Experimento lanzar dos monedas y observar que se obtiene. Excluimos el que quede
de canto.

E = {CC,CX,XC,XX}

A = salir dos caras = {C,C}

B = no salir ninguna cara = {X,X}

C = salir n°® mayor o igual de 4 = {4,5,6}

+ ¢ Experimento lanzar dos monedas y observar que se obtiene. Excluimos el que quede
Def.- Al conjunto de todos los sucesos que ocurren en un experimento aleatorio se le
llama espacio de sucesos y se designa por S

Tipos de sucesos

Para todas las definiciones suponemos: Experimento lanzar un dado cubico y observar
gue numero aparece. Sabemos que su espacio muestral es E ={1,2,3,4,5,6}

Def.- Sucesos elementales son los todos resultados individuales del experimento
aleatorio.

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos los sucesos elementales {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}

Def.- Sucesos compuestos son los que estan formados por dos o mas resultados del
experimento; es decir, por dos 0 mas sucesos elementales.

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos los sucesos compuestos A ={1,4}, B = {1,4,6}.

Def.- Suceso seguro es el que se verifica siempre al realizar el experimento aleatorio.
Coincide con el espacio muestral E.

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos el suceso seguro E ={1,2,3,4,5,6}.

Def.- Suceso imposible es el que no se verifica nunca. Se representa por ®.

¢¢ De E = {1,2,3,4,5,6} tenemos el suceso imposible @ = {salir cara}. El salir cara no
tiene nada que ver con el experimento lanzar un dado con espacio muestral
E={1,2,3,4,5,6}

Nota.- Se demuestra que si el espacio muestral E, de un experimento aleatorio, tiene n

elementos, entonces dicho experimento tiene 2" sucesos.
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¢ ¢ En el experimento aleatorio de lanzar una moneda al aire hemos visto que el espacio
muestral es: E= {C, X}. Vemos que hay dos elementos .

Todos los posibles sucesos de dicho experimento es el conjunto {{®}, {C}, {X}, {E}}, es
decir esta formado por el suceso imposible, el suceso seguro y los sucesos caray cruz.
Operaciones con sucesos

Nota.- Suponemos que se ha realizado un experimento aleatorio y asociado a él hay un
espacio muestral E. Todos los sucesos A, B, C, etc.. de las definiciones siguientes
pertenecen al espacio muestral E.

Para todas las operaciones suponemos: Experimento lanzar un dado cubico y observar

gue numero aparece. Sabemos que su espacio muestral es E ={1,2,3,4,5,6}

Def.- Si tenemos dos sucesos A y B de un mismo experimento aleatorio, llamamos
suceso union de A y B al suceso que se realiza cuando lo hacen A 6 B ( se hace A, se
hace B o los dos a la vez). Se representa por A U B.

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos los sucesos compuestos A ={1,2,4}, B = {1,4,6}.

A U B ={1,2,4,6}. Se ponen primero todos los elementos de A y después se afiaden los
de B que no se encuentren ya puestos.

Recordamos que en un conjunto no se pueden repetir los elementos y no hay orden en la
forma de colocar los elementos.,

Def.- Si tenemos dos sucesos A y B de un mismo experimento aleatorio, llamamos
suceso interseccion de A y B al suceso que se realiza cuando lo hacen a la vez Ay B.
Se representa por A N B.

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos los sucesos compuestos A ={1,2,4}, B = {1,4,6}.

A n B ={1,4}. Se ponen los elementos que estan a lavez en Ay en B.

Nota.- A veces que la A n B = @, que es el suceso imposible, en este caso decimos que
los sucesos A y B son incompatibles. Cuando A n B # @, decimos que A y B son
compatibles.

Def.- Para un suceso cualquiera A de un experimento aleatorio, llamamos suceso
contrario del A, y se escribe A%, al suceso que se verifica cuando no se verifica el A y
reciprocamente.

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos los sucesos compuestos A ={1,2,4}, B = {1,4,6}.

A® = {3,5,6}. Los que estan en E y no estan en A.

B® = {2,3,5}. Los que estan en E y no estan en B.
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Nota.- Las propiedades mas significativas de los sucesos contrarios son

1.- AUA® =E 2.- ANA° =D 3-E°=d 4.- d° =E

Def.- Llamamos suceso diferencia, que se escribe A — B, como el suceso que se verifica
cuando se verifica el A y no el B, es decir A — B = AnB®. Analogamente se define
B-A=Bn A"

¢ ¢ De E ={1,2,3,4,5,6} tenemos los sucesos compuestos A ={1,2,4}, B = {1,4,6}.

A — B ={2}. A los elementos de A les quitamos los que haya repetidos en B.

B — A = {6}. A los elementos de B les quitamos los que haya repetidos en A.

Nota.- Estas operaciones union, interseccion y complementacion (contrario) verifican las

siguientes propiedades:

UNION INTERSECCION
1. Conmutativa AUB=BUA AnB=BnA
2. Asociativa AUBUC)=(AUB)UC ANn(BNC)=(AnB)NC
3. I[dempotente AUA-=A ANnA=A
4. Simplificacion AU BN A)=A ANn(BUA=A
5. Distributiva AU(BNC)= (AU B) n (AUC) AN (BU C) =(AnB)U(ANC)
6. Elementos neutros AUD=A ANnE=A
7. Absorcion AUE=E AnNnd=0o
8. Leyes de Morgan (AUB)® = A® n B (ANB)® = A® U B®

Las leyes de Morgan son importantisimas y se utilizaran para calcular probabilidades.

¢eTenemos una urna con nueve bolas numeradas del 1 al 10. Realizamos el
experimento, sacar una bola de la urna, anotar el nimero y devolverla a la urna.
Consideramos los siguientes sucesos. A = {salir un numero primo} y B = {salir un nimero
par}.
a ) Calcula los sucesos AU By A N B.
b) Los sucesos Ay B, ¢son compatibles o incompatibles?
¢) Encuentra los sucesos contrarios de Ay B.
sol
El espacio muestral es E ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Los sucesos Ay B son A={2,3,57}y B ={2,4,6,8,10}, a partir de ellos, tenemos.
a) AUB ={2,3,5,7,4,6,8,10) y ANB ={2}

b) Al ser AnB = {2}, los sucesos A y B son compatibles.
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c) El suceso contrario de A = {2,3,5,7} es A°={1,4,6,8,9,10}
El suceso contrario de B = {2,4,6,8,10} es B® = {1,3,5,7,8,9}
Probabilidad

Nota.- El concepto de probabilidad admite varias definiciones.

Definicién de Probabilidad de Laplace. Si todos los sucesos elementales de un espacio
muestral E, asociado a un experimento aleatorio son equiprobables (tienen la misma
posibilidad de ocurrir), se define la probabilidad de un suceso A, que se escribe p(A),
como el nimero que resulta de dividir el numero de casos favorables a que ocurra el
suceso A entre el numero total de casos posibles al realizar el experimento, es decir

p(A) = n° casosfavorablesaqueocurra A
n° casosposibles de E

¢ eTenemos una urna con nueve bolas numeradas del 1 al 10. Realizamos el
experimento, sacar una bola de la urna, anotar el nidmero y devolverla a la urna.
Consideramos los siguientes sucesos. A = {salir un numero primo} y B = {salir un nimero
par}.

a ) Calcula los p(A) y p(B).

b) Calcula los p(AUB) y p(AnB).

Sol.

E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};

A=1{2,3,57}; B={2,4,6,8,10}; AUB ={2,3,5,7,4,6,8,10) y A~B = {2}.

a) y b)

o
p(A) = n casosfavorable_saqueocurraA — 4/10 = 2/5
n° casosposibles de E

o
p(B) = n casosfavorable_saqueocurraB - 5/10 = 1/2
n° casosposibles de E

o
p(AUB) = n casosfavorablesgqueocurraAuB =8/10 = 4/5
n° casosposibles de E

o
P(ANB) = n casosfavorablesgqueocurraAmB = 1/10.
n° casosposibles de E

4 ¢ Lanzamos una moneda.

a) Calcula la probabilidad de salir cara.

b) Calcula la probabilidad de salir cruz

Sol.

a) y b) SeaC el suceso salir cara, X el suceso salir cruz. Sabemos que E = {C,X}

o
p(C) = n casosfavorable'saqueocurraC = 1/2
n° casosposibles de E
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(o]
p(X) = n casosfavorable§aqueocurraX = 1/2
n° casosposibles de E

¢ ¢ Lanzamos dos monedas.

a) Calcula la probabilidad de salir dos caras.

b) Calcula la probabilidad de salir alguna cara.

b) Calcula la probabilidad de salir dos cruces.

Sol.

a) y b) Sea A el suceso salir dos caras, B el suceso salir al menos una cara y C el
suceso salir dos cruces.

Sabemos que E = {CC,CX,XC,XX}; A ={CC}; B = {CC,CX,XC}; C ={ XX}

(o]
p(A) = n Casosfavorable.saqueocurraA = 1/4
n° casosposibles de E

o
p(B) = n casosfavorable_saqueocurraB = 4/4
n° casosposibles de E

(o]
p(C) = n casosfavorable_saqueocurraC - 1/4
n° casosposibles de E

Nota.- Como ya dijimos antes el lanzar dos dados se puede considerar como el lanzar u
dado dos veces.

Se demuestra que el numero de casos posibles al realizar un experimento varias veces es
igual al n® de casos posibles del experimento individual multiplicado por si mismo tantas
veces como se realice el experimento.

¢ ¢Lanzo una moneda, n° de casos favorables = 2. NUmero de elementos de E.

¢ ¢Lanzo dos monedas, n° de casos favorables = 2x2 = 4. Numero de elementos de E.

4 ¢ Lanzo tres monedas, n° de casos favorables = 2x2x2 = 8. Numero de elementos de E.
4 ¢ Lanzamos un dado cubico, con las caras numeradas del 1 al 6.

a) Calcula la probabilidad de A = {1, 6}.

b) Calcula la probabilidad de B = n° primo.

b) Calcula la probabilidad de C = salir n® mayor de 2.

Sol.

a) b)y c

Sea A ={1, 6}, B=n°primo ={2,3,5}, C ={2,3,4,5,6}. Sabemos que E ={1,2,3,4,5,6}.

o
p(A) = n casosfavorable_saqueocurraA —2/6 = 1/3
n° casosposibles de E

o
p(B) = n casosfavorable.saqueocurraB = 3/6 = 1/2
n° casosposibles de E
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o
p(C) = n casosfavorable'saqueocurraC - 5/6
n° casosposibles de E

¢ ¢ Lanzamos dos dados cubicos, con las caras numeradas del 1 al 6.

a) Calcula la probabilidad de A = suma de los nUmeros de las caras superiores sea 7.

b) Calcula la probabilidad de B = producto de los niumeros de las caras superiores sea 12.
b) Calcula la probabilidad de C = “suma de los nimeros de las caras superiores sea 7 y el
producto de los numeros de las caras superiores sea 12”.

Sol.

a) b)y ¢

Sabemos que el numero de casos posibles de E es 6x6 = 36 (6 veces de cada dado)
Tenemos A = {1-6;6-1;2-5;5-2;3-4;4-3}, B = {2-6;6-2;3-4;4-3} y C = AnB = {3-4;4-3}.

o
D(A) = n casosfavorable§aqueocurraA - 6/36 = 1/6
n° casosposibles de E

o
p(B) = n casosfavorable'saqueocurraB = 4/36 = 1/9
n° casosposibles de E

(o]
p(C) = n casosfavorable_saqueocurraC — 2/36 = 1/18
n° casosposibles de E

¢ ¢ Sacamos una carta de una baraja espafiola (tiene 40 cartas, 4 palos con 10 cartas
cada una numeradas del 1 al 7 junto con una sota, un caballo y un rey. Los palos son
copas, espadas, oros y bastos. Hay 4 ases (el numero 1), 12 figuras (sotas, caballos y
reyes).

a) Calcula la probabilidad de obtener figura.

b) Calcula la probabilidad de obtener oros.

c¢) Calcula la probabilidad de ases.

d) Calcula la probabilidad de obtener as de oros.

Sol.

a) b) c) y d

Sabemos que el numero de casos posibles de E es 40.

Llamamos A = obtener figura, B = obtener oros, C = obtener ases, D = obtener as de oros.
Sabemos que el numero de casos posibles de A es 12. (hay 12 figuras, 3 por palo)
Sabemos que el nimero de casos posibles de B es 10. (cada palo tiene 10 cartas)
Sabemos que el numero de casos posibles de C es 4. (La baraja tiene 4 unos)

Sabemos que el numero de casos posibles de D es 1. (s6lo hay un as de oros)

o
p(A) = n casosfavorable_saqueocurraA = 12/40 = 3/10
n° casosposibles de E
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o
p(B) = n casosfavorable.saqueocurraB = 10/40 = 1/4
n° casosposibles de E

(o]
p(C) = n casosfavorable_saqueocurraC — 4/40 = 1/10
n° casosposibles de E

(o]
p(D) = n casosfavorable.saqueocurraD = 1/40
n° casosposibles de E

Definicion Axioméatica de Probabilidad (Kolmogoroff 1933)

Def.- Sea E el espacio muestral de un cierto experimento aleatorio, A un suceso de E, se
define la probabilidad del suceso A, que se escribe p(A) como un numero real, que
verifica los siguientes axiomas (propiedad que se afirma y no se puede demostrar):
Axioma 1.- La probabilidad del suceso seguro o espacio muestral E es 1, es decir p(E)=1
Axioma 2.- Cualquiera que sea el suceso A, su probabilidad es un niumero entre 0y 1, es
decirOsp(A)=1

Axioma 3.- Si A y B son dos sucesos incompatibles, AnB = ¢, entonces la probabilidad

del suceso union es la suma de las probabilidades de cada uno de los sucesos, es decir
P(AUB) = p(A) + p(B)

¢ ¢, Cual de las siguientes funciones definen una probabilidad en E = {A, B, C}?

a) p(A) =1/4, p(B) = 1/3, p(C) = 1/2 b) p(A) = 2/3, p(B) =-1/3, p(C) = 2/3

c) p(A) = 1/6, p(B) = 1/3, p(C) = 1/2 d) p(A) =0, p(B) = 1/3, p(C) = 2/3

sol

a) p no es una probabilidad, ya que p(E) = p(A) + p(B) + p(C) =1/4 + 1/3 + 1/2 = 13/12 # 1.

b) P no es una probabilidad, al ser P(B) = -1/3 y no cumplir el axioma 2.

c) P es una probabilidad. Puede comprobarse sin dificultad que cumple los tres axiomas.

d) Ocurre la misma circunstancia que en el caso anterior.

Propiedades de la Probabilidad.-

1.- Para sucesos contrarios A 'y A°se cumple p(A°) =1 - p(A)

2.- La probabilidad del suceso imposible ¢ es 0, es decir p(¢) =0

3.- Si Ay B son sucesos compatibles, AnB = ¢ , entonces la probabilidad de la union es
pP(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

¢ ¢ En una determinada fabrica de automoviles, el 6% de los coches tiene defectos en el

motor, el 8% tiene defectos en la carroceria y el 2% tiene defectos en ambos. a) ¢ Cual es

la probabilidad de que un coche tenga al menos un defecto? b) ¢y la probabilidad de que

un coche no sea defectuoso?
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sol

Llamamos A al suceso "el coche tiene defectuoso el motor" y B al suceso "el coche tiene
defectuoso la carroceria”. Los datos que proporciona el enunciado son:

p(A) = 6% = 0,06; p(B) = 8% =0,08 y p(A n B) =2% =0,02

a) Nos piden calcular p(AUB).

Por la formula p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos p(AuB) = 0'06 + 0'08 — 0’02 =
=0,12

b) Se pide calcular la probabilidad del suceso "el coche no posea ningtin defecto” (AUB)® .
Utilizando la propiedad de la propiedad de los sucesos contrarios, tenemos:
Tenemos p(ningln defecto) = p( (AUB)® ) = 1 - p(AUB) = 1 - p(algin defecto) = 1 - 0,12 =
=0,88

Experimentos compuestos. Diagramas de éarbol. Tablas de

contingencia
Def.- Llamamos experimentos compuestos a los formados por varios experimentos
simples gque se efectian consecutivamente.
Nota.- La probabilidad de un suceso elemental de un espacio compuesto puede
calcularse multiplicando las probabilidades de los sucesos elementales que conforman la
experiencia compuesta.
Nota.- Los diagramas de arbol, son una herramienta muy util en la descripcion de los
experimentos compuestos y en el célculo de probabilidades asociadas a estas
experiencias.
Hay que tener en cuenta que la suma de las probabilidades de las ramas que paren de un
mismo nodo vale 1 (p(E) = 1). Si seguimos una rama desde el comienzo hasta el final del
arbol se multiplican las probabilidades que te vas encontrando en cada rama, y por ultimo
si cambiamos de rama tenemos que sumar. (Mas adelante se justificard un poco).
Veamoslo en los siguientes ejemplos.
¢ ¢Dos personas, A y B, organizan el siguiente juego: Tiran un dado tres veces. Si sale
algun 1, gana A. Si no sale ningun 1, gana B. ¢Cual de las dos personas tiene mas
probabilidades de ganar?

sol
Calculamos las probabilidades de ganar de cada una de las personas. Las probabilidades
asociadas a cada una de las tiradas pueden verse en el diagrama de arbol adjunto.
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1/6 Salir 1

ySalirl
e~

/ s No salir 1
Salir 1
\ ysalir 1
1/6 G No salir 1
S5/6~ MNo salir 1
y Salir 1
Salir 1
5/6 ;
\ r),»/ SIS No salir 1
No salir 1 X1 - Salir
;} No salir 1

S/6 No salir 1

La probabilidad de que no salga el nimero 1 al tirar un dado es 5/6, y la probabilidad de
que no salga ningun 1 al tirar el dado tres veces es 5/6 .5/6 .5/6 = (5/6)°.
De esta forma tenemos que:
La probabilidad de que gane B es p(no sale ningln 1) = (5/6)° = 0,5787
La probabilidad de que gane A es p(sale algiin 1) = 1 - (5/6)* = 1 - 0,5787 = 0,4213
Se observa que tiene mas probabilidades de ganar el jugador B.
¢ ¢Una casa tiene dos escaleras. la escalera A tiene 10 pisos, en cuatro de ellos hay
joyas; en la escalera B, cinco pisos tienen joyas y cinco no. Un ladrén entra al azar en una
de las escaleras y luego en uno de los pisos. ¢ Cudl es la probabilidad de que entre en un
piso con joyas?

sol
Teniendo en cuenta el diagrama de arbol con las probabilidades que aparecen en sus

ramas, se obtiene la probabilidad siguiente:

Escalera A <

8/10 ™ Mo joyas

Joyas

510
'_/"-
_'_J"-

~ Escalera B <
—

5/10 ™~ MNo joyas

p(joyas) = p(joyas en escalera A) + p(joyas en escalera B) =1/2-1/4 + 1/2-5/10 = 9/20
=0,45
¢ ¢ Una urna, A, contiene 5 bolas rojas y 3 bolas blancas. Otra urna, B, contiene 2 bolas
blancas y 6 rojas Si se saca una bola de cada urna, ¢cual es la probabilidad de que sean
de igual color?

sol
Procediendo como en el ejemplo anterior, los datos que aparecen en el diagrama de arbol

nos permiten calcular la probabilidad siguiente:
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- Roja B
&8 1
ot

SB - 2/8 ™. Blanca B

. _ RojaB
. 6/8
e T o

SR T
2B T~ Blanca E

P(bolas mismo color) = P(RR o BB) = P(RR) + P(BB) = 5/6-6/8 + 3/8-2/8 = 36/64 = 0,5625

¢ ¢En una casa hay tres llaveros A, B y C, el primero con 5 llaves, el segundo con 7 y el

tercero con 8, de las que sélo una de cada llavero abre la puerta del trastero. Se escoge

al azar un llavero y, de el, una llave para Intentar abrir el trastero. Se pide:

a) ¢, Cual sera la probabilidad de que se acierte con la llave?

b) ¢ Cual serd la probabilidad de que el llavero escogido sea el tercero y la llave no abra?.
sol

Los datos del diagrama de arbol adjunto nos permiten calcular las probabilidades del

enunciado.

- Acierte

nnnnnnnnnnnnn

a) p(acierte) = p(acierte con llavero A)+p(acierte con llavero B)+ p(acierte con llavero C) =
=1/3-1/5 + 1/3-1/7 + 1/3-1/8 =131/840 = 0,1560

b) p(no acierte con llavero C) = 1/3-7/8 =7/24 = 0,2916

Nota.- Las tablas de contingencia son tablas de doble entrada, donde la suma de los
namero en horizontal y vertical dan los totales en horizontal o en vertical. Se puede pasar
de tablas de contingencia a diagramas de arbol y viceversa.

¢ ¢Se ha seguido la pista a 100000 coches utilitarios durante un afio. Estos son de tres
marcas distintas, A, B y C. Unos han tenido averia (Av) y otros no (no Av). Se reparten

segun los datos de la tabla adjunta.

A B C
Av 650 200 150
No Av | 49350 | 19800 | 29850

Calcula: Cual de la tres marcas es mas segura.

sol
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Completamos la tabla con los totales y aplicamos la férmula de Laplace
A B C Totales
Av 650 200 150 1000
No Av | 49350 | 19800 | 29850 | 99000
Totales | 50000 | 20000 | 30000 | 100000

Para ver cudl es la marca mas segura, calculamos la probabilidad de que el coche no se
averie en cada una de las marcas. Obtenemos:

P(no averia en marca A) = 49350/50000= 0,987

P(no averia en marca B) = 19800/20000 = 0,99

P(no averia en marca C) = 29850/30000 = 0,995

Se observa que la marca mas segura es la C .

Probabilidad condicionada

Nota.- A veces, el valor de una probabilidad varia en funcién del conocimiento de
determinadas informaciones relativas a estos sucesos.

Def.- Dado un espacio muestral E, y dos sucesos de E, el Ay el B, con P(A) # 0, se define

la probabilidad del suceso B condicionada al suceso A (esto nos dice que conocemos

p(A) antes de calcular p(B) ), y se escribe p(B/A) como el cociente p(B/A) :%.
Analogamente se define p(A/B) = p(s(;)s) , con p(B) # 0. (recordamos que AnB=BNA)

¢ ¢ Se lanzan dos dados:
a) ¢, Cual es la probabilidad de obtener una suma de puntos igual a 7?
b) Si la suma de puntos ha sido 7, ¢,cudal es la probabilidad de que en alguno de los dados
haya salido un tres?

Sol
Sean los sucesos A, la suma de los puntos es 7 y B, en alguno de los dados ha salido un
tres.
a) Los casos posibles al lanzar dos dados son 6x6 = 36 y los casos favorables al suceso A
son los seis siguientes: {(1-6); (6-1); (2-5); (5-2); (3-4); (4-3); y por tanto, p(A) = 6/36 = 1/6
b) En este caso, el suceso B/A es salir en algun dado 3, si la suma ha sido 7. Observamos
gue esta situacion ocurre en las parejas (3,4) y (4,3). Por tanto, p(B/A) = 2/6 = 1/3
Probabilidad compuesta o del producto
Def.- La expresion p(AnB) = p(A).p(B/A) = p(B).p(A/B) se llama probabilidad compuesta

o del producto.
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Nota.- Esta expresion se utiliza con mas frecuencia, en la resolucién de problemas, que la
gue aparece en la definicion de probabilidad condicionada.
Nota.- Si nos damos cuenta cuando hemos utilizado los diagramas de arbol hemos usado
la probabilidad condicionada y la formula de probabilidad del producto, sin mencionarlo.
Sucesos dependientes e independientes
Def.- Para dos sucesos A y B que pueden provenir de experiencias compuesta, decimos
gue son independientes si verifican que: p(AnB) = p(A).p(B)
Def.- Para dos sucesos A y B que pueden provenir de experiencias compuesta, decimos
gue Ay B son dependientes si se verifica que: p(AnB) = p(A).p(B)
Nota.- Si dos sucesos A y B son independientes, sus sucesos contrarios, A° y B®, también
son independientes.
¢ ¢ Determina si los sucesos A y B son dependientes o independientes, sabiendo que:
P(A) =1/2; p(B) = 1/2y p(AUB) = 3/4

sol
Tenemos que ver si p(AnB) = p(A).p(B).
Para obtener p(AnB), usaremos la féormula p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB). Sustituyendo
tenemos 3/4 = 1/2 + 1/2 - p(AnB), de donde p(AnB) = 1/2 + 1/2 - 3/4 = 1/4.
Como p(A).p(B) = 1/2 .1/2 = 1/4, resulta que p(AnB) = p(A).p(B), y los sucesos Ay B son
independientes.
Nota.- Aunque no se demuestre resulta que p(A-B) = p(AnB®) = p(A) - p(ANB).
Analogamente p(B-A) = p(BNA®) = p(B) - p(ANB).

Resumen de las férmulas para calcular probabilidades.

(Sin utilizar la probabilidad total ni la formula de Bayes):

p(A) = n° casosfavorablesaqueocurra A
n° casosposibles de E

P(E)=1; 0= p(A) £ 1; p(®)=0; p(A°) = 1- p(A); p(AUB) = p(A) + p(B) - p(A N B);

p(B/A) :%; p(A/B) = %; p(ANB) = p(A).p(B/A) = p(B).p(A/B) (probabilidad

del producto); p(A°nB®) = {Morgan} = p(AUB) = {suceso contrario} = 1- p(AUB);
p(A°UB®) = {Morgan} = p(AnB)° = {suceso contrario} = 1- p(AnB); Ay B son in-
dependientes si p(ANB) = p(A).p(B); p(A-B) = p(ANB®) = p(A) - p(ANB) y

P(B-A) = p(BNA®) = p(B) - P(ANB).
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Vamos a realizar un par de problemas de selectividad, donde a veces nos dan los datos y
otras veces los tenemos que obtener nosotros.
Casi nunca hay que utilizar todas las férmulas.

¢ ¢EJERCICIO 3 del Modelo 1 Opcién A de los sobrantes de 2010
De dos sucesos aleatorios A y B del mismo espacio de sucesos se sabe que p(A) = 2/3,
p(B) =3/4 y p(AnB) =5/8. Calcule:
a) (0’75 puntos) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos sucesos.
b) (0’75 puntos) La probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos sucesos.
¢) (1 punto) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.
sol

Datos p(A) = 2/3, p(B) = 3/4 y p(AnB) =5/8
a)
La probabilidad de que se verifique alguno de los dos sucesos.
Me estan pidiendo p(A 6 B) = p(AuUB).
Usamos su férmula p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) = 2/3+3/4-5/8 = 19/24
b)
La probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos sucesos.
Me estan pidiendo p(noA y noB) = p(A°nB°).
Usamos su férmula p(A°~B®) = {Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} =
=1- p(AuB) = 1-19/24 =5/24.
c)
La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.
Me estan pidiendo p(A/B).
Usamos su férmula p(A/B) = PACB) = 578 _ g5q
p(B) 3/4

4 ¢EJERCICIO 3 Modelo 2 Opcion B de los sobrantes de 2010
En un centro de ensefianza secundaria se sabe que el 45% de los alumnos juegan al
fatbol, que el 60% practican atletismo, y que de los que practican atletismo el 50% juegan
al futbol.
a) (0.75 puntos) ¢, Qué porcentaje de alumnos practican ambos deportes?
b) (0.75 puntos) Si se elige al azar un alumno de ese centro, ¢.cudal es la probabilidad de
gue no practique ninguno de estos deportes?
c¢) (1 punto) Si un alumno de ese centro no juega al fatbol, ¢ cual es la probabilidad de que
practique atletismo?

sol

Sean F y A los sucesos “los alumnos juegan a futbol” y “los alumnos practican atletismos”.
De el 45% de los alumnos juegan al fatbol tenemos p(F) = 45% = 0’45
De el 60% de los alumnos practican atletismo tenemos p(A) = 60% = 0’6

De los que practican atletismo el 50% juegan al futbol tenemos p(F/A) = 50% = 0’5
a)

¢, Qué porcentaje de alumnos practican ambos deportes?

Me estan pidiendo p(F y A) = p(FnA)

De 0’5 = p(F/A) = %, obtenemos p(FNA) = p(A). p(F/A) =06.0'5 = 0'3.
b)

Si se elige al azar un alumno de ese centro, ¢ cudl es la probabilidad de que no practique
ninguno de estos deportes?
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Me estan pidiendo p(noF y noA) = p(F°nA®) = {Morgan} = p(FUA)® = {suceso contrario} =
=1- p(FUA)=1-075=025.

Necesitamos p(FUA) = p(F) + p(A) - p(FnA) =045+ 06 -03 =075

c)

Si un alumno de ese centro no juega al futbol, ¢cual es la probabilidad de que practique
atletismo?

Me estan pidiendo p(A/noF) = p(A/FS) = X

ADFT) _PA)-PACF) _ (6 0'3)/(1- 0'45) =
p(F®) 1-p(F)

= 0'3/0'55 = 6/11.
Nota.- A veces es mas rapido utilizar una tabla de contingencia para calcular las
probabilidades de las intersecciones de sucesos que forman la tabla.
+eUna compafiia de seguros hace una investigacion sobre la cantidad de partes de
siniestro fraudulentos presentados por los asegurados. Clasificando los seguros en tres
clases, incendio, automovil y "otros", se obtiene la siguiente relacion de datos:
El 6% son partes por incendio fraudulentos; el 1% son partes de automoviles fraudulentos;
el 3% son "otros" partes fraudulentos; el 14% son partes por incendio no fraudulentos; el
29% son partes por automovil no fraudulentos y el 47% son "otros" partes no fraudulentos.
a) Haz una tabla ordenando los datos anteriores y hallando el porcentaje total de partes
fraudulentos y no fraudulentos.
b) Calcula qué porcentaje total de partes corresponde a la rama de incendios, cual a la de
automdviles y cual a “otros”. Aflade estos datos a la tabla.
c¢) Calcula la probabilidad de que un parte escogido al azar sea fraudulento. ¢Cual sera,
en cambio, la probabilidad de que sea fraudulento si se sabe que es de la rama de
incendios?

Sol
a) La tabla de contingencia es

Incendio | Automovil | otros | Total

Fraudulentos 6 1 3 10
No fraudulentos 14 29 47 90
Total 20 30 30 100

y b) es elemental pues hay 100 datos

c) Es facil ver sobre la tabla que la probabilidad de escoger al azar un parte fraudulento es
10/100 = 10%.

La probabilidad condicionada que se pide es: p(Fraude / Incendio) = 6/20 = 0,3
Probabilidad total

Teorema de la probabilidad total

Sean A1,A, ..., A, un sistema de sucesos que verifican Aj N Aj =¢ con i#| y que
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A1 U Az u...U A, = E (suceso seguro) tales que la probabilidad de cada uno de ellos es

distinta de cero, y sea B un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades

condicionales p(B/A)), entonces la probabilidad del suceso B viene dada por la expresion:
p(B) = p(A1).p(B/ A1) + p(A2).p(B/ Az) + ... + p(An).p(B / An)

Nota.- La forma mejor de hacer estos problemas es utilizando un diagrama de arbol.

¢ ¢ Se lanzan dos monedas al aire. Si salen dos caras, se extrae una bola de una urna I,
que contiene 2 bolas blancas y 3 negras. Si sale cara y cruz, se extrae una bola de una
urna Il, que contiene 4 bolas blancas y 1 negra. Si salen dos cruces, se extrae una bola
de una urna lll, que contiene 3 bolas blancas y 2 negras. ¢ Cual es la probabilidad de
extraer bola blanca después de lanzar las monedas y sacar la bola?
Sol

El diagrama de &rbol muestra, primero, las probabilidades correspondientes a la eleccion
de la urnay, después, a la extraccion de la bola.

A/5

4 - 15 B

bt
15 N
1/4 =]
=

U
1] 2/5 II\I.

La probabilidad total de sacar bola blanca la calculamos caminando por todas las ramas
gue terminan en sacar bola blanca.

Teorema de Bayes

Teorema de Bayes
Sean A1,A,, ..., An un sistema de sucesos que verifican Aj N A; =¢ con i#] y que
A; U Ay u...u A, = E (suceso seguro) tales que la probabilidad de cada uno de ellos es
distinta de cero, y sea B un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades
condicionales p(B/ A)),
Entonces las probabilidades P(A;/B) vienen dada por la expresion:

p(Ai/B)= P(A;)-p(B/A;) — _P(A;)-p(B/A))

P(AL)-P(BIAL) +P(A2)-P(BIA,) +.... + p(A,) -P(BIA,) Z”:p(A_).p(B,A_)

i=1

Nota.- En los problemas relacionados con la probabilidad, y en particular con la
probabilidad condicionada, asi como con la probabilidad total y el teorema de Bayes, es
aconsejable, con la informacién del problema, construir una tabla de contingencia o un

diagrama de arbol.
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¢ ¢ Tenemos tres urnas: U; con 3 bolas rojas y 5 negras, U, con 2 bolas rojas y 1 negra'y
Us con 2 bolas rojas y 3 negras. Escogemos una urna al azar y extraemos una bola. Si la
bola ha sido roja, ¢,cual es la probabilidad de haber sido extraida de la urna U; ?

Sol
Llamamos R al suceso sacar bola roja y N al suceso sacar bola negra. En el diagrama de
arbol siguiente pueden verse las distintas probabilidades de ocurrencia de los sucesos R

o N para cada una de las tres urnas.

U,

La probabilidad pedida es P(U; /R). Utilizando el teorema de Bayes, tenemos:

p(U;L/D) - p(U2)~p(R/|\/|2) -
p(U;)-p(R/U;)+p(Uy)-p(RIU,)+p(Us)-p(R/U3)

= (1/3 .3/8) / (1/3 .3/8 +1/3 .2/3 + 1/3.2/5) = 45/173 = 0,260
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