ESPACIO AFIN-EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL.

PRODUCTO ESCALAR. DEFINICION.

Sea el espacio vectorial V3 de los vectores libres asociado al espacio afin Es.

Se llama PRODUCTO ESCALAR en E; a la aplicacion definida de V3 x V3 — R
que a cada pareja de vectores le asocia un numero real de la forma

(U, V) —> G-V = d]-|v] - cos < G, v > siendo @,V 0

G-v=0 siendoG=0 o V=0

Este producto escalar asi definido verifica las siguientes propiedades:

1. Conmutativa: G-V =V-0 Vi,V eV,
Distributiva respecto de la suma de vectores:
21 (G+V)-Ww=U0-W+V-W Vu,v,weV,
22 U-(V+W)=U-V+U-wW Vu,v,weV,
Homogénea: (AU)-V =u-(AV) =A(l-V) siendo AeR, U,VeV,
Posibilidad: G-G=0°>0 VieV,

Con estas propiedades se dice que el producto escalar es una *‘forma bilineal
(propiedades 2 y 3) simétrica (propiedad 1) definida positiva (propiedad 4)".

Al espacio vectorial V3 con la aplicacion producto escalar se le conoce con el nombre de
ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL.

Se llama ESPACIO AFIN-EUCLIDEO a un espacio afin cuyo espacio vectorial
asociado es un espacio vectorial euclideo.

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO ESCALAR.

El producto escalar de dos vectores es igual al producto escalar de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él.

A Sean U,V €V, dos vectores no nulosy sea V' la
= proyeccion de sobre G:  V'= proy,V
o En el tridngulo OAB se verifica que
S — > V1| = V].cos < T,V >

Por otra parte, tenemos: G -V = ||V].cos < G,V >= ||V = |||/ cos0° = - v"
puesto que U y V' tienen la misma direccién y sentido.

Esto mismo también se verificaria, si el &ngulo que forman los dos vectores fuera mayor
de 90°
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ORTOGONALIDAD ENTRE VECTORES.

Hemos definido el producto escalar de dos vectores como
G-V = | |v].cos < G,V >
Este producto es nulo cuando alguno de los vectores es nulo.

Sin embargo, existe otra posibilidad de que el producto escalar sea cero y es cuando el
angulo formado por los dos vectores sea de 90 (n/2), es decir que los vectores sean
perpendiculares u ortogonales.

"Dos vectores U,V €V,, no nulos, son ortogonales, si y solo si, su producto escalar es
nulo: G-v=0"
u,veV,, u,v-0 sonortogonales < 0-v=0

VECTORES UNITARIOS.

Se dice que un vector U €V,, no nulo, es unitario, si y solo si, su médulo es la unidad.
GeV,, G=0 esunitario < []=1

PROPOSICION.

Dado un vector cualquiera V. no nulo, a partir de él podemos obtener un vector unitario en su
misma direccion, simplemente dividiendo por su moédulo.

I VAR . o :
En efecto: el vector G =-— tiene la misma direccion y sentido que el vector vy,

vl

ademas, es unitario ya que |U] = Hﬁ” - ;

= vl=1

vl

tiene la misma direccién y sentido opuesto que V y es

E
vl

También el vector U =—%
V]
unitario.

SISTEMA DE REFERENCIA ORTONORMAL.

Base Normada: Unabase B = {U,,u,,u,;}cV, sedice que es normada si los vectores que la
forma son vectores unitarios.

o= | = o] = 1
Base ortogonal: Una base B = {U,,U,,u,}cV, se dice que es ortogonal si los vectores son
ortogonales dos a dos.

G, -0, =0, U, =0, =0

Base ortonormal: Una base B ={u,,u,,l0,}cV, se dice que es ortonormal si es
normada y ortogonal al mismo tiempo, es decir,
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o =02 = o5 =1

U, U, =0, -0, =0, =0

""Decimos que un sistema de referencia R = { O; B} del espacio afin euclideo es
ortonormal si la base del espacio vectorial euclideo asociado es una base ortonormal*".

El sistema de referencia que venimos utilizando formado por el punto arbitrario O y la
base canonica {i, j,k} es un sistema de referencia ortonormal.

EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO ESCALAR.

Sea R ={0O;u,,u,,t,} un sistema de referencia de Ez y B = {u,,U,,0,} una base del

espacio vectorial asociado.
Si los vectores U y V tienen por coordenadas (x,,V,;,Z;) Y (X,,Y,,z,) respecto de la
base B, se pueden expresar dichos vectores como combinacion lineal de los vectores de la base

de la siguiente forma:
u=xu, +vy,U, +z0U, V =X,U, +Y,U, + 2,0,
En consecuencia, el producto escalar de los vectores nos quedara:

u-v= (Xlul + yluZ + ZIUS) : (XZUl + yzuz + Zzua) =
= Xy X (U - Uy) + X3y, (Uy - U, ) + X,.2, (U - Ug) + Yy X, (U, -Uy) + Y, Y, (U, -U,) +
+Y,.2, (U - Ug) + 2. X, (Ug - Uy) + 2,.Y, (U - Uy) + 2,.2, (U5 - Uy)

Aplicando las propiedades del producto escalar nos queda:

U-V =X X, (U - Uy) + (XY, + Y X)) (U, -U,) + (X2, +2,.%,)(4; -Uy) +

+¥,.Y, (U, - U,) + (Y2, +2,.Y,)(U, -U3) +2,.2, (U5 - Uy)

En el caso particular de que la base sea ortonormal, el producto escalar toma la
expresion:

<

V=X.X+VY,.Y, +2,.2,
que es la FORMA CANONICA del producto escalar.
EJEMPLO:
Si G(3,2,-1) y V(2,-1-2) respecto de una base ortonormal, el producto escalar de ellos
sera:

0-V=32+2.(1+(-1).(-2)=6-2+2=6

APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR.

En todo lo que sigue utilizaremos el sistema de referencia ortonormal R ={O;i, j,k}
ESPACIO AFIN-EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL 103




= MODULO DE UN VECTOR.

Consideremos un vector, no nulo, U(x,Y,z) eV, . El producto escalar del vector G por
si mismo sera:
-0 =0° = .cos < 0, @ >= aa]. cos 0°= | = [
de donde
|| =+
es decir, el modulo de un vector se define como la raiz cuadrada positiva del producto escalar del

vector por si mismo.
Teniendo en cuenta que el producto escalar de un vector por si mismo es

G-0=XX+Yy+z2z=x"+Yy*+17°

[l = +4/x* +y? + 27

resulta que

EJEMPLO.

Si (2,-35), entonces: |[i] = +/2% +(-3)2 +52 = +/4+9+25 = +4/38

= DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Se define la distancia entre dos puntos A y B, como el mddulo del vector AB
determinado por ellos.

o) |

Si A(x.,V:,2,) ¥ B(x,,Y,,2,), entonces AB = (X, =%, ¥, = Y,;,Z, —z,;) de donde

d(A, B) = HA_B>H = +\/(X2 - Xl)z + (yz - yl)z + (Zz - 21)2

EJEMPLO.
Calcular la distancia entre los puntos A(1,2,3) y B(-1,2,0).

Las coordenadas del vector AB son: AB = (-1,2,0)-(1,2,3) = (-2,0,-3)

Por tanto: d(A, B) = +4/(=2)% + 0% +(-3)? =+/4+0+9 = +/13

= ANGULO FORMADO POR DOS VECTORES.

De la definicién del producto escalar de dos vectores
G-V = |d|v].cos < G,V >
podemos deducir el cos < U,V > de la forma:

u-v

Jai - I¥1

Ccos < U,V >=
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Esto que nos dice que el coseno del angulo determinado por dos vectores es igual al
producto escalar de ambos vectores, dividido entre el producto de sus médulos.

Por tanto, el coseno del angulo determinado por dos vectores tendra el mismo signo que
el producto escalar de ambos vectores, ya que los mddulos de los vectores son siempre positivos.
En consecuencia, si el producto escalar es positivo, el coseno también seré positivo y el angulo
formado por los vectores serd agudo (menor de 90°); si el producto escalar es negativo, el coseno
también es negativo y el angulo formado por los dos vectores sera obtuso (comprendido entre
90°y 180°).

Si consideramos que (X, Y;,Z;) Y (X,,Y,,2,) son las coordenadas de los vectores
U y V respectivamente, nos queda que:
Xl'XZ + yl'y2 + Z1'22

\/xf+yf+zf '\/x22+y22+z§

Ccos < U,V >=

EJEMPLO.

Calcular el &ngulo determinado por los vectores o=i-2]+K y v=3i +2K

Tenemos los vectores expresados como combinacidn lineal de los vectores de la base del
sistema de referencia en el que estamos trabajando. Por tanto, las coordenadas de los vectores
son G(L,-21) y Vv(3,0,2) y, en consecuencia:

13+(-2).0+1.2 34042 5 5
JEP+ (=22 +12 437 +02 422 6413 613 78

cos < U,V >=

. 5
= < U,V>=arccos——

J78

* VECTOR PERPENDICULAR A UN PLANO.

Sea m el plano de ecuacion cartesiana  Ax+By+Cz+D =0 y P(x,Y,,z,) un

punto perteneciente al plano m que, por tanto, verificara la ecuacion de dicho plano:
Ax, +By, +Cz, + D=0

En consecuencia, tenemos:
n: AX+By+Cz+D=0

Pen: A, +By,+Cz;, +D =0
Restando ambas igualdades, nos queda:

A-(X_X1)+ B-(y_ yl)+C'(Z_Zl) =0 = (A, B’C)'(X_XI’ y- yl’z_zl) =0

Esta igualdad expresa que los vectores f(A,B,C) y W(x—xl,y—yl,z—zl) son
ortogonales.
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Como el punto X es un punto cualquiera (arbitrario) del plano =, entonces el vector PX

sera un vector arbitrario del plano y el vector i serd ortogonal a todos los vectores del plano;
luego, i serd ortogonal al plano =.

En consecuencia, los coeficientes de x, y, z en la ecuacion general (cartesiana o implicita)
del plano nos dan las coordenadas de un vector ortogonal a dicho plano.

Ejemplo:
El vector perpendicular al plano de ecuacion 3x —2y +z =0 serd el vector n(3,-2,1).

EJERCICIOS RESUELTOS

= Hallar un vector unitario y perpendicular al plano & definido por los puntos A(1,2,3),
B(-1,2,1) y C(-3,0,0).

Los puntos A, By C determinan dos vectores CA y CB de coordenadas:
CA=(123)-(-3,0,0) = (4,2,3)

CB = (-12,1) - (-3,0,0) = (2,2,1)
que son linealmente independientes ya que no son proporcionales.

En consecuencia, el plano © que buscamos nos viene determinado por un punto C y dos
vectores linealmente independientes CA y CB: n(C;CA,CB) y su ecuacion cartesiana nos
viene dada por:

X+3 4 2
y 2 2/=0
yA 31

Desarrollando el determinante nos queda:

—4(x+3)+2y+4z=0 = —-4x+2y+4z-12=0 = -2Xx+y+2z-6=0
que es la ecuacion del plano determinado por los puntos A, B y C.

El vector perpendicular a dicho plano serd n(-2,1,2) y el vector unitario que vamos
buscando tendré que llevar la direccion de i para ser perpendicular al plano. Por tanto:

U= i — (_21112) _ (_2,1,2) _ 1

[l \/(—2)2+12+22 b 3

i)

(-212) = (-

wiliN
Wk

2
3

es el vector buscado.

= Hallar la ecuacion del plano incidente con el punto A(2,1,3) y perpendicular al vector
(3,-1,2).
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Como el plano tiene que ser perpendicular al vector, éste sera perpendicular al plano y nos
dard, por tanto, los coeficientes de X, Yy, z en la ecuacion cartesiana del plano.

En consecuencia, la ecuacion del plano pedido sera de la forma: 3x—-y+2z+D =0

Como dicho plano tiene que ser incidente con el punto A, las coordenadas de A verificaran la
ecuacion del plano y asi podremos calcular el término independiente que nos falta:
Aern: 32-1+23+D=0 = 11+D=0 = D=-11
y, en consecuencia, la ecuacion del plano sera:
3X-y+2z-11=0

= Encontrar la ecuacién del plano incidente con el punto P(-3,2,-1) y perpendicular a la
Xx=-1 y+2 z

recta r de ecuacion r: —
2 3 4

Al ser la recta perpendicular al plano, su vector

direccion d'y el vector ortogonal al plano fi seran
* paralelos. En consecuencia, podremos utilizar el
z vector direccion de la recta como ortogonal al

plano: d =A
La direccion de la recta es d(2,3,4) que sera
también el vector ortogonal al plano 1i(2,3,4) v,

oy
—
=)

por tanto, la ecuacion de éste sera:
T=2X+3y+4z+D=0

Ahora calculamos D con la condicion de que sea incidente con el punto P:
Per:2(-3)+32+4(-)+D=0 = -4+D=0 = D=4

y, por tanto,
r=2X+3y+4z+4=0

es la ecuacion del plano pedido.

= Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1,—2,3) y es perpendicular al
plano 7 =2x—-3y+4z-1=0

Cualquier recta perpendicular al plano tendra por direccién el vector ortogonal al plano
n(2,-3,4) =d vy, como tiene que pasar por el punto A(1,—2,3), la recta pedida, en su forma

continua, sera:
x-1 y+2 z-3

2 -3 4

r

= Calcular la ecuacién del plano que pasa por P(2,—14) y es perpendicular a la recta
Xx-2 y-1 z
3 4 1
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El vector direccion de la recta tiene por coordenadas d (3,41)=n vy, por tanto, cualquier
plano perpendicular a dicha recta tendra por ecuacion:

7=3x+4y+z+D=0

De todos estos planos perpendiculares a la recta s6lo nos interesa el que pasa por el punto
P(2,-1,4); luego, este punto debera verificar la ecuacion del plano y calculamos D con la

condicidn de que pase por él:
Per:32+4(-1)+4+D=0 = 6+D=0 = D=-6

En consecuencia, la ecuacién del plano pedido sera: 3x+4y+z-6=0

= PLANO MEDIADOR DE UN SEGMENTO.

El plano mediador de un segmento es el plano perpendicular al segmento en su punto

medio.
/ Los pasos a seguir para calcular el plano

mediador de un segmento seran:

a) Calcular el punto medio del segmento y el
| | | vector determinado por los extremos del
A ' 'B segmento, que es perpendicular al plano que
M buscamos.

b) Obtenemos el plano determinado por el vector

calculado en el punto anterior y que pasa por el
nunto medio del seamento.

EJEMPLO.

= Hallar el plano mediador del segmento de extremos A(1,2,3) y B(3,-1,2).

1. Calculamos el punto medio del segmento:

M = PM (A, B) = 1+3’2—1'3+2 _ Z,E,E
2 2 2 2 2

2. Vector determinado por los extremos del segmento:

AB = (3-12) - (12,3) = (2,-3,-1)

3. Obtenemos el plano que pasa por My tiene por vector perpendicular el vector AB

La ecuacion del plano seria: 2x—-3y—-z+D =0 vy calculamos D con la condicion de
que el plano pase por M:
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2.2—3-1—E+D=0 = 4—§—E+D=0 = 4—§+D=0 = D=0
2 2 2 2 2

En consecuencia, la ecuacién del plano pedido sera: 2x—-3y—-z=0

+ El problema reciproco a calcular el plano mediador de un segmento lo podriamos
plantear de la siguiente forma:

Conocido uno de los extremos del segmento y plano mediador, se trata de encontrar el
otro extremo, dicho de otra forma, se trata de calcular el simétrico de un punto respecto de un

plano. /

Los puntos P, Q y P’ estan alineados en la
perpendicular al plano que pasa por P. Para poder
calcular el punto P, simétrico de P respecto del
| plano, necesitamos conocer el punto Q que es
P Q P’ punto medio entre Py P’.

Daremos los siguientes pasos hasta llegar a

/ las coordenadas de P’:

Calcularemos la recta perpendicular al plano que pasa por P.

2. Obtenida esta recta, resolveremos el sistema formado por la ecuacion de ellay la
ecuacion del plano, obteniendo asi las coordenadas del punto Q (interseccion de la
rectay el plano).

3. El punto Q es punto medio entre P y P', o también PP'=2-PQ. Resolviendo esta

ultima condicion obtendremos las coordenadas del punto P' buscado.

=

EJEMPLO.

& Calcular el punto simétrico de P(3,—4,7) respecto del plano 7 =2x-3y+z-11=0

1. Calculamos la recta r perpendicular al plano 7 que pasa por P.

El vector ri(2,—3,1) ortogonal al plano 7z es el vector direccion de la recta r buscada. Este
vector con el punto P(3,—4,7) nos determina la recta r cuyas ecuaciones en forma
paramétrica son:
X=3+21
r:cy=-4-34
z2=7+41
2. Calculamos la interseccion de la recta r con el plano 7 para obtener el punto Q:

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la ecuacion del plano:
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Xx=3+21
r.y=-4-34

z2=7+41
r=2x-3y+z-11=0

= 2(3+21)-3(-4-3)+(T+4)-11=0 =

= 141+14=0 = A1=-1

Sustituyendo el valor obtenido en las ecuaciones de la recta, obtenemos las coordenadas
del punto Q, que nos quedan:

Xx=3+21 x=3-2 = x=1
ridy=—4-31 = Jy=-4+3 = y=-1 = Q(-16)
z2=7T+A7 z=7-1 = 7=6

3. El punto Q es punto medio entre Py P":

Si asignamos a P' unas coordenadas genéricas (x',y',z') tendremos:

Q = Punto Medio(P, 'y = [ 3£ X =4+ Y 7+2) 41
2 2 2
Por tanto:
3;)(:1 = 3+x'=2 = X' =-1
_42”:—1 = —diy=-2 = y=2
7+17 , ,
> =6 = 71+7'=12 = 17'=5

En consecuencia, el punto P' buscado tiene por coordenadas P'(-12,5).

& Un problema similar al anterior es el calculo del simétrico de un punto respecto de una
recta: basicamente el problema se resuelve de la misma forma pero cambiando Unicamente
el primer punto.
/ Los puntos P, Q y P’ estan alineados en el
P plano perpendicular a la recta que pasa por P. Para
poder calcular el punto P’, simétrico de P respecto
de la recta, necesitamos conocer el punto Q que es
r E punto medio entre Py P’.

Daremos los siguientes pasos hasta llegar a

/ las coordenadas de P’:

1. Calcularemos el plano perpendicular a la recta que pasa por P.

2. Obtenido este plano, resolveremos el sistema formado por la ecuacién de la recta y la
ecuacion del plano, obteniendo asi el punto Q (interseccion de la recta y el plano).
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3. El punto Q es punto medio entre P y P', 0 también PP' = 2.P—Q. Resolviendo esta ultima
condicion obtendremos las coordenadas del punto P buscado.

EJEMPLO.

4 Calcular el punto simétrico de P(5,0,—1) respecto de la recta r :Xl_l = )2/ = Zl

Aplicando lo anterior a nuestro problema tenemos:

e Plano perpendicular a la recta r que pasa por P:

El vector direccion de la recta 5(1,2,—1) =1 es ortogonal al plano buscado.
Por tanto, la ecuacion de éste sera de la forma: x+2y—-z+D=0 vy calculamos D

para que dicho plano pase por el punto P (las coordenadas del punto verificaran la
ecuacion del plano):

5+420-(-)+D=0 = 6+D=0 = D=-6
y el plano tendra por ecuacion: x+2y—-z—-6=0.

e Calculamoselpunto Q=rnx

Para calcular la interseccion de la recta con el plano, pasamos la ecuacion de
la recta a forma paramétrica:

X=1+1

Xy 2z, o r:{y=221
1 2 -1

z=-41

resolviendo, posteriormente, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la
ecuacion del plano:

x=1+4
r:sy=24
4 = (1+A)+2(24)-(-41)-6=0 = 64-5=0 =

T:X+2y—-2-6=0

= l=§
6

En consecuencia, las coordenadas del punto Q seran:
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x=1+1 = x:l+g:E

6

5 10 1110 5

=24 D y=2-2==1 = Q =, —->
d V=676 Q(G 6 6)

I1=-4 = z=—E
6

e El punto Q es punto medio entre Py P":

Si asignamos a P' unas coordenadas (x',y'z") tendremos:

Q=Punt0Medio(P,P')=(5+X 0+y —1+Zj:(11 10 5)

2 2 2 6 6 6
Por tanto:
S+ X :E X'=2-1——5 = X'=——
2 6
O+y _10 '=2 10 = 10
2 6 6 3
B R - S
2
: , . 410 2
En consecuencia, el punto P’ buscado tiene por coordenadas 3373/

= ANGULO FORMADO POR DOS RECTAS.

El angulo formado por dos rectas r y s que se cortan es el menor de los angulos que
forman en el plano que determinan.

Si las rectas se cruzan, se define el angulo como el determinado por dos rectas
secantes paralelas a las dadas.

Sean dos rectas dadas por sus determinaciones lineales r(A, d) y s(B,d").

Se define el angulo formado por dos
rectas como el angulo formado por sus

vectores de direccion d y d'. Por tanto:

COS<T,S>= cos<&,5'>=9'—({l
jd[-|d1

@ >
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Si consideramos que los vectores de direccidn de las rectas r y s tienen por coordenadas
d(d,,d,,d,) y d'(d,,d,,d;), el coseno del a&ngulo formado por las dos rectas sera:

COS< T > d,-d, +d,-d, +d;-d, -

JdZ+d2+d2yd” +d. +d.

= <Tr,S>=arccos

d,-d.+d,-d,+d,-d,

JdZ+d? +d2-yd +d,” +d,”

EJEMPLO:

e Calcular el angulo que forman las rectas

r

x-1 y-2 z-1 s X+3 y-5 z+1
2 1 17 1 2 -1

Los vectores de direccion de las rectas son d 1) y d '(4,2,-1) . Por tanto:

_L)-@2-1) _ 21+1.2+1.(~1) _
|LY[-Jw2-0] 27 +12 112 - 17 + 22 + (-1)?

cos<r,s>=cos<d,d'>

:i—?’:% = <r,s>:arccos%:600

J6v6 6

PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS.

Dadas las rectas r(A,d) y s(B,d"), diremos que son perpendiculares si, y sélo
s, los vectores d y d' son ortogonales.

rls < d-d'=0
EJEMPLO.

e Hallar una recta perpendiculara r=x =2y =23z que pase por el punto A(2,1,-1).

z
— con lo que su vector

L =11 . :
direccion es d(l’E’E)' Para calcular la recta perpendicular a ella, consideramos un

La recta dada, en su forma continua, serd: r=

vector d' de forma que sea ortogonal a d. Vamos a considerar que d' = (-1,2,0):
d y d' son ortogonales, puesto que d -d'=1.(-1) +%~2+%~0 =-1+1+0=0
Entonces, la ecuacion de la recta pedida (en forma paramétrica) sera:

X=2-1

y=1+24

z=-1
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Por tanto, dos rectas son perpendiculares si sus vectores de direccion son
ortogonales. Debemos observar que, en ningin momento, se nos impone condicion
alguna de que las rectas deban cortarse. Si esto ocurriera, el problema planteado y su
resolucion serian muy diferentes.

El problema a resolver es el siguiente:

+ Dados un punto y una recta, calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto
dado y corta perpendicularmente a la primera.

Podemos resolver este problema de dos formas diferentes:

1. Trazamos el plano perpendicular a la recta dada que pase por el punto P dado. Calculado este
plano, hallamos el punto de corte del plano y la recta y, finalmente, se calcula la recta que
pasa por dos puntos.

2. Calculamos el plano perpendicular a la recta dada que pasa por P, igual que en el caso
anterior.

Después calculamos la ecuacién del plano que contiene a la recta y pasa por el mismo
punto.

Las ecuaciones de los dos planos calculados forman las ecuaciones implicitas de la recta
pedida.

Con este segundo procedimiento obtendriamos las ecuaciones cartesianas de la recta
perpendicular a la recta dada.

EJEMPLO.

e Hallar la ecuacién de la recta que pase por P(1,—1,3) y corta perpendicularmente a la
2X—-y+2z+1=0
recta r:
X+y—-z+3=0
Utilizaremos el primer procedimiento:

a) Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta r ya que nos han dado las ecuaciones
cartesianas de la misma.

Para ello hacemos z = A y las ecuaciones cartesianas nos quedan de la forma:

2Xx—-y=-1-1
X+y=-3+4

Resolviendo el sistema resultante, obtenemos x e y en funcion de Ay con ello las ecuaciones
paramétricas de la recta:
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y=—+1 = 6r =(0,1,1)

b) Obtenidas las ecuaciones paramétricas de la recta, su vector direccién es el vector ortogonal
al plano perpendicular a la recta; con esto, el problema quedaria reducido a calcular la
ecuacion del plano que pasa por un punto P(1,-1,3) y tiene por vector ortogonal
011 =d,.

La ecuacién de cualquier plano que tengaa i por vector ortogonal sera:
0x+1ly+1z+D=0 = y+z+D=0

Como tiene que pasar por el punto P(1,-1,3) nos queda:
-1+3+D=0 = 2+D=0 = D=-2
y, por tanto, el plano perpendicular a la recta tiene por ecuacion
y+z-2=0

c) Ahora calculamos la interseccién de la recta dada con el plano que hemos calculado. Para
ello utilizamos las ecuaciones paramétricas de la recta, sustituyendo en la ecuacion del plano

(—g+/1)+ﬂ,—2:0 = 2/1=§+2 = 21:1—31 = /I:E

6
En consecuencia, el punto de interseccion de recta y plano sera
4
X=——
3
5 11 1 4111
=4 —=— - -, =,
¢ 3 6 6 A 36 6)
11
z1="
6
d) Por ultimo, s6lo nos queda calcular la recta que pasa por el punto P(1,-1,3) y por el punto
Q2,27
36 6"

— 4 .1 11 77 1,1 -
PQ= (-5 -1z~ (D F-3=(5 g =5 @1) = PQ=(2-11

Por tanto, tenemos que calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,-1,3) y
tiene por vector direccion el vector d = (2,—11) . En su forma continua sera:
x-1 y+1 z-3
2 -1 1

que es la ecuacion de la recta pedida.
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ANGULO FORMADO POR DOS PLANOS.

Sean w y wn dos planos
cualesquiera del espacio euclideo
tridimensional y sean 0y ' sus

vectores ortogonales asociados.
Se verificara que:
<r,7m'>=<nn>
y, por tanto,

\/ e

consideramos que n y n' tienen por coordenadas (A,B,C) y (A’,B’,C’)
respectlvamente, entonces

' n'

A
[

n-n" AA+B.B'+C.C’
Il 17 VA + 82+ C? VAT +B24C

COS < 7, 77'>=C0S < fi,'>=

EJEMPLO:

¢ Hallar el &ngulo formado por los planos
7=2x-3y-z+1=0 vy n'=2X-y+32-5=0

Los vectores ortogonales a los planos dados son: 1i(2,-3,-1) y n'(2,-13)

Por tanto:
2.2+ (-3).(-1)+(-1).3 4+3 3 i

22 +(-3)2 + (-1)% /2% + (-1) + 32 " 1414 14

= <[, >=arc cosi = <, m>=73° 23" 54"

2
COS< T, Mw'>=CosS< M, N'>= ? =

PERPENDICULARIDAD ENTRE PLANOS.

Sean 7 y # dos planos
cualesquiera del espacio afin-euclideo
tridimensional y sean f y ' sus

A\ vectores ortogonales asociados.

Diremos que ~x y 7 son
ortogonales si, y sélo si, los vectores
iy n' son ortogonales:

rlxz < n-n'=0
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¢ Ecuacion del plano que pasa por una recta (contiene a una recta) dada y es
perpendicular a otro plano.

Dada una recta r y un plano =, queremos calcular la ecuacion del plano =" que
contiene a la recta r, siendo perpendicular al plano r.

Por contener a la recta r, ' pertenecera al haz de planos con base dicha recta y su
vector asociado sera ortogonal al asociado al plano .

EJEMPLO.

+ Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta r cuyas ecuaciones cartesianas son

r_{2x+y—z+2:0

y es perpendicular al plano 7=3x+2y—-z+3=0
X-y+32+1=0

El plano =" pedido pertenecerd al haz determinado por la recta r, cuya ecuacion nos vendra
dada por
2x+y—-z2+2)+A.(x-y+3z+1) =0
Ordenando, tendremos:
C+A)x+1L-A)y+(-1+30)z+(2+1)=0
y el vector ortogonal asociado sera f'(2+A,1-A4,—-1+31)

Por otra parte, el vector perpendicular asociado al plano = es el vector 1i(3,2,—1).
Como el plano que buscamos tiene que ser perpendicular a «t, los vectores i y A' tienen
que ser perpendiculares, es decir,

n-n=0 = (32-1)-(2+A1-A-1+31)=0 =
= 3(2+M)+21-M)+(-1).(-1+30)=0 = 9-2A=0 = ng

Sustituyendo este valor de A en la ecuacion del haz de planos anterior obtendremos la
ecuacion del plano pedido:

2x+ y—z+2)+2(x—y+32+1)=0 = 22X+y-2+2)+9(x-y+3z+1)=0 =

= 13x-7y+25z+13=0

que es la ecuacion del plano pedido.

ANGULO FORMADO POR UNA RECTA Y UN PLANO.

Se define el angulo formado por una recta y un plano como el angulo formado por dicha
recta y la proyeccion de ella sobre el plano: <r,m>=<r,r'>=a
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Si tenemos en cuenta que los angulos
<r,z>Yy <d,i> son complementarios,
tendremos:

sen<r,z>=cos<d,n >

donde d es el vector direccion de la recta
y f es el vector ortogonal al plano .

En consecuencia,

. d-f
sen<r,7>=cos<d,n >=
I

Si consideramos que d y i tienen por coordenadas (d;,d,,d;) y (AB,C)
respectivamente, obtendremaos la siguiente expresion analitica:

Ad, +Bd, +C.d,

sen < r,z >=cos<d,n >= ﬁ” =
Hd””ﬁ” JdZ +d2 +dZVA? +B? +C?

EJEMPLO:

= Hallar el &ngulo formado por el plano 7 =x+2y-z-3=0 y larecta
x=1 y-2 z+1
2 1 1

r

El vector ortogonal al plano es 1i(1,2,—1) y el vector direccién de la recta es d (212).
Entonces:
_21)-2-1 21+1.2+1.(-1)

Sen < r,7 >=cos<d,i >= = —
|@LY]-|w2-D| 22 +12 +12 V12 + 2% + (<1)2

:£_3:% = <r,7z>:arcsen%=30°

J6v6 6

CASOS PARTICULARES:

o PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTA Y PLANO.

Si rlzr = dlli = d y i son linealmente dependientes y, por tanto,
proporcionales.

e PARALELISMO ENTRE RECTA Y PLANO.
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Sirlln = dli = d-Ai=0

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO.

o P Se define la distancia de un punto P a un
plano 7z como la distancia del punto P al punto Q,
siendo Q la interseccion del plano 7 con la recta
°Q perpendicular a él que pasa por el punto P.

d(P,7)=d(P,Q)
siendo Q=rnz con rl x
r

VVamos a tratar de obtener una expresion para calcular la distancia de un punto a un plano
basandonos en la propia definicion.

Sea P(x,,Y,,z;) Y zun plano de ecuacion Ax+By+Cz+D =0. Los pasos a dar para calcular
la distancia de un punto a un plano seran los siguientes:

1. Calculamos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano 7 que pasa por el punto P dado.
El vector director de esta recta sera el vector ortogonal al plano dado: fi(A,B,C) =d

X=X +AA
Las ecuaciones paramétricas de esta recta seran: r =<y =y, + AB
2=12,+AC

2. Resolvemos el sistema formado por la ecuacién del plano dado y la ecuacion de la recta
calculada en el punto anterior, obteniendo el punto Q de interseccion de ambos.

Para ello sustituimos los valores de x, y, z de las ecuaciones paramétricas de la recta en la
ecuacion del plano:
A(x,+AA)+B.(y, +4B)+C.(z;, + AC)+ D =0
de donde despejamos A:
Ax, +By, +Cz, + D
A* +B?*+C?

i:

sustituyendo este valor de A en las ecuaciones paramétricas de la recta, obtendriamos las
coordenadas del punto Q.

3. Se calcula la distancia entre P y Q (distancia entre dos puntos):
El vector determinado por los dos puntos es:
@ =(X, +AAy, + 4B, z, + AC) - (x,, ¥,,Z,) = (1A, 1B, AC)

y como la distancia entre dos puntos es el mddulo del vector que determinan, nos queda:

ESPACIO AFIN-EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL 119



A’ +B* +C?

d(P,7) = d(P,Q) :Hﬁg’” :‘MZA2 - 2B? + A2C? =‘\//12(A2 1 B2+C?) :‘z AZ 1 B2+C?
Sustituyendo el valor de A obtenido anteriormente, nos queda:
d(P.7) :‘_ A +By, +C2 +D 5 e 7| | A% +By +Cz +D

JA? +B?+C?

lo cual nos dice que: "'la distancia de un punto a un plano nos viene dada por el valor
absoluto de la ecuacion del plano particularizada para las coordenadas del punto
dividida por el médulo del vector ortogonal al plano™.

En el caso particular de que el punto P sea el origen de coordenadas nos queda:
Dl

JA? +B?+C?

d(0,7) =

EJEMPLO.

e Calcular la distancia del punto P(1,-1,-2) al plano 7=3x+2y—-z+11=0

Para resolver el problema seguiremos los pasos enumerados anteriormente:
1. Recta perpendicular al plano que pase por P:

El vector perpendicular al plano serd 1i(3,2,-1). Este vector y la recta que buscamos

tienen la misma direccion porque son perpendiculares al plano dado. Por tanto, la recta
buscada tendrd por direccion el vector 1i(3,2,-1) y pasa por el punto P(1,-1-2). Las

ecuaciones paramétricas de dicha recta seran:

Xx=1+34
r(P,n)=<y=-1+24
1=-2-1

2. Interseccion de la recta con el plano.

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la del plano:

Xx=1+31
r=.y=-1+21
P = 31+31)+2(-1+22)-(-2-1)+11=0 =
7=3X+2y-2+11=0
= 14+141=0 = /1:—&:—1
14

Por tanto el punto interseccion sera:
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x=1+3.(-) = x=-2
y=-1+2(-1) = y=-3 = Q(-2-3-)
1=-2-(-) = z=-1

3. Distanciaentre Py Q:

Calculamos el vector determinado por los dos puntos:
QP = (1-1-2) - (-2,-3-1) = (3,2,-1)

y, portanto:  d(P,z) = d(P,Q) = H@H =322+ (-)? =9+ 4+1=414

es la distancia pedida.

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.

Se resuelve de forma anéloga a la distancia de un punto a un plano:

Trazamos un plano perpendicular a la recta r
P que pase por P. Dicho plano corta a la recta en un
puntoQ y d(P,r)=d(P,Q).
Los pasos a seguir son los siguientes:
1. Calculamos el plano perpendicular a la recta dada
que pase por P.
Q 2. Calculamos el punto Q interseccion entre la recta
daday el plano calculado anteriormente.

3. La distancia entre los puntos P y Q serd la distancia
entre el punto Py la recta dada.

EJEMPLO.

e Calcular la distancia del punto P(2,3-1) a la recta r cuyas ecuaciones paramétricas son

X=2-31
r=qy=5+4 condeR.
z=-1-1

Los pasos a seguir son los siguientes:

1. Calculo del plano perpendicular a la recta.
El vector direccion de la recta es d(-3,1,—1) y sera al mismo tiempo el vector
ortogonal al plano. Por tanto, la ecuacion cartesiana del plano sera:

7=-3X+y-z+D=0
y como tiene que pasar por el punto P(2,3,—1) se verificara que

~32+3-(-)+D=0 = -2+D=0 = D=2
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En consecuencia, la ecuacién del plano = perpendicular a la recta r dada, sera:
r=-3X+y-2+2=0

2. Célculo de la interseccion de la recta y el plano:

Resolvemos el sistema formado por la recta y el plano:

X=2-31
r=<y=5+4
= -3(2-31)+5B+1)-(-1-41)+2=0 =
z=-1-2
r=-3X+y-2+2=0
= 111+2=0 = /”tz—g
11
Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de la recta, el valor de A obtenido, nos
queda:
-2-3(-2)-2: 528
11 11
2 53 28 53 9
5+4(-—)=5-—=— = ——
y=5+( ) 11 11 Q(11 11 11]
i Zg20
11 11 11

Por tanto, el punto interseccién entre la recta y el plano tiene por coordenadas

28 53 9
Q(ﬁ'ﬁ"ﬁ)

3. Ladistancia entre los puntos P y Q serd la distancia entre el punto P y la recta r dada.

Calculamos las coordenadas del vector determinado por los puntos Py Q:

—. 28 53 53 9 6 20 2
2020 7y _(23-1 —_,—_&_+1=—;ﬂ—
PR=(r 11) (231 =( R I AR T I TREEY

por lo que
d(p,r):d(p,@):wzﬂgj NN e

_/36+400+4 /440 24110
11 11 11

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS.

o Si son paralelas: basta tomar un punto de una recta y calcular la distancia a la
otra.
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. Si se cortan: la distancia es cero.

o Si se cruzan: buscaremos la perpendicular comin (més adelante) y los puntos
de corte con las rectas. La distancia entre ellos nos da la
minima distancia entre las rectas.

DISTANCIA ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO, SIENDO AMBOS PARALELQOS

e Se toma un punto se la recta y calculamos la distancia del punto al plano.

DISTANCIA ENTRE PLANOS PARALELOS.

e Tomamos un punto de uno de los planos y hallamos la distancia al otro plano.

PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES.

Dados dos vectores U,V eV,, se define el PRODUCTO VECTORIAL ixV como
otro vector con las siguientes caracteristicas:

1. Sumédulo nos viene dado por: || x V| = |- |V - sen < G,V >

2. Sudireccionesortogonala U ya Vv: UxVLlU y UxVLlvV

3. Su sentido nos viene dado por la regla del sacacorchos que gira del primer vector al
segundo describiendo el menor angulo (siguiendo el camino mas corto).

e Sialguno de los vectores es nulo, el producto vectorial de ellos es el vector nulo:
Uix0=0xv=0

EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO VECTORIAL.

Sea R={0O;i, T,IZ} un sistema de referencia ortonormal de Es. Para este sistema de
referencia tendremos:
Ixi=jxj=Kxk=0
puesto que el &ngulo formado por un vector consigo mismo es de cero grados y el sen0°= 0.
Los demas productos entre los vectores

Z de la base seran:
ixj=K jxi =k
PxK=-] Kxi=]
- jxk =T Kxf=-i
’ J Y Teniendo en cuenta los productos
o vectoriales de los vectores de la base del
X sistema de referencia, veamos como nos queda

el producto vectorial de dos vectores
cualesquiera.
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Si los vectores U y V tienen por coordenadas (x,,Y,,z,) Y (X,,Y,,Z,) respecto de la
base B del sistema de referencia, se pueden expresar dichos vectores como combinacion lineal

de los vectores de la base de la siguiente forma:

0=xi+Yy,]+zk V=30 +Y,]+2,k

En consecuencia, el producto vectorial de los vectores nos quedara
UxV = (X0 +Y,]+2,K)x (i +y,]+2,k) =
(r r)+X1 yz(' x J)+X Z (' Xk)+ylx (J ><|)‘*‘y1 yz(J X J)+

+y,.2,(] x k) + zl.xz(k x1)+ zl.yz(k x])+ zl.zz(k x k)
Teniendo en cuenta los productos vectoriales de los vectores de la base, nos queda

=X

Uxv = Xl-Y2E+ X2, (_]) + Y%, (_R) + yl-zzr + Zl-leT +2,.y,(-1) =

= (y1-22 - 21-Y2) 0+ (Zl'XZ - Xl-zz)' 17"' (Xl-yz - yl.Xz)IZ =
:yl Zl‘i*_’_zl Xl ]’+Xl yl'lZ:yl Zl.i*_xl Zl ]’+X1 yl-IZ:
Yo 7 Z, X X Y, Yo 7 Xy I X, Y,
Yy, en consecuencia,
i J kK
Uxv=I[X Y, 7
X2 y2 Z2
EJEMPLO.
e Calcular el producto vectorial de los vectores G(2,-11) y V(1,2,1)
i j Kk
UxV=[2 -1 1|=/(desarrollando)=-3i — j+5k
1 2 1

Por tanto, el vector T xV =-3i — j +5K = (-3,~1,5)

PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL.

. (k-0)xV =k-(lxV)
1. LINEALIDAD: Vi,veV, y VkeR:q" ~ o
Ux(k-v)=k-(UxV)

Vxu=—(UxV)
124
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3. DISTRIBUTIVA: Vii,V,WeV, :Ux(V+W)=({xV)+ (U xW)

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO VECTORIAL

Para todo par de vectores no nulos U,V €V,, el médulo del producto vectorial G xV
es igual al &rea del paralelogramo construido sobre esos vectores.

El area del paralelogramo nos viene dada por:

<i

Area = Base x Altura

En nuestro caso, la base del paralelogramo nos viene dada por el médulo del vector
G (Jal) y laalturapor: h=|v|-sen <,V >

En consecuencia,
Area =|[i]-[V]-sen < G,V >=||i x V|

APLICACIONES DEL PRODUCTO VECTORIAL.

1. COORDENADAS DE UN VECTOR PERPENDICULAR ADOSRECTASTrYs.

Si d, es el vector de direccion de larecta r y d es el vector de direccion de la recta s,

el vector d, xd, sera un vector perpendicular a d, y a d,. En consecuencia, el vector

d, xd, seraperpendiculara r ya s.

EJEMPLO:
o Si r51=y__l=i2 SEX—+1=y—2=X
2 3 4 2

Entonces: J, (234) y Js (2,1,1) vy, por tanto, un vector perpendicular a r yas sera:

——i+6j-4k = d xd, =(-16-4)

P W -
= b~

i
arx(L:Z
2

COORDENADAS DE UN VECTOR PARALELO A UNA RECTA DADA COMO
INTERSECCION DE DOS PLANOS (ECUACIONES CARTESIANAS DE LA RECTA).

Consideremos una recta r dada por sus ecuaciones cartesianas: las ecuaciones de dos
planos ny =
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. Ax+By+Cz+D=0
" |Ax+B'y+C'z+D'=0

Sabemos que z 1hA(AB,C)y x'Li'(A,B',C") . Por tanto, como r estd contenida
tanto en © como en 7', también serd perpendicular a dichos vectores:
rin y rln

Por otra parte, el producto vectorial rixn' es perpendicular a ambos vectores y, en
consecuencia, serd paralelo a r, con lo que podremos utilizarlo como su vector direccion.

EJEMPLOS:
. ., X-y+z-3=0
e Encontrar el vector direccion de la recta r dada por r:
2X +2+4=0

Los vectores ortogonales a los planos que nos determinan la recta r son: fi(L,—-11) y
n'(2,0,1). El producto vectorial de estos vectores nos da un vector paralelo a la recta r:

i ] K

y podremos considerarlo como direccién de la rectar.

Hallar las coordenadas de un vector perpendicular a las rectas
2X+Yy+3z2+1=0

. X—=y+z-1=0 .
|2x+y-z+3=0 I x +z =0

Calculamos los vectores de direccidn de las rectas igual que en el ejercicio anterior:

®» Direcciénde larectar: ni(,-11) y ['(21-1)
i j k
1 1|=3j+3k = d=~fixn

1 '~ (0,3,3) = (0,11)
2 1 -

Aixn'=

®» Direccion de larectas: n(2,13) y i'(10,1)

K
3=i+j-k = d=sfxf'=@LL-1)
1

O P ey 1]

i
Nxn'=|2
1

En consecuencia, el vector perpendicular a dichas rectas sera

126
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K
1l==2i+j-k = dxd=(-21-1)

o ey

-
dxd'=[0
1

e Hallar las coordenadas de un vector paralelo a los planos de ecuaciones
X+2=0 y 2X—y+2-3=0
Los dos planos determinan una recta r cuyas ecuaciones cartesianas o implicitas son las
ecuaciones de los mismos planos y, ademas, dicha recta esta contenida en ambos planos.
Calculando las coordenadas de un vector paralelo a la recta, tendremos las coordenadas
del vector pedido. Por tanto:

i J kK

Axfi'=[1 0 1l=i+j-k = fxd'=@LL-1)

2 -1 1

AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE LAS COORDENADAS DE SUS
VERTICES.

Sea el tridngulo de veértices A(x,,Y,,Z;), B(X,,Y,,2,) ¥ C(X;,Vs,2,) . Estos tres puntos

determinan dos vectores AB y AC.

El area del triangulo nos viene dada por:

Area(AABC) = % -base - altura

h
La base del triangulo es el médulo del
A B vector AB, HEH y la altura nos viene dada por
h :HA—CH-sen < E,A—C >
Entonces:

Area(AABC) = % -base - altura = %Hﬁ” : HA_CH -sen < AB, AC >= % : Hﬂé x EH

EJEMPLO.
¢ Hallar el 4area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano
2X+y+3z2—-6=0 con los ejes de coordenadas.

Z 1. Calculamos los puntos de interseccion
C del plano con los ejes:
Eje OX: sus ecuaciones cartesianas son

y=0
z=0"

Sustituyendo estos valores en la
ecuacion del plano, nos queda:

© B Y 2x-6=0 = x=3
y el punto de interseccion tiene por
A coordenadas A(3,0,0).

X
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. . . 0 . .
Eje OY: sus ecuaciones cartesianas son { 0 y sustituyendo en la ecuacion del plano
Z —

nosqueda y—-6=0 = y==6. Por tanto, las coordenadas de B son (0,6,0).

. . . X .
Eje OZ: sus ecuaciones cartesianas son { 0 De forma analoga a las
y:
anteriores obtenemos: 3z-6=0 = z=2 vy el tercer vértice del triangulo sera
C(0,0,2).

3. Teniendo ya los vértices del tridngulo, podemos calcular su area:
AB = (0,6,0) — (3,0,0) = (-3,6,0)
AC =(0,0,2) - (3,0,0) = (=3,0,2)

i j k
ABxAC=|-3 6 0/=12i +6]j+18k = ABxAC =(12,6,18)
-3 0 2
Por tanto,

Area(AABC) =%HE§><A_C'H=%\/122 1624182 :%\/(2.6)2 162+ (36) =

:%-6 2241243 =314

Con el producto vectorial de dos vectores, podemos calcular de otra forma la

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.

Consideremos la recta r determinada por el punto A y el vector d. Queremos calcular
la distancia del punto P a la recta r.

Con el vector d direccién de la recta y el

vector AP determinado por los puntos A y P,
podemos formar un paralelogramo cuya base es

HJH ysualturahesla d(P,r).

Teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo es igual a base por altura y
también, teniendo en cuenta la interpretacién
A geométrica del producto vectorial de vectores, es

vectorial de los dos vectores que lo forman, obtenemos:

i
el
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EJEMPLO.

X=2-34
e Calcular la distancia del punto P(2,3,-1)alarecta r=<y=5+4
z=-1-1

Un punto de la recta es A(2,5,—1) y su vector direccién es d(-31-1).
El vector determinado por los puntos Ay P tiene por coordenadas
AP = (2,3-1) - (2,5,-1) = (0,-2,0)
El producto vectorial de AP y d sera:
i J k
APxd=[0 -2 0
-3 1 —

=27 —6k = (2,0,-6)

y su médulo Hﬁxau = 22 +07 +(-6)? =+/4+36 =40
Por otra parte: HJH = J(=3)2 +12 +(-1)? =\9+1+1 =411

y, en consecuencia: d(P,r) = HAI‘:‘;V = \/\/g u.l.

PRODUCTO MIXTO DE VECTORES.

Sean tres vectores U,V,WeV, no nulos. Se define el PRODUCTO MIXTO de tres
vectores no nulos como el producto escalar del primer vector por el producto vectorial de los

— -

otros dos. Se representa por {u,v,w} y el resultado es un namero real:
{G,V,W} =0 -(VxW)
Si alguno de los vectores es nulo, el producto mixto es igual a cero.

EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO MIXTO.

Sea B={i, T,IZ} una base ortogonal de V3 y consideremos que las coordenadas de los
vectores U,V,w respecto de dicha base sean (X,,¥;,Z;), (X,,Y¥,,Z,) Y (X5,Y5,25)
respectivamente.

Aplicando las expresiones analiticas de los productos escalar y vectorial, obtendremos
la siguiente expresion para el producto mixto:
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U'(VXW)Z(XlT+y1]+ZlE)'X2 Y, Z,|=
VA

o = (ly, s X oz e X, Y| -
=(xd+y, j+z,K) |72 PlT =2 Ply4l? TPk |=
Y; 3 X3 g X3 Y3
XY 7
B Y, 1, X, I, X, Yo|
=X - Y +Z; =Xy Y, 7
Y; I s I3 X3 Y3
X3 Y Z

lo cual nos dice que ""el producto mixto de tres vectores nos viene dado por el determinante
formado por las coordenadas de los mismos'".

PROPIEDADES.

2.{a-U,b-vV,c-w}=ab.c{l,v,w}
3. {0+0"v,w}={U,v,w}+{u',v,w}
4. {t,v,w}=0 si, y soélo si, G,v,w son coplanarios (linealmente dependientes) o alguno

de los vectores es nulo.

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO MIXTO DE VECTORES.

Consideremos tres vectores G,V,weV,. El valor absoluto del producto mixto de ellos

sera:
K, v, Wi = ] - |V > W - cos < T, ¥ x W >
R Vx| es el area de la base del paralelepipedo
VAW construido sobre los tres vectores 'y
H-" |G -cos <G, VxW>=0OH =h es la altura del
_ mismo.
w > Entonces:
O

<l

|{U WV, \Tv}| = (area de la base)x(altura)= Volumen del paralelepipedo
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En consecuencia, el valor absoluto del producto mixto de tres vectores es igual al
volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los tres vectores.

APLICACIONES DEL PRODUCTO MIXTO.

VOLUMEN DE UN TETRAEDRO

Sea el tetraedro de vértices A, B, C y D. Estos cuatro puntos determinan tres vectores

D ] AB, AC y AD sobre los cuales podemos construir
; H un paralelepipedo y descomponerlo en dos prismas
triangulares iguales de vértices ABCDEF vy
BCEHFG respectivamente.

Cada uno de estos prismas se puede
C considerar formado por tres tetraedros todos ellos
de igual volumen.

B G

Para el primero de los prismas, los tetraedros serian: ABCD, DCEF y DCFB. En
consecuencia, el paralelepipedo construido sobre los tres vectores AB, AC y AD estaria

formado por seis tetraedros y teniendo en cuenta la interpretacion geométrica del producto mixto
nos quedara:

1 — — —

~{AB,AC,AD} = V =~ {AB,AC, AD}

tetraedro

6- Vtetraedro

EJEMPLO.

e Calcular el volumen del tetraedro cuyos vértices son A(3,5,7), B(1,0,-1), C(7,-1,4) y
D(11,4,-6).

Puesto que las coordenadas de B son mas comodas de utilizar que las de los otros puntos,
consideramos B como origen y formamos los vectores:

BA = (3,5,7) - (1,0,-1) = (2,5,8)
BC = (7,-1,4) - (1,0,~1) = (6,-15)
BD = (11,4,-6) — (1,0,-1) = (10,4,-5)

En consecuencia,

2 5 8
v. _llg 4 os|- 10+250+192 - (-80) ~40—(-150) _642 _, . |
®ho 4 -5 ° 0
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PERPENDICULAR COMUN A DOS RECTAS QUE SE CRUZAN.

Se llama PERPENDICULAR COMUN a dos rectas que se cruzan a la recta que corta
perpendicularmente a cada una de ellas.

Consideremos las rectas r(A,J) y s(B,a'). Sabemos que el vector dxd' es
perpendiculara d ya d' v, por tanto, perpendicular a las rectas rys.

En consecuencia, la perpendicular comdn a ellas llevara la direccion del vector d xd'.
Como para tener determinada la recta nos faltaria conocer un punto de la misma, nos resulta
mas facil y comodo obtener la recta perpendicular comun mediante sus ecuaciones
cartesianas de la siguiente forma:

a. Calculamos el plano que contiene a la recta r y al vector d xd'; es decir, calculamos el
plano determinado por el punto A, el vector d y el vector d xd':
z(Ad,dxd")
b. Calculamos un segundo plano que contiene a la recta sy al vector d xd':
7'(B;d',dxd")
La interseccidn de estos dos planos calculados rt y =’ s una recta que tiene por direccion
la comtn a ambos planos: d x d

MINIMA DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN.

Se define la distancia entre dos rectas que se cruzan como la minima distancia entre los
puntos de las rectas, es decir, es la distancia de un punto de ellas al plano que contiene a la
otra y es paralelo a la primera. También podemos definirla como la distancia entre los
puntos de interseccion de las rectas con la perpendicular comun.

Estas definiciones nos estan dando algunos procedimientos para calcular la minima
distancia entre dos rectas que se cruzan. Sin embargo, la forma mas répida de calcular la
minima distancia es la siguiente:

La altura del paralelepipedo construido con los dos vectores de direccion de las rectas y
un tercer vector que une dos puntos Ay B de las rectas r y s, es precisamente la minima
distancia entre las dos rectas:

Volumen = Area,,, x altura

paralelepipedo

TR ST PURTRE L2
=i

EJEMPLO.

e Hallar la perpendicular comln y la minima distancia entre las rectas:
r=x=y-1=z Ss=x=y=32-1

La recta r esta determinada por el punto A(0,1,0) y su vector direccion d (112).

Para determinar la recta s hacemos z = A con lo que sus ecuaciones paramétricas serian:
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X=-1+31 B(-1-10)
S=<qy=-1+34 = i (331
4 .(33D)

Obtenidos los elementos que determinan las dos rectas estudiamos la posicion relativa de
las mismas. Para ello, calculamos el determinante formado por los vectores AB,d, ,d, :

AB = (-1,-1,0) - (0,1,0) = (-1,-2,0)

1 -2 0
1 1 1=(-1+(6)+0-0-(=3)-(-2)=-2%0
3 3 1

En consecuencia, al ser el determinante distinto de cero, los tres vectores son linealmente
independientes y las dos rectas se cruzan.

Vamos a calcular la perpendicular comin a ambas rectas y para ello:

e Hallamos el producto vectorial d, xd, :
i j ok
dxd =1 1 1|=-2i+2] = d, xd, =(-220)
3 31

e Plano que contiene a la recta r y al vector d, xd_ :

x 1 -2
a(r,d xd)=ly-1 1 2|=0 = -2x-2(y-1)+4z=0 = x+y-2z-1=0
z 1 0

e Plano que contiene a la recta s y al vector d, xd, :

Xx+1 3 -2
z‘(s,arxas)sy+1 3 2|=0= -2(x+)-2(y+1)+12z2=0 = x+y—-62+2=0
z 1 0

Por tanto, la ecuacion de la recta perpendicular comdn a las rectas dadas, en su forma
cartesiana, nos viene dada por las ecuaciones de los planos calculados:

X+y—-2z2-1=0
X+y—-6z2+2=0

e Minima distancia entre las rectas:

A(0,1,0) B(-1,-1,0) .
Tenemos: r:< - S:< . AB = (-1,-2,0) ~ (1,2,0)
d, (111 d, (331
d, xd, =(-2,2,0) {d,.d,, AB}=2

Yy, en consecuencia:
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T2 24 22 2

{d..d..AB} 2 2 2 ﬁul
d, 2

EJERCICIOS RESUELTOS.

. Xx+y=0 i
1. Hallar los planos que contienen a la recta r E{ y 0 y forman un angulo de 60°
X+2=

conelplano 7=x+y+z=0.

La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r nos viene dada por la ecuacion
del haz: (x+y)+k(x+2)=0 = (@+k)x+y+kz=0 vy su vector ortogonal nos
vendra dado por Ai'(1+k,L k).

El vector ortogonal al plano mes A(111).

El &4ngulo formado por los dos planos es igual que el &ngulo formado por sus vectores
ortogonales. Entonces:

1+k+1+k 2+ 2k

COS< 7z, '>=Cc0S< N,N'>= =
\/(1+ K)? +12 + k212 +12 +1°  4/2+2k+2k2/3

Como el angulo que tienen que formar los dos planos es de 60° tendremos:
2+ 2k 1

J2+2k+2k2 43 2

Resolviendo la ecuacion resultante, obtenemos:

242k 1 L Aqek) =242k 2k2B =
V2+2k +2k243 2

= 42(1+k)2:(\/2+2k+2k2\/§)2 = 16(1+2k+k*)=3(2+2k +2k*) =

~13++169-100 -13++/69 -

= 5k?+13k+5=0 = k= —

10 10
AL Ny
N 10
k = ﬂ ~_213
10

Sustituyendo estos valores en la ecuacion del haz de planos, nos queda:
Si k=-047 = 0.53x+y-0.47z=0
Si k=-213 = -1.13x+y-213z=0

que son las ecuaciones de los planos pedidos.
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2. Hallar la ecuacion del plano paraleloa x +2y—z+1=0 y que diste V6 del origen.

La ecuacion de cualquier plano paralelo al dado sera de la forma:
X+2y-z+D=0

Como la distancia del origen a estos planos tiene que ser V6, nos quedaré:

D :

= D=6 = D={

d(O,n) =

6
-6

En consecuencia, los planos buscados tienen por ecuacion:

X+2y-2+6=0 X+2y—-2-6=0
3. Dada larecta r:XT_lzy—_;:iz yelplano 7=x-2y+z+3=0.

Encontrar la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano . Determinar el angulo que
forman ry m.

e La proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano & estard contenida en el plano T,
luego la ecuacion de este plano serd una ecuacion cartesiana de la recta pedida.

La otra ecuacidn cartesiana sera la ecuacion de un plano que contenga a la recta r y sea
perpendicular al plano . Este plano nos vendra determinado por el punto base de la recta
r, su vector direccion y el vector ortogonal al plano .

Entonces:
. [Aa20) x-1 1 1

=1 |d@-2-2); = #'=|y-2 -2 -21=0 = -6(x-)-3(y-2)=0 =
A(L-22) z -2 1

= 2x-D)+(y-2)=0 = 2x+y-4=0
Por tanto, las ecuaciones cartesianas de la recta proyeccion de r sobre el plano = seran:

X—2y+2+3=0
2x+y —-4=0

e Angulo formado por la recta r y el plano x:

;Tr.n _ (0-2-2)-(1-21) _1+44-2_ 3 _ 1 _

-HnH_ 1+4+4./1+4+1 /9.6  3/6 /6

= <I,n>= arcseni= 24° 5' 41"

/6

sen<r,mw>=
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4. a) ¢Queé relacion debe existirentre a y B para que los vectores
0,=(0 -3 1) 0G=(3 B 5 U, =(1 -4 3)
sean linealmente independientes?
b) Determinar, si es posible, un vector no nulo V que sea perpendicular a G, y U, Yy,
ademas, sea paralelo a u,.

Consideremos la matriz A formada por los tres vectores dados U, U,, U,

a -3 1
A=|3 g 5
1 -4 3

Para que los tres vectores sean linealmente independientes, el rango de la matriz A debe

de ser tres. Por tanto, si queremos que el rango de A sea tres, su determinante debe ser
distinto de cero.

Vamos a calcular el determinante de A y hacerlo distinto de cero para que los vectores
sean linealmente independientes:

|A =30 -15-12— B +20a + 27 = 3af - B+ 20a = B(3a —1) + 20cx

Hacemos el determinante de A distinto de cero y despejamos [ en funcion de o,
obteniendo de esta forma la relacion pedida para que los vectores sean independientes:

20 20
3a-1)+200 20 = B #— #*
pBa=1)+20a P 171 34

En consecuencia, para que los tres vectores sean linealmente independientes, se tiene que
verificar que

20
1-3x

g+

b) Consideremos el vector V(X,Y,z)

Si vlil, = Vv-U,=0 = ox-3y+z=0
Si vliti, = V:-U,=0 = 3x+Py+52=0

si v|u, = v=k, = ~=Y=f_k
1 4 3
Resolviendo el sistema resultante, obtenemos:
x= Kk
ok —3(-4k)+3k =0 a-k+15k =0
y=-4k; = =

3k + B(~4k) +5-3k =0 18k —4kB =0

Como el vector Vv que buscamos es distinto de cero, obligatoriamente k tiene que ser
también distinto de cero. Dividiendo ambas ecuaciones por k, obtenemos:

a=-15

a+15=0
= 18 9

18-44=0 =27
s B 2-3
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5.

En consecuencia, s6lo podremos encontrar el vector V en las condiciones que nos piden
9 _ . : "
para los valores de a =-15 y ,B:E. Este vector V podria ser el mismo vector G, 0

cualquier otro proporcional a él.

(1) Dados los planos de ecuaciones respectivas x =0 e y =0, hallar la ecuacion del
plano & que contiene al punto P(1,2,3) y a la recta comun a los planos dados.

(2) Determinar la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta
dada por las ecuaciones x=3 e y=3.

Las ecuaciones de los planos dados seran las ecuaciones cartesianas de la recta comun a
ambos. La ecuacion de cualquier plano que contenga a dicha recta nos viene dada por la
ecuacion del haz:

X+Ay=0
Como el plano que nos interesa es el que contiene al punto P(1,2,3), las coordenadas de éste
. - - 1
tendran que verificar la ecuacion del haz: 1+241=0 = A= -
Sustituyendo este valor en la ecuacion del haz y operando, obtendremos el plano pedido:

x—%y=0 = 2x-y=0

(2) Determinar la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta
dada por las ecuaciones x=3 e y=3.

Primer método:

X=3
Las ecuaciones paramétricas de la recta dada seran {y=3 'y, por tanto el punto de
Z=2A

corte Q con la recta pedida tendré unas coordenadas de la forma Q(3,3,A). Los puntos Py Q
determinan la recta pedida que tendra una direccion

PQ=(33,4)-(123)=(21,1-3)
que debe ser perpendicular a la direccion de la recta dada d(0,0,1). Por tanto:
PQ-d=0 = (21,4-3)-(001)=0 = A1-3=0= 1=3
En consecuencia, el punto de corte de ambas rectas sera el punto Q(3,3,3) y la recta
x-1 y-2 7-3
1 0

pedida tendra por ecuacion

Sequndo método:

Calculamos un plano que contenga a la recta dada y pase por P. Para ello operamos como
en el apartado (1) tomando la ecuacion del haz de planos que contiene a la recta dada:
(x=3)+A(y—-3)=0

quedandonos con el que pasa por P(1,2,3):

1-3)+A(2-3)=0 = -2-A=0 = A=-2
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y sustituyendo en la ecuacion del haz, obtenemos:
(x-3)-2(y-3)=0 = x-2y+3=0

Por otra parte, calculamos la ecuacion de un plano perpendicular a la recta dada que pase
por P:

Como el vector direccion de la recta es d(0,0), la ecuacién de cualquier plano
perpendicular a ella sera de la forma:

0.x+0.y+1lz+k=0 = z+k=0

Como tiene que pasar por P(1,2,3), éste debe de verificar dicha ecuacién: 3+k=0 = k=
—3. La ecuacion del plano buscado serd z-3=0.

Por tanto, la recta pedida dada por sus ecuaciones cartesianas sera:
X—2y+3=0
z-3=0

6. Dado un punto arbitrario P de R®, sea Q el punto del plano 2x — 2y —z = 0 que esta
mas cerca de P. Construye una matriz A tal que si las coordenadas del punto
a

P =(a,b,c) se escriben en un vector columna v =|Db|, entonces las coordenadas de Q
C
son las componentes del vector A-v.

El punto del plano dado mas cercano al punto P sera el pie de la perpendicular a dicho
plano que pase por P. Para calcular el pie de la perpendicular calcularemos la recta
perpendicular al plano que pasa por Py, después, buscaremos la interseccion de la recta
calculada con el plano dado.

La recta perpendicular al plano dado tendrd por direccion la misma que la del vector
ortogonal al plano; por tanto, como el vector ortogonal al plano tiene por coordenadas
(2,-2,-1), la ecuacion de la recta en su forma paramétrica sera:

X=a+24
r.<y=b-241
z=C—-A

Para buscar las coordenadas del punto Q, calculamos la interseccion de la recta y el plano
resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones:

X=a+2A4
=b-24
y =2@+241)-2(b-21)-(c-4)=0=>
Z=C—A1
2x—2y-2=0
= (Qa-2b-c)+A(4+4+1)=0 = JZ_E_T%_C

ESPACIO AFIN-EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL 138



Sustituyendo en las ecuaciones de la recta obtenemos las coordenadas del punto Q

2a—-2b-c 9a—-4a+4b+2c 5a+4b+2c
X=a+2(- ) = =
9 9 9
2a—2b-c 9p+4a-4b-2¢c 4a+5b-2c
y=b+2- = =
9 9 9
2a-2b-c 9c+2a-2b-c 2a-2b+8c
9 9 9

Teniendo las coordenadas de Q vamos a tratar de buscar la matriz A que verifica que las
coordenadas de Q son las componentes de Av. Tendremos

a 5a+4b+2c a 5 4 2 a
A-lb :3 4a+5h-2c|] = A:-|b :é 4 5 -2|b
c 2a—-2b+8c Cc 2 -2 8
En consecuencia,
5 4 2
1
A==.14 5 =2
2 -2 8

7. De un paralelogramo ABCD se conocen el centro M(2,1,2) y dos vértices consecutivos
A(1,2,5) y B(0,1,4). Determina:
(1) Las coordenadas de los otros dos veértices Cy D.
(2) El area del paralelogramo.
(3) La ecuacidn del plano IT que lo contiene.
(4) La ecuacién del plano que es perpendicular aIT y contiene a la diagonal AC.

(1) Si tenemos en cuenta que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto
medio, tendremos que:

D C

Vértice C: AC = 2.AM

Vértice D: BD = 2.BM

A B

Si consideramos que las coordenadas de C son(X,,Y,,2,) y lasde D son (x,,Y,,Z,), entonces:

AM =(21,2)—(1,2,5) = (1,-1,-3)

X, -1=2 =X, =3
AC=(x,-1y,-2,2,-5)=2.(1-1-3) =y, -2=-2=1y,=0
,-5=-6=12=-1
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Por otro lado,
BM =(212) - (01,4) = (2,0,-2)
X, =4 =>X,=4
BD=(X,,Y,-12,-4)=2.(20-2) = {y,-1=0 =y, =1
2,-4=-4=17,=0

Por tanto, las coordenadas de C son (3,0,—1) y las de D(4,1,0).

(2) Teniendo en cuenta la interpretacién geométrica del producto vectorial, el modulo de éste es
igual al area del paralelogramo construido con base los dos factores, vamos a calcular

primero los vectores AB y AD.
AB = (0.1,4) - (1,2,5) = (-1,-1,-1)
AD = (41,0) - (125) = (3,-1,-5)

El producto vectorial de ellos sera
ABxAD=|-1 -1 -1/=4i —-8]+4k ~ (4,-8,4)

3 -1 -5

y su modulo:

[AB x AD| = /47 + (-8)7 + 47 = 16+64+16 =166 =46 us

(3) Teniendo en cuenta que el vector producto vectorial es ortogonal al plano determinado por
los vectores, el vector (4,-8,4) ~ (1,—2,1) es un vector ortogonal al plano determinado por

los vectores AB y AD y, en consecuencia, la ecuacién del plano nos vendra dada por
X-2y+z+k=0

y como tiene que pasar por cualquiera de los cuatro puntos que determinan el
paralelogramo, las coordenadas de éstos tendran que verificar su ecuacion:

Aell = 1-2-2+5+k=0 = 2+k=0 = k=-2
Por tanto, la ecuacion del plano que contiene al paralelogramo sera:
X-2y+z-2=0
(4) El plano perpendicular a IT que contiene a la diagonal AC nos vendra determinado por el

punto Ay los vectores AC y n, siendo fi el vector ortogonal al plano. La ecuacion de este
plano nos vendra dada por:

x-1 1 1
M'(AAC,i)=ly-2 -2 -1=0 = 7.(x-)+4(y-2)+1.(z-5)=0 =
z-5 1 -3

= 7x+4y+2-20=0
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8. ¢Existe alguna recta cuyas proyecciones ortogonales sobre los planos coordenados son,
respectivamente,
4x =1 sobre XOY, 3x—z =1 sobre XOZ, 3y—-5z=2 sobre YOZ?

Si existe, determinarla. Si no existe, explica por que.

Para calcular la proyeccion de una recta sobre un plano, el método mas facil es encontrar
sus ecuaciones cartesianas (recta dada como interseccion de dos planos): uno de ellos es el
plano sobre el que proyectamos y el segundo es un plano perpendicular al primero que
contiene a la recta que proyectamos.

En nuestro problema, las rectas proyeccion sobre cada uno de los planos cartesianos nos
vienen dadas por sus ecuaciones cartesianas:

4x =1 X-z=1 3y—-52=2

Podemos comprobar facilmente que los planos que determinan cada una de las rectas
proyeccion son ortogonales entre si. Para comprobar si existe una recta cuyas proyecciones
sean las dadas, los planos perpendiculares a los planos cartesianos tendrian que tener una
recta en comun (la que estariamos proyectando).

Veamos si es cierto: para ello estudiamos la posicion relativa de los planos a ver si tienen
una recta en coman, resolviendo el sistema formado por los tres planos

4x =1
X -1z=1
3y-52=2

Tomamos las matrices de coeficientes y ampliada del sistema y estudiamos sus rangos:

4 0 O 4 0 0 1
M={3 0 -1 M"=l3 0 -1 1
0 3 -5 0 3 -5 2

Si tenemos en cuenta que |[M|=12 = r(M)=3 y r(M")=3, entonces el

sistema es compatible y determinado: los tres planos se cortan en un punto y no en una
recta.

Por tanto, no existe ninguna recta cuyas proyecciones sobre los ejes son las rectas dadas.

9. Hallar de forma razonada un punto P del plano determinado por los puntos A(2,0,0),
B(0,4,0) y C(0,0,6) que esté a igual distancia de los tres (P se llama circuncentro del
tridngulo cuyos vértices son A, By C).

La ecuacion del plano determinado por los tres puntos sera (en su forma segmentaria):
XY 21 o ex43y+2z=12
2 4 6
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El punto P que se nos pide equidista de los vértices del tridngulo, luego se encontrara en
los planos mediadores de cada uno de los lados del triangulo.

e Plano mediador del segmento AB:
Punto medio del segmento: M = (1,2,0)

Vector determinado por los puntos: AB = (0,4,0)-(2,0,0) = (-2,4,0) ~ (-1,2,0)

Plano mediador:
-X+2y+D=0

ComotienequepasarporM : —-1+22+D=0 = D=-3
= —-X+2y-3=0
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10.

10.

11.

12.

Hallar el punto simétrico del punto P(2,0,1) respecto de larecta r:x-1=y=2z+1
Hallar el punto simétrico del punto P(2,3,1) respecto del plano 7=x+y+z+3=0.
Hallar el &rea del tridngulo de vértices A(1,3,0), B(4,2,1) y C(0,-3,2).

. _ _ {x + y-z+1=0

Hallar la ecuacion del plano © que contiene a la recta r de ecuaciones
X+2y+z =0

es ortogonal al plano « =2x-y+3z+1=0. Obtener también las ecuaciones paramétricas
de la recta determinada por © y o.
Encontrar la ecuacion del plano que es perpendicular al 5x +y + 4z =0 y pasa por los
puntos A(3,1,2) y B(3,4,4).
Hallar la ecuacién del plano paraleloa x +2y —z+ 1 =0 y que diste V6 del origen.
Hallar el volumen del tetraedro que determina el plano de ecuacion x+2y+2z—-4=0 con
los ejes coordenados.

Hallar la distancia entre los planos:
X+y+z2-3=0

3X+3y+3z-5=0

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular a
:{x:—z+1 y g X+2_y-1_z+1
y=2y+3 3 1 2
Estudiar la posicion relativa entre las rectas
X=2-34 X=5+3u
riy=4+4 S:Iiy=2u
z=1-27 2=1+2u

y, en el caso de que se crucen, calcular la perpendicular comin y la minima distancia entre
ellas.
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