Muestreo. Tipos de muestreo. Inferencia
Introduccion

Nota.- Puede decirse que la Estadistica es la ciencia que se preocupa de la recogida de
datos, su organizacién y analisis, asi como de las predicciones que, a partir de esos datos
pueden hacerse Los aspectos anteriores hacen que pueda hablarse de dos tipos de Es-
tadistica: Descriptiva e Inferencial

Nota.- La Estadistica Descriptiva se ocupa de tomar los datos de un conjunto dado, or-
ganizarlos en tablas o representaciones graficas y del calculo de unos numeros que nos
informen de manera global del conjunto estudiado. No utiliza la Probabilidad

Nota.- La Estadistica Inferencial trata sobre la elaboracion de conclusiones para una
poblacion, partiendo de los resultados de una muestra y del grado de fiabilidad de las
conclusiones. Utiliza la Probabilidad

Nota.- Nos dedicamos ya a la Estadistica Inferencial.

Nota.- Cuando hay que hacer un estudio estadistico sobre una poblacion, lo mas habi-
tual es que no se pueda acceder a todos los individuos que la componen; es necesario,
entonces, elegir una muestra, realizar el estudio sobre ella y después intentar extrapolar
los datos a toda la poblacion en general. La muestra se tiene que elegir de manera que
sea lo mas representativa posible. El proceso que sigamos para la extraccion de la mues-
tra se denomina muestreo.

Estadistica inferencial. Muestreo

Def.- La Estadistica Inferencial se ocupa de inferir o deducir las caracteristicas de la po-
blacion a partir de las caracteristicas de una muestra

Nota.- Existen dos formas de hacer Estadistica Inferencial:

.La estimacién de parametros.

.Las pruebas de hipétesis.

En esta leccion nos vamos a ocupar de la estimacién de parametros y en la siguiente de
las pruebas de hipédtesis.

Def.- Los parametros poblacionales o parametros son los indices centrales y de dis-
persion que definen a una poblacién (media, varianza, proporcion..).

Def.- Los estadisticos muestrales o estadisticos son los indices centrales y de disper-
sion que definen a una muestra (media, varianza, proporcion.. muestrales).

Nota.- En la inferencia estadistica es necesario utilizar muestras, que representen a la

poblacién. Esto se consigue mediante las técnicas de muestreo.
Tipos de muestreo

Nota.- En los muestreos hay que ver si hay o né reemplazamiento, y si hay o né aleato-
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riedad. Segun esto tenemos los siguientes conceptos.

En la Comunidad Andaluza, se consideran que los muestreos son aleatorios y con reem-
plazamiento. Desde el punto de vista tedrico de la inferencia estadistica, una poblacién
finita en la que los individuos son elegidos son elegidos con reemplazamiento puede ser

considerada como infinita.

- Muestreo con reemplazamiento es el que se realiza cuando un elemento tomado de la
poblacién vuelve de nuevo a ella para poder volver a ser elegido. En esta situacién, cada
miembro de la poblacion puede seleccionarse mas de una vez.

Este tipo de muestreo hace que una poblacion finita pueda ser considerada, al menos en
su aspecto tedrico, como una poblacién infinita.

- Muestreo sin reemplazamiento es el que se efectua sin devolver a la poblacion los
elementos que se van eligiendo para construir la muestra. En este caso, cada miembro de
la poblacion no puede seleccionarse mas de una vez.

- Muestreo aleatorio es el que se efectua teniendo en cuenta que cada miembro de la
poblacion tiene la misma probabilidad de ser elegido en la muestra. Con este tipo de
muestreo, las muestras son representativas, es posible conocer los posibles errores co-

metidos y pueden hacerse inferencias estadisticas. (Bombo de loteria).

- En general, llamaremos N al tamano de la poblaciéon (numero de individuos que la com-

ponen, en el caso que sea finita) y n al de la muestra.

- Muestreo aleatorio estratificado

Es el que se utiliza cuando en la poblacién se pueden distinguir varios colectivos (estra-
tos) cuya presencia queremos reflejar en la muestra. Llamaremos N+, N3, Ns,... al ta-
mano de los estratos (con N1+ N2 + N3 + ,.. = N), y n1, ny, ns,.., al numero de indivi-
duos de los respectivos estratos que hay en la muestra (con ny+ n2+ n3+ ... = n).
Segun el criterio que elijamos para reflejar los estratos en la muestra, tenemos dos sub-
tipos en este muestreo: con afijacion igual (también llamada constante o simple) y con
afijacion proporcional.

En el caso de muestreo aleatorio estratificado con afijacion igual, no se toma en cuenta
el numero de individuos que componen cada estrato, sino que todos tienen la misma
presencia en la muestra. Por ejemplo, si hay 5 estratos, de cada uno se elegirian n/5
individuos para la muestra, independientemente del peso que cada uno de ellos tuviera

en la poblacion. Es decir, ny=n,=n3= ... = n/5.
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En el caso de muestreo aleatorio estratificado con afijacion proporcional, si se toma en
cuenta el tamafo de cada estrato. Lo que se pretende es que la muestra mantenga, en
su composicion, la misma proporcién de individuos que cada estrato tenga en la pobla-
cion.

n, _Ng _n

Enestecaso ~t="2=_ =Mk
N, N, N,

De n1/N4 = n/N, obtenemos n1= (N4.n)/N

pd

De ny/N2 = n/N, obtenemos n = (N2.n)/N, y asi sucesivamente.

¢ ¢ En cierta poblacion habitan 1500 nifios y jévenes, 7500 adultos y 1000 ancianos. Se
desea realizar un estudio para conocer el tipo de actividades de ocio que se desean incluir
en el nuevo parque en construccion. Para ello, van a ser encuestados 200 individuos ele-
gidos al azar.
a) Si se utiliza muestreo estratificado con afijacién igual, ¢ cual sera el tamafio muestral
correspondiente a cada estrato?
b) Si se utiliza muestreo estratificado con afijacion proporcional, ¢cual sera el tamano
muestral correspondiente a cada estrato?

sol
El muestreo evidentemente es sin reemplazamiento
(a) En el muestreo estratificado con afijacion igual dividimos el total de la nuestra entre 3
(nifios, adultos, ancianos) y tomamos esa cantidad de cada estrato.
En nuestro caso 200/ 3 = 66’66, como son personas elegimos 66 nifios, 67 adultos y 67
viejos, porque 66 + 67 + 67,( la suma tiene que ser 200 y tenemos que aproximar los da-
tos) .
b) En el muestreo estratificado con afijacién proporcional deben considerarse los estratos
formados por nifios y jévenes, adultos y ancianos. El tamafio de cada uno de los estratos
debe ser proporcional a la cantidad de individuos de cada uno de ellos. Asi, se tiene que:

X y z _ 200 1

1500 7500 1000 10000 50

X = 1500 30 nifios y jovenes; y = 7500 _ 150 adultos; ; z = 1000 _ 20 ancianos
50 50 50

La muestra debe estar formada por 30 nifios y jévenes, 150 adultos y 20 ancianos elegi-

dos aleatoriamente entre sus respectivos colectivos.
Muestreo aleatorio sistemético

Se suele utilizar para ahorrar costes, y en este tipo de muestreo es necesario ordenar a
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los individuos de la poblacion asignandoles de este modo un numero ordinal a cada uno.
Dividimos N (tamafo de la poblacién) entre n (tamafio de la muestra), nos da como re-
sultado un n° h (llamado coeficiente de elevacién), y después elegimos, al azar, uno
de los h primeros individuos de la poblacién, por ejemplo el que ocupa el lugar k, y a
partir de ahi la muestra se iria obteniendo escogiendo individuos de h en h, es decir: k, k
+h, k+2h, k + 3h,..., k + (n-1)h.

Distribucion de las medias, proporciones muestrales y diferencias de

medias.

Nota.- Una vez obtenida la muestra de la poblacién, y realizado el estudio sobre ella,
llega la fase en que hay que obtener conclusiones sobre toda la poblacion. Nosotros
vamos a estimar la media de la poblacién, o la proporcion de individuos de esa pobla-
cion que tienen una determinada 6 la diferencia de medias .

Distribucion de las medias muestrales

Vamos a considerar ahora todas las muestras posibles de tamafio n que se puedan
extraer de una poblacion, y la variable aleatoria X formada por sus correspondientes
medias muestrales. Si llamamos “p” y “c” a la media y la desviacion tipica de la po-
blacién (respectivamente), y siendo X la variable aleatoria formada por las medias
muestrales, entonces se verifica:

(1) La media de X es p, es decir p(X) = p.

(2) La desviacion tipica de X es o/V(n), es decir o( X) = o/\(n). (Este resultado sélo
es valido para poblaciones infinitas o para poblaciones finitas en las que el mues-

treo se ha hecho con reemplazamiento).

(3) SiX — N(u,0), entonces X — N . Distribucion muestral de medias

o
(e, T )
(4) (Teorema Central del Limite).- Si X no sigue una ley normal, pero n = 30,
7
Jn

¢ ¢ Una poblacion esta formada por solo cinco elementos, con valores 3, 5, 7, 9 y 11.

entonces se puede considerar que X — N(u,

Consideramos todas las muestras posible de tamafio 2 con reemplazamiento que puedan
extraerse de esta poblacion. Se pide calcular:

a) La media de la poblacion.

b) La desviacion tipica de la poblacion

c) La media de la distribucion muestral de medias.

d) La desviacion tipica de la distribucién muestral de medias, es decir, el error tipico de las
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medias.
sol
a) La media de la poblaciones u=(3+5+7+9+11)/5=35/5=7

b) La desviacion tipica de la poblacién es:

=./8=2.8284

. \/(3-7)2 +(5-7) +(7-7)% +(9-TY +(11-7)’
5

Construyamos la distribucion muestral de medias y, para ello, calculamos la media de to-

das las muestras posibles con reemplazamiento de tamafio 2 que son 25. Los resultados

pueden verse en la tabla siguiente:

MUESTRAS

Elementos (3|33 |33 |5(5|5|5|5 |7|7|7|7,7(9(9/9|9]|9 |[11]11|11]11]11
911113|5|7(9|11(3|5|7|9|11|3|5|7|9|11|3 |5 |7 |9 |11

Media de
la 3/4|/5|/6|7 |4/5/6|7| 8 |5/6/7/8/9|6|7|8|9|/10|7 |8 |9 (10|11

muestra x;

La distribucion muestral de medias puede verse en la tabla que sigue.

Media de la Muestra x; Numero de muestras Probabilidad p(xi)
X1 = 1 1/25
X2 =4 2 2/25
x3=5 3 3/25
X:=6 4 4/25
Xs=7 5 5/25
Xe=8 4 4/25
=9 3 3/25
<= 10 2 2/25
=11 1 1/25

Podemos representarla poniendo en abscisas las medias muestrales y en ordenadas las
probabilidades.

c) La media de la distribucion muestral de medias (media de medias) es:

1_ _
w= 3% -p(x:)=3-(1/25) + 4-(2/25) + ...... + 10-(2/25) + 11(1/25) = 175/25 = 7
i=1

-

d) La desviacion tipica de la distribucién muestral de medias es:
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c=\/i§i-p(i \/1325 2= (Z=2

Cuando la poblacién es infinita o las muestras se extraen con reemplazamiento, se verifi-

ca:
= oO-=——
H=n y X

¢ ¢ Las estaturas de 1200 estudiantes de un centro d ensefianza superior se distribuyen
normalmente con media 1’72 y desviacion tipica 0'9 m. Si se toman 100 muestras de 36
estudiantes cada una, se pide:
a) La media y la desviacion tipica esperada de la distribucidon muestral de medias.
b) ¢ En cuantas muestras cabria esperar una media entre 168 y 1’73 m?
c) ¢ En cuantas muestras es de esperar que la media sea menor que 1’69 m?
sol
a) La media y la desviacion tipica esperada de la distribucion muestral de medias es:

p=p=172m y a-i—ﬂ-owm

NN

Por ser el tamano muestral mayor que 30 aplicamos el teorema central del limite, que

afirma que la distribucidon muestral de medias se aproxima a una distribucién normal:

(o}
N(u,—
(n W )
b) Tipificamos los valores 1,68 y 1,73 segun la distribucion N(1°72, 0’15), obteniendo.
Z168 =(1'68 — 1'72)/0’15 = - 0’27 y 2173 =(1'73 =172)/0’15 = 0’07

La probabilidad de muestras con medias entre 1’68 y 1°73 m es:

p(1'68 < X <1'73)=p(-027<Z<007)=p(Z<007)-[1 -p(Z<027)] =

= 05279 - (1 - 06064) = 0’1343

El numero de muestras esperado es 100 .0’1343 = 13 muestras.

c) Tipificamos el valor 1’69 m que se distribuye segun N(1'72, 0’15), obteniendo:

Z169 =(1'69 — 1'72)/0’15 = - 0’2

La probabilidad de muestras con medias menores que 1’69 m es:

p(Z<-02)=1-p(Z<02)=1-05793 = 04207

El numero de muestras esperado es 100 .0’4207 = 42 muestras.

Distribucion de las proporciones muestrales
Nota.- Vamos a estudiar ahora de todas las muestras posibles de tamafo n, la propor-

cion de sus individuos que tienen una determinada caracteristica. Llamaremos p al va-
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lor de esa proporcidn en toda la poblacion, y P a la variable aleatoria constituida por
las proporciones muestrales. Entonces también se puede demostrar que:

(1) La media de P es p, es decir u(P) = p.

(2) La desviacion tipica de P es P9 , €s decir o(P) = P9 ,dondeq=1-p
n n

(3) Si n =30, entonces se puede considerar que P — N(p, % ), que es la distri-
bucién muestral de proporciones.
¢ ¢ Una poblacion esta formada por los elementos 1, 2,4 y 6.
a) Calcula la proporcion p de cifras impares.
b) Para cada una de las muestras con reemplazamiento de tamano dos, calcula la propor-
cion P de cifras impares.
c¢) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucién muestral de proporciones.
sol
a) La proporcién de cifras impares es p = 1/4 = 0,25

b) La proporcion de cifras impares de cada una de las muestras puede verse en la tabla.

Muestras (11| 12| 14| 16| 21(2224/26 41|4204446 61|626466

Proporcion

(P)10,50,50,50,50000,50000,50OO

c) La media de las proporciones anteriores es:
uP)=(1+05+05+05+05+0,5+0,5+0+..+0)/16 =025

La desviacion tipica de la distribucién de proporciones es:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
G(P)=\/1 +0.5°+0,5°+0.5°+0.6° 40,8 +0,5°+0° +..+0° _ (o00 _ (360

16
Cuando la poblacion es finita o las muestras se extraen con reemplazamiento en una po-
blacion finita con proporciones p y q, se verifican las relaciones siguientes:

wP)=p=025 vy oP) =29 =03062
n

¢ ¢ Una maquina fabrica piezas de precisién. En su produccién habitual fabrica un 3% de
piezas defectuosas. Un cliente recibe una caja de 500 piezas procedentes de la fabrica.

a) ¢, Cual es la probabilidad de que encuentre mas del 5% de piezas defectuosas en la ca-
ja?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que encuentre menos de un 1% de piezas defectuosas?

sol
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La distribucion muestral de proporciones admite como media y desviacion tipica:

o _p-q _ [(0,03)(0,97) _ .,
wP)=p=0,03 vy G(P)—\/ = = 200 = 00076

La distribucién muestral se distribuye segun la normal N(0'03; 0°0076), dado que el tama-
Ao de las muestras es superior a 30. Las probabilidades pedidas son:

a) p(P>0’05)=1- p(P<0’05)=1- p( Z< % )=1-p(Z<2'63)=1-0"9957=0"0043

0,01-0,03

b) p(P < 0’01) = p( Z<
) p( ) = p( 0.0076

)=p(Z <-2'63) = 1 - p(Z < 2'63) = 1-0'9957 = 0°0043

Distribucion muestral de diferencia de medias
Nota.- Cuando estudiarnos dos colectivos conjunta y comparativamente se consideran:
la media del primer colectivo, o4 su desviacion tipica y n4 el numero de elementos de una
muestra; asi como u» , 62 y ny las del segundo colectivo.
Nota.- Las relaciones existentes entre los estadisticos de la distribucion muestral y los
parametros de las poblaciones, asi como la relacién entre las distribuciones de las pobla-
ciones y la distribucion muestral de diferencia de medias se muestran a continuacion.
Nota.- Si dos poblaciones siguen sendas distribuciones normales N(u1,61) ¥y N(uz,62), 0
bien, si ambas poblaciones tienen distribuciones cualesquiera con medias p y pp, desvia-
ciones tipicas o1 y o2 , Y las respectivas muestras son de tamafos ny y n, mayor que
30, entonces la distribucién muestral de diferencias de medias sigue una distribuciéon nor-
2 2

mal N( p1- p2; C;—1+Z—2 ), y la variable tipificada viene dada por la expresion
1 2

(;1 — X2 )_(,u1 — 1)

X1-X2

Z =

Nota.- Si o1 Y o2 no son conocidas, se aproximan estas por las desviaciones tipicas de
sendas muestras siempre que el tamafo de ambas sea superior a 100.

¢ ¢ Los tubos de imagen de television fabricados por la empresa A tienen una duracion
media de vida de 2500 horas, con una desviacion tipica de 500 horas, mientras que los
fabricados por la empresa B tienen una duracién media de vida de 2300 horas con una
desviacion tipica de 800 horas. Se toman 300 tubos de imagen de la empresa Ay 200 de
la empresa B. Calcula la probabilidad de que la duracién media de vida de la muestra de
A no sea superior en mas de 100 horas a la duracion media de vida de la muestra de B.

sol

La distribucion muestral de medias de las poblaciones Ay B, X1 y Xs esta caracterizada
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500 800
or uw =2500; - =2500; o = 20 . 5 =80

p #XA ’uXB O-XA /300 O-XA /200

La distribucién muestral de diferencia de medias, X a - X s; admite como media y desvia-

cion tipica:

2 2
s = =p - p =2500-2300=200 y o . =[C00° (800

- - =63'5
xa-xe 300 200

La probabilidad de que X - Xs < 100 es:

P(Xa - Xe < 100)=p(Z< 10%;?" )= P(Z <-1,57) = 0,0582

Inferencia
Introduccidén

Nota.- La inferencia estadistica trata de obtener conclusiones sobre la poblacién a partir
de la informacién proporcionada por una muestra aleatoria; es decir, obtener de las pro-
piedades de las muestras una aproximacion fiable a las del colectivo o poblacién en estu-
dio.

Nota.- Las inferencias sobre el valor de un parametro poblacional, como es la media p, la
proporcion p 0 la diferencia de medias, se pueden hacer mediante estimaciones (puntua-
les o por intervalos de confianza) y mediante contrastes de hipo6tesis (lo veremos en
otra leccion).

Def.- Un pardmetro es un valor numérico que describe una caracteristica de la poblacion
(u, p, o2, etc.)

Def.- Un estadistico es toda funcion de los datos muestrales, que asigna a cada muestra
de tamano n elegida de la poblacién (por muestreo aleatorio simple), un valor numérico.
Tenemos una variable aleatoria que tendra una distribucion de probabilidad llamada Dis-
tribucién en el muestreo del estadistico.

Def.- Un estimador para un pardmetro poblacional desconocido es un estadistico que
nos da un valor que pertenece al conjunto de valores que puede tomar el parametro que
se estima. Los que usaremos son:

- Para la media poblacional p utilizaremos el estimador MEDIA MUESTRAL X, que sa-
O

Jn

bemos sigue una N(u , ), €s decir:

(o}
—)
Jn

(Se consideraran las muestras de tamano n = 30 para poder aplicar el Teorema Central

del Limite y asegurar la distribucion anterior). ]
- Para la proporcion muestral p utilizaremos el estimador PROPORCION MUESTRAL P,

gue sabemos sigue una N(p, ‘/E ), es decir:
n

X = N(u,
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P ~ N(p, ‘/pn_q ), dondeq=1-p

(Se consideraran las muestras de tamano n = 30 para poder aplicar el Teorema Central
del Limite y asegurar la distribucion anterior).

- Para la diferencia de medias p; - p utilizaremos el estimador DIFERENCIA DE ME-

2 2
DIAS X, - X,, que sabemos sigue una N( p1- pz; |2t+22 ), es decir:
ny Ny

2 2

= = o o
X, - X, = N(pq-p2; [—H+—2)

ny Ny

(Se consideraran las muestras de tamano n = 30 para poder aplicar el Teorema Central

Estimacién Puntual

Nota.- Consiste en tomar como valor del parametro poblacional desconocido (u, p...), el
de un estadistico (x, p, ...), obtenido en una muestra aleatoria elegida de la poblacién ob-

jeto de estudio; es decir, al ofrecido por el estimador sobre una muestra.

Se utilizaran los estimadores definidos en el apartado anterior para hacer estimaciones de
la media y la proporcién poblacional.

Estimacién por intervalos de confianza

Nota.- Consiste en encontrar un intervalo (a, b) de manera que tengamos una cierta con-
fianza (nivel de confianza 1 - a) de que el parametro poblacional desconocido y, p...), se
encuentre en dicho intervalo.

Se considera que la poblacion de partida sigue una distribucion Normal con desviacion
tipica conocida (o) para la estimacion de u, o una distribucién Binomial para la estimacién
de p.

Pasos para construir el intervalo de confianza

(a) Se elige un estimador del parametro que se desea estimar (X parap, P parapy
X,-X, para p - up).

(b) Se elige un nivel de confianza 1 — a. con el que se desea construir el intervalo, eso
quiere decir que, antes de elegir la muestra, se tendra un probabilidad 1 — o de que el in-
tervalo construido a partir de esa muestra contenga al parametro de la poblacion.

(c) Se toma una muestra aleatoria de la poblacion de tamafio n y en ella se obtiene el
valor del estadistico correspondiente.

(d) Se construye el intervalo centrado en el estadistico (X,p, X, -X,), teniendo en cuenta

que al ser intervalos simétricos, se tiene que cumplir p(|Z] < z1.42 ) = 1 - a. Desarrollando

esta expresion obtenemos, segun la distribucién muestral correspondiente, obtendremos
las probabilidades:

Pl x - z,._ .£<,u<x+z_ CZl=1-a
1a/2\/ﬁ 1a/2\/ﬁ
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/p(1 1-p) | =

[p Zy iz p tZi s j_

p| (X, %,) - O'_+°'_<ﬂ ~u, < (X, X,) +z _0_124.0'_22 =1-a
1 2 17(2/2 n1 n2 1 2 1 1-al2 n1 n2

con lo cual los respectivos intervalos de confianza seran:

I(u) = ( Z J_x+z1a,2 \/_jparaestimaru

I (ﬁ Zi_qi2- p(1 p p Zi_ai2- p(1 b J para estlmarp

2 2 2 2
— o, O _ o, | O :
|(M1— MZ) = {&1')(2) " Zi a2 n_1+n_2! (XiX3) + 2 - n_1+n_2] para estimar pa — po
1 M 1 M

Donde z4 .2 €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) tal
que p(-Z1-a2 £ Z £ Z142 ) =1 -0, siendo 1 — a el nivel de confianza elegido.

De laigualdad p(-z1-a2 £ Z £ Z14p ) =1-0a, se deduce que p(Z < z142)=1-0/2, que
se mira en la tabla de la distribucion Normal, y nos dara el correspondiente valor critico
Z1-g/2 -

Def.- Se llama amplitud del intervalo a la diferencia = Extremo superior - Extremo infe-
rior del intervalo de confianza.

¢ ¢ Se ha extraido una muestra de 145 alumnos de una escuela de artes, a los que se les
ha propuesto un test de habilidad. La media y la desviacion tipica obtenida de la muestra
son 82 y 14, respectivamente. A partir de estos datos, calcula el intervalo en el cual se
hallara la media de poblacion al nivel de confianza del 95%. Calcula el intervalo de con-
fianza para los mismos datos correspondientes al nivel de confianza del 99%.

Sol
Los valores que proporciona la muestra de tamafio n = 145 son: x =82y o = 14. La dis-

tribucion muestral de medias sigue una distribucion normal N(un , o). Como el tamafio

muestral es superior a 100, podemos aproximar la desviacion tipica de la muestra por la
de la poblacién:

El valor critico z1.,2, correspondiente al nivel de confianza 1 — a = 95% es z1.42 = 1'96;
porque p(Z< Zi.42) = 1— a/2 = 1- 0°05/2 = 0’975, y mirando en la N(0;1) obtenemos z1.q2=
1'96

- (2
( Zi g \/— X+Z1 a/z'ﬁj

Sustituyendo y operando, se obtiene: (82 — 1'96.1’162; 82 + 1°96.1°162) = (79'72; 84°28).
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Por tanto, el intervalo (79'72; 84°28) contendra la media p de la poblacién con una proba-
bilidad de 95%.
En el caso del nivel de confianza del 99% se tiene que el valor critico z1.,2 correspondien-
te a este nivel de confianza es z1.» = 2,58; pues de p(Z < Z1op2) =1-a/2=1+001/2 =
=0'995, y mirando en la N(0;1) obtenemos z1.,2 = 2'58
Sustituyendo y operando, se tiene: (82 — 2'58.1°162, 82 + 2'58.1°162) = (79°'00, 85°00).
Luego, el intervalo (79’00, 85°00) contendra a la media de la poblaciéon con una probabili-
dad del 99%.
Se observa que, al aumentar el nivel de confianza, se amplia el intervalo y tenemos mas
seguridad de encontrar la media de la poblacion en el ultimo intervalo calculado.
¢ ¢ Para estimar la proporcién de estudiantes de una universidad que esta a favor de la
reinsercion social del delincuente, se entrevistd aleatoriamente a 500 estudiantes. El 58%
estaba a favor. Calcula el intervalo de confianza, al nivel de confianza del 95%, en el cual
se hallara la poblacién universitaria que se encuentra a favor.

Sol
Como el tamafo muestral es superior a 100, podemos aproximar P y Q de la poblacion
por las proporciones p y q de la muestra.
p =0,58; q = 0,42; o(p) = V [(PQ)/n] =V [(pq)/n] =V [(0’58 . 0°42)/500] = 0°02.
Hemos visto en un problema anterior que a un nivel de confianza 1 - o = 95% = 0’95, le

corresponde el valor z1.42 = 1,96.

El intervalo de confianza para una proporcion p es (P ~Zi q/EP +Z, 5 JEJ sus-
n n

tituyendo y operando con los datos, se obtiene (0°'58 — 1°96.0’'02, 0’58 + 1'96.0°02) es decir
el intervalo es (0’5408; 0°'6192) al nivel de confianza del 95%

El verdadero porcentaje poblacional P se encontrara en el intervalo (0'5408; 0°6192) con
una probabilidad del 95%.

- El error de la estimacidn es la diferencia, en valor absoluto, entre el parametro pobla-
cional y el estadistico muestral, por lo tanto el error maximo de estimacion sera el radio
del intervalo (lo que sumamos o restamos al punto medio del intervalo):

(o3

= Ziune ﬁ

-Error maximo=E=2z__,., /M = z1_a/2.‘/m , para el intervalo de la proporcion (radio
n n

-Error maximo = E , para el intervalo de la media (radio del intervalo) y
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del intervalo) .
2 2
-Error maximo =E = z,_,,.|%-+%2  para el intervalo diferencia de medias (radio del inter-
n1 n2

valo) .

Nota.- A veces si me dan el intervalo (a,b) tenemos en cuenta que el error es E = béa Y

. . a+
que el punto medio del intervalos

, serd X, p 6 (X,-X, ), dependiendo del tipo de

intervalo.

Tamarfo de la muestran

-Si aumentamos el tamafo de la muestra elegida, manteniendo la misma confianza, o
sea, el mismo valor critico z1.42, menor error cometemos al inferir el valor del parametro.

-Esto quiere decir que podemos calcular el tamafio de muestra necesario para tener un
error maximo concreto con un nivel de confianza previamente fijado.

-Si se mantiene fijo el tamafno de la muestra y se desea aumentar el nivel de confianza
1-a (con lo que aumentaria el valor critico z1..2), aumentaria también el error de la esti-
macion.

Nota.- De la formula del error (lo que sumamos o restamos al punto medio del intervalo de
confianza) se suele sacar el tamafo de la muestra, despejando la incognita “n”

2
DeE = obtenemos n = (Mj en N(u, g

Z'] al2” \/_

DeE = z1_a,2,/pq obtenemos n = @ 1“’2) PG en N(p; ,/ )

¢ ¢ Se desea hacer una estimacion sobre la edad media de una determinada poblacién.
Calcula el tamafo de la muestra necesario para poder realizar dicha estimacién con un
error medio de medio afio a un nivel de confianza del 99,73%. Se conoce de estudios pre-
vios que la edad media de dicha poblacion tiene una desviacion tipica de ¢ = 3.

Sol
A un nivel de confianza 1 - a = 99'73% le corresponde un valor critico z1.42 = 3, porque de
P(Z £ Z14p) = 1— /2 = 1- 00027/2 = 0’99865, y mirando en la N(0;1) obtenemos z1.42= 3

Ademas, c =3 yelerrorE=0,5.
2
Con estos datos si lo ponemos en la férmula n =[Z1‘°‘;E;'Gj , se obtiene n = (32.3%)/(0’5)*=

=324

De 324 personas, al menos, debe estar compuesta la muestra.
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¢ ¢ Deseamos conocer el numero de personas mayores de edad que seria necesario in-
cluir en una muestra nacional para estimar la clase de actividad en Espafia con un error
absoluto de E = 0,04 y un nivel de confianza del 99'73%. Se dispone de una valor P =
0,45 del ultimo censo.

Sol
A un nivel de confianza 1 - a = 99,73% le corresponde un valor critico z1.,2 = 3, porque de
P(ZS Z1.42) = 1— /2 = 1- 0°0027/2 = 0’99865, y mirando en la N(0;1) obtenemos z1.,2= 3.
Ademas P = 0,45, entonces Q = 0,55.

5 a n
Con estos datos llevados a la férmula n = (Z“"E% se obtiene n=(32.0'45.0'55)/(0’44)?

= 1392

Se necesitan para la muestra, al menos 1392 personas.

+ ¢ Al medir el tiempo de reaccidn, un psicologo estima que la desviacion tipica es de
0,05 segundos. ¢De qué tamafo ha de tomarse una muestra de medidas para tener una
confianza de 99% de que el error de estimacion no supera 0,01 segundos?
Sol

La variable tiempo de reaccion tiene media p y desviacion tipica ¢ = 0,05.

La distribucion de medias muestrales X sigue una ley de media p y desviacion tipica
o/\(n) = 0,05/N(n)

—H

0'05/</n

El valor critico, z1.4/2, para el intervalo en al nivel de confianza 1 - o = 0,99 es z1.4» = 2,58;

Por tanto, la variable Z = se distribuye segun la normal N(O, 1).

porque de p(Z< z1.42) = 1— /2 = 1- 0°01/2 = 0’995, y mirando en la N(0;1) obtenemos
Z1.2 = 2,58.

Sabemos que en las medias muestrales el errores E = z de donde despejando

o
1—al2 ﬁ )

2
j = 166’41, de donde el tamarfio de la muestra de

E 0'01

medidas tiene que ser 167 o mayor.
Algunos Ejercicios de Selectividad

2 . '
se obtiene n = (sz : Gj - (2 58.0'05

¢ ¢ En cierto barrio se quiere hacer un estudio para conocer mejor el tipo de actividades de ocio que gustan
mas a sus habitantes. Para ello, van a ser encuestados 100 individuos elegidos al azar.

a) Explica qué procedimiento de seleccion seria mas adecuado utilizar: muestreo con o sin reposicion. ¢ Por
qué?

b) Como los gustos cambian con la edad y se sabe que en el barrio viven 2500 nifios, 7000 adultos y 500
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ancianos, posteriormente se decide elegir la muestra anterior utilizando muestreo estratificado.

b, ) Define los estratos.

b, ) Determina el tamafio muestraj correspondiente a cada estrato.

Sol ( (a) 25 nifios, 70 adultos, 5 ancianos )
¢ ¢ Se sabe que el cociente intelectual de los alumnos de una universidad se distribuye segun la ley normal
de media 100 y varianza 729.
a) Halla la probabilidad de que la muestra de 81 alumnos tenga un cociente intelectual medio inferior a 109.
b) Halla la probabilidad de que la muestra de 36 alumnos tenga un cociente intelectual medio superior a
109.

Sol ( (a) P(x < 109) = 0,9987; (b) P(x > 109) = 0,0228 )
¢ ¢ Los 6000 huevos de una gran partida tienen masas que estan distribuidas normalmente. Se escogen
al azar 10 huevos y se halla que sus masas son: 40, 36, 44, 42, 48, 49, 38, 50 y 38 gramos, respectivamen-
te.
a) Halla la media y la desviacion de la muestra.
b) Suponiendo que la masa media de los huevos de la partida es la misma que la calculada en a), pero que
la desviacion tipica de la masa es de 5,5 gramos, demuestra que el numero de huevos de la partida con
masa superior a 50 gramos es aproximadamente 440.

c) Sabiendo que 5 000 de los 6 000 huevos tienen masas superiores a x gramos, estima el valor de x.

Sol ( (a) ;= 42 g;6=5,239; (b) 441 huevos; (c)x = 36,72 gramos )
+ ¢ Una muestra aleatoria de 100 alumnos que se presenta a las pruebas de selectividad revela que la me-
dia de edad es de 18,1 anos. Halla un intervalo de confianza de 90% para la edad media de todos los estu-

diantes que se presentan a las pruebas, sabiendo que la desviacién tipica de la poblacion es de 0,4.
Sol (18,034; 18,166)
+ ¢ Se quiere conocer la permanencia media de pacientes en un hospital. Se tienen datos referidos a la es-

tancia, expresada en dias, de 800 pacientes, de donde se han sacado los resultados siguientes: ; = 8,1
dias, s = 9 dias
Se pide obtener un intervalo de confianza del 95% para la estancia media.

Sol (7,57; 8,73)
¢ ¢ En una muestra aleatoria de 1 000 personas, estan a favor de que el ministerio de Economia mantenga
la presion fiscal el 65%. Halla el intervalo de confianza del 99%. En una encuesta realizada un afio antes
habia resultado un 68% favorable al mantenimiento de la presion. ;Cae este valor dentro del margen de
confianza de la nueva encuesta?

Sol (p = 68% = 0,68; este valor cae dentro del intervalo)
¢ ¢ La duracion de bombillas sigue una distribucién normal de media desconocida y desviacion tipica de 50
horas. Para estimar la duracién media, se experimenta con una muestra de tamafio n Calcula el valor de n
para que, con un nivel de confianza del 95%, se haya conseguido un error en la estimacion inferior a 5

horas.
Sol (385 bombillas)
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