
Unidad 5. Funciones y fórmulas trigonométricas 1

Página 128

1. Aunque el método para resolver las siguientes preguntas se sistematiza en la
página siguiente, puedes resolverlas ahora:

a) ¿Cuántos radianes corresponden a los 360° de una circunferencia?

b) ¿Cuántos grados mide 1 radián?

c) ¿Cuántos grados mide un ángulo de  radianes?

d) ¿Cuántos radianes equivalen a 270°?

a) 2π b) = 57° 17' 44,8"

c) · = 90° d) · 2π = 3 
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2. Pasa a radianes los siguientes ángulos:

a) 30° b) 72° c) 90°

d) 127° e) 200° f ) 300°

Expresa el resultado en función de  π y luego en forma decimal.

Por ejemplo: 30° = 30 · rad = rad ≈ 0,52 rad

a) · 30° = rad ≈ 0,52 rad

b) · 72° = rad ≈ 1,26 rad

c) · 90° = rad ≈ 1,57 rad

d) · 127° ≈ 2,22 rad

e) · 200° = rad ≈ 3,49 rad

f) · 300° = rad ≈ 5,24 rad5π
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3. Pasa a grados los siguientes ángulos:

a) 2 rad b) 0,83 rad c) rad

d) rad e) 3,5 rad f) π rad

a) · 2 = 114° 35' 29,6" b) · 0,83 = 47° 33' 19,8"

c) · = 36° d) · = 150°

e) · 3,5 = 200° 32' 6,8" f) · π = 180°

4. Completa la siguiente tabla y añade las razones trigonométricas (seno, coseno
y tangente) de cada uno de los ángulos. Te será útil para el próximo apartado:

La tabla completa está en el siguiente apartado (página siguiente) del libro de texto.
Tan solo falta la última columna, que es igual que la primera.
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1. Demuestra la fórmula II.2 a partir de la fórmula:

cos (a + b) = cos a cos b – sen a sen b

cos (a – b) = cos (a + (–b)) = cos a cos (–b) – sen a sen (–b) =

= cos a cos b – sen a (–sen b) = cos a cos b + sen a sen b

2. Demuestra la fórmula II.3 a partir de la fórmula:

tg (a + b) = 

tg (a – b) = tg (a + (–b)) = 
(*)
= = 

(*) Como  8  tg (–a) = – tg a
°
¢
£

sen (–a) = –sen a
cos (–a) = cos a

tg a – tg b
1 + tg a tg b

tg a + (– tg b)
1 – tg a (– tg b)

tg a + tg (–b)
1 – tg a tg (–b)
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1 – tg a tg b
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3. Demuestra la fórmula II.3 a partir de las siguientes fórmulas:

sen (a – b) = sen a cos b – cos a sen b

cos (a – b) = cos a cos b + sen a sen b

tg (a – b) = = 
(*)
= 

= = 

(*) Dividimos numerador y denominador por  cos a cos b.

4. Si  sen 12° = 0,2  y  sen 37° = 0,6,  halla  cos 12°,  tg 12°,  cos 37° y  tg 37°. Cal-
cula, después, a partir de ellas, las razones trigonométricas de 49° y de 25°,
utilizando las fórmulas (I) y (II).

• sen 12° = 0,2

cos 12° = = = 0,98

tg 12° = = 0,2

• sen 37° = 0,6

cos 37° = = = 0,8

tg 37° = = 0,75

• 49° = 12° + 37°,  luego:

sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37° =

= 0,2 · 0,8 + 0,98 · 0,6 = 0,748

cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° – sen 12° sen 37° = 

= 0,98 · 0,8 – 0,2 · 0,6 = 0,664

tg 49° = tg (12° + 37°) = = = 1,12

(Podría calcularse  tg 49° = ).
• 25° = 37° – 12°,  luego:

sen 25° = sen (37° – 12°) = sen 37° cos 12° – cos 37° sen 12° =

= 0,6 · 0,98 – 0,8 · 0,2 = 0,428

cos 25° = cos (37° – 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° =

= 0,8 · 0,98 + 0,6 · 0,2 = 0,904

tg 25° = tg (37° – 12°) = = = 0,478
0,75 – 0,2

1 + 0,75 · 0,2
tg 37° – tg 12°

1 + tg 37° tg 12°

sen 49°
cos 49°

0,2 + 0,75
1 – 0,2 · 0,75

tg 12° + tg 37°
1 – tg 12° tg 37°

0,6
0,8

√1 – 0,36√1 – sen2 37°

0,2
0,98

√1 – 0,04√1 – sen2 12°

tg a – tg b
1 + tg a tg b

sen a cos b cos a sen b
—————— – ——————
cos a cos b cos a cos b
cos a cos b sen a sen b

—————— + ——————
cos a cos b cos a cos b

sen a cos b – cos a sen b
cos a cos b + sen a sen  b

sen (a – b)
cos (a – b)
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5. Demuestra la siguiente igualdad:

= 

= =

= = = 

6. Demuestra las tres fórmulas (III.1), (III.2) y (III.3) haciendo  a = b en las fór-
mulas (I).

sen 2a = sen (a + a) = sen a cos a + cos a sen a = 2 sen a cos a

cos 2a = cos (a + a) = cos a cos a – sen a sen a = cos2 a – sen2 a

tg 2a = tg (a + a) = = 

7. Halla las razones trigonométricas de 60° a partir de las de 30°.

sen 60° = sen (2 · 30°) = 2 sen 30° cos 30° = 2 · · =  

cos 60° = cos (2 · 30°) = cos2 30° – sen2 30° = ( )2 – ( )2 = – = = 

tg 60° = tg (2 · 30°) = = = = = 

8. Halla las razones trigonométricas de 90° a partir de las de 45°.

sen 90° = sen (2 · 45°) = 2 sen 45° cos 45° = 2 · · = 1

cos 90° = cos (2 · 45°) = cos2 45° – sen2 45° = ( )2 – ( )2 = 0

tg 90° = tg (2 · 45°) = = 8  No existe.

9. Demuestra que:

= 

= = = 1 – cos a
1 + cos a

2 sen a (1 – cos a)
2 sen a (1 + cos a)

2 sen a – 2 sen a cos a
2 sen a + 2 sen a cos a

2 sen a – sen 2a
2 sen a + sen 2a

1 – cos a
1 + cos a

2 sen a – sen 2a
2 sen a + sen 2a

2 · 1
1 – 1

2 tg 45°
1 – tg2 45°

√2
2

√2
2

√2
2

√2
2

√3
2 · √

—
3/3

2/3
2 · √

—
3/3

1 – 3/9
2 · √

—
3/3

1 – (√—
3/3)2

2 tg 30°
1 – tg2 30°

1
2

2
4

1
4

3
4

1
2

√3
2

√3
2

√3
2

1
2

2 tg a
1 – tg2 a

tg a + tg a
1 – tg a tg a

1
tg a

cos a
sen a

2 cos a cos b
2 sen a cos b

cos a cos b – sen a sen b + cos a cos b + sen a sen b
sen a cos b + cos a sen b + sen a cos b – cos a sen b

cos (a + b) + cos (a – b)
sen (a + b) + sen (a – b)

1
tg a

cos (a + b) + cos (a – b)
sen (a + b) + sen (a – b)
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10. Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las fórmu-
las IV.1, IV.2 y IV.3.

• cos a = cos (2 · ) = cos2 – sen2

Por la igualdad fundamental:

cos2 + sen2 = 1   8 1 = cos2 + sen2

De aquí:

a) Sumando ambas igualdades:

1 + cos a = 2 cos2 8 cos2 = 8 cos = ±

b) Restando las igualdades (2-ª – 1-ª):

1 – cos a = 2 sen2 8 sen2 = 8 sen = ±

• Por último:

tg = = = 

11. Sabiendo que  cos 78° = 0,2,  calcula  sen 78° y  tg 78°.  Averigua las razones
trigonométricas de 39° aplicando las fórmulas del ángulo mitad.

• cos 78° = 0,2

sen 78° = = = 0,98

tg 78° = = 4,9

• sen 39° = sen = = = 0,63

cos 39° = cos = = = 0,77

tg 39° = tg = = = 0,82√1 – 0,2
1 + 0,2√1 – cos 78°

1 + cos 78°
78°
2

√1 + 0,2
2√1 + cos 78°

2
78°
2

√1 – 0,2
2√1 – cos 78°

2
78°
2

0,98
0,2

√1 – 0,22√1 – cos2 78°

√1 – cos a
1 + cos a

±√1 – cos a
2

±√1 + cos a
2

sen a/2
cos a/2

a
2

√1 – cos a
2

a
2

1 – cos a
2

a
2

a
2

√1 + cos a
2

a
2

1 + cos a
2

a
2

a
2

a
2
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2
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12. Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de  cos 60° = 0,5.

• cos 60° = 0,5

• sen 30° = sen = = 0,5

cos 30° = cos = = 0,866

tg 30° = tg = = 0,577

13. Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de  cos 90° = 0.

• cos 90° = 0

• sen 45° = sen = = = 

cos 45° = cos = = 

tg 45° = tg = = = 1

14. Demuestra que  2tg a · sen2 + sen a = tg a. 

2 tg a · sen2 + sen a = 2 tg a · + sen a =

= (1 – cos a) + sen a = sen a ( + 1) =

= sen a ( ) = sen a · =

= = tg a

15. Demuestra que  = tg2 .

= =

= = = tg2 a
2

1 – cos a
1 + cos a

2 sen a (1 – cos a)
2 sen a (1 + cos a)

2 sen a – 2 sen a cos a
2 sen a + 2 sen a cos a

2 sen a – sen 2a
2 sen a + sen 2a

a
2

2sen a – sen 2a
2sen a + sen 2a

sen a
cos a

1
cos a

1 – cos a + cos a
cos a

1 – cos a
cos a

sen a
cos a

1 – cos a
2

a
2

a
2

√1√1 – 0
1 + 0

90°
2

√2
2√1 + 0

2
90°
2

√2
2√1

2√1 – 0
2

90°
2

√1 – 0,5
1 + 0,5

60°
2

√1 + 0,5
2

60°
2

√1 – 0,5
2

60°
2
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16. Para demostrar las fórmulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:

• Expresa en función de  a y  b :

cos (a + b) = ..........         cos (a – b) = ..........

• Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendrás dos expresiones.

• Sustituye en las expresiones anteriores:

8  a = b = 

• cos (a + b) = cos a cos b – sen a sen b

cos (a – b) = cos a cos b + sen a sen b

Sumando 8 cos (a + b) + cos (a – b) =  2 cos a cos b (1)

Restando 8 cos (a + b) – cos (a – b) = –2 sen a sen b (2)

• Llamando  8  a = ,  b = (al resolver el sistema)

• Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

(1)  8  cos A + cos B = 2 cos cos

(2)  8  cos A – cos B = –2 sen sen 

17. Transforma en producto y calcula:

a) sen 75° – sen 15° b) cos 75° + cos 15° c) cos 75° – cos 15°

a) sen 75° – sen 15° = 2 cos sen =

= 2 cos 45° sen 30° = 2 · · = 

b) cos 75° + cos 15° = 2 cos cos =

= 2 cos 45° cos 30° = 2 · · = 

c) cos 75° – cos 15° = –2 sen sen =

= –2 sen 45° cos 30° = –2 · · = – √6
2

√3
2

√2
2

75° – 15°
2

75° + 15°
2

√6
2

√3
2

√2
2

75° – 15°
2

75° + 15°
2

√2
2

1
2

√2
2

75° – 15°
2

75° + 15°
2

A – B
2

A + B
2

A – B
2

A + B
2

A – B
2

A + B
2

°
¢
£

a + b = A
a – b = B

A – B
2

A + B
2

°
¢
£

a + b = A
a – b = B
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18. Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta frac-
ción y simplifica el resultado:

= = = tg 3a
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1. Resuelve estas ecuaciones:

a) 2cos2 x + cos x – 1 = 0 b) 2sen2 x – 1 = 0

c) tg2 x – tg x = 0 d) 2sen2 x + 3cos x = 3

a) cos x = = = 

Las tres soluciones son válidas (se comprueba en la ecuación inicial).

b) 2 sen2 x – 1 = 0  8  sen2 x = 8  sen x = ± = ±

• Si  sen x = 8  x1 = 45°,  x2 = 135°

• Si  sen x = – 8  x3 = –45° = 315°,  x4 = 225°

Todas las soluciones son válidas.

c) tg2 x – tg x = 0  8  tg x (tg x – 1) = 0 

Todas las soluciones son válidas.

d) 2 sen2 x + 3 cos x = 3  (*)8 2 (1 – cos2 x ) + 3 cos x = 3

(*) Como  sen2 x + cos2 x = 1  8  sen2 x = 1 – cos2 x

2 – 2 cos2 x + 3 cos x = 3  8  2 cos2 x – 3 cos x + 1 = 0

cos x = = =

Entonces: • Si  cos x = 1  8  x1 = 0°

• Si  cos x = 8  x2 = 60°,  x3 = –60° = 300°

Las tres soluciones son válidas.

1
2

1
1/2

3 ± 1
4

3 ± √9 – 8
4

tg x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°
tg x = 1  8  x3 = 45°,  x4 = 225°

√2
2

√2
2

√2
2

1

√2

1
2

1/2  8  x1 = 60°,  x2 = 300°

–1  8   x3 = 180°
–1 ± 3

4
–1 ± √1 + 8

4

2 sen 3a
2 cos 3a

4a + 2a 4a – 2a
2 sen ——–—— cos —–———

2 2

4a + 2a 4a – 2a
2 cos ——–—— cos —–———

2 2

sen 4a + sen 2a
cos 4a + cos 2a

sen 4a + sen 2a
cos 4a + cos 2a
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2. Resuelve:

a) 4cos 2x + 3 cos x = 1 b) tg 2x + 2cos x = 0 

c) cos (x/2) – cos x = 1 d) 2sen x cos2 x – 6sen3 x = 0

a) 4 cos 2x + 3 cos x = 1  8  4 (cos2 x – sen2 x ) + 3 cos x = 1  8 

8  4 (cos2 x – (1 – cos2 x)) + 3 cos x = 1  8  4 (2 cos2 x – 1) + 3 cos x = 1  8  

8  8 cos2 x – 4 + 3 cos x = 1  ò  8 cos2 x + 3 cos x – 5 = 0  8  

8  cos x = = =

• Si  cos x = 0,625  8  x1 = 51° 19' 4,13",  x2 = –51° 19' 4,13"

• Si  cos x = –1  8  x3 = 180°

Al comprobar las soluciones, las tres son válidas.

b) tg 2x + 2 cos x = 0  8  + 2 cos x = 0  8  

8  + cos x = 0  8  + cos x = 0  8  

8  + cos x = 0  8  sen x cos x + cos x (cos2 x – sen2 x) = 0  8  

8  cos x (sen x + cos2 x – sen2 x) = 0  8  cos x (sen x + 1 – sen2 x – sen2 x)  8  

8  cos x (1 + sen x – 2 sen2 x) = 0  8  

8
cos x = 0

1 + sen x – 2 sen2 x = 0  8  sen x = =

• Si  cos x = 0  8  x1 = 90°,  x2 = 270°

• Si  sen x = – 8  x3 = 210°,  x4 = 330° = –30°

• Si  sen x = 1  8  x5 = 90° = x1

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son válidas.

c) cos – cos x = 1  8  – cos x = 1  8  

8 – cos x = 1  8  = 1 + cos x 8  

8 1 + cos x = 1 + cos2 x + 2 cos x 8  cos2 x + cos x = 0  8  cos x (cos x + 1) = 0

• Si  cos x = 0  8  x1 = 90°,  x2 = 270°

• Si  cos x = –1  8  x3 = 180°

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las únicas válidas son:

x1 = 90° y  x3 = 180°

√1 – cos x√1 + cos x

√1 + cos x
2

√2
x
2

√2

1
2

–1/2
1

–1 ± √1 + 8
–4

sen x cos x
cos2 x – sen2 x

sen x/cos x

1 – (sen2 x/cos2 x)

tg x

1 – tg2 x

2 tg x

1 – tg2 x

10/16 = 5/8 = 0,625
–1

–3 ± 13
16

–3 ± √9 + 160
16

√2
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d) 2 sen x cos2 x – 6 sen3 x = 0  8  2 sen x (cos2 x – 3 sen2 x) = 0  8  

8  2 sen x (cos2 x + sen2 x – 4 sen2 x) = 0  8  2 sen x (1 – 4 sen2 x) = 0

• Si  sen x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°

• Si  sen2 x = 8  sen x = ± ò  x3 = 30°,  x4 = 150°,  x5 = 210°,  x6 = 330°

Comprobamos las soluciones y observamos que son válidas todas ellas.

3. Transforma en producto  sen 3x – sen x y resuelve después la ecuación
sen 3x – sen x = 0.

sen 3x – sen x = 0  8  2 cos sen = 0  8  2 cos 2x sen x = 0  8  

8  

• Si  cos 2x = 0  8  

• Si  sen x = 0  ò  x5 = 0°,  x6 = 180°

Comprobamos que las seis soluciones son válidas.

4. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen (π – x) = cos – x + cos π

b) sen – x + sen x = 0

a) sen (π – x) = sen x

cos ( – x) = –sen x Entonces, la ecuación queda:

cos π = –1

sen x = –sen x – 1  8  2 sen x = –1  8  sen x = 

Si  sen x = 8  x1 = rad,  x2 = rad

Al comprobar vemos:

x1 = 8 sen (π – x) = sen (π – ) = sen = 

cos ( – x) = cos ( – ) = cos = cos = 1
2

π
3

2π
6

7π
6

3π
2

3π
2

–1
2

–π
6

7π
6

7π
6

11π
6

7π
6

–1
2

–1
2

3π
2

√2)π
4(

)3π
2(

2x = 90° 8  x1 = 45°
2x = 270° 8  x2 = 135°
2x = 90° + 360° 8  x3 = 225°
2x = 270° + 360° 8  x4 = 315°

°
§
§
¢
§
§
£

cos 2x = 0
sen x = 0

°
¢
£

3x – x
2

3x + x
2

1
2

1
4
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Luego la solución es válida, pues:

sen (π – x) = = cos ( – x) + cos π = + (–1)

x2 = 8 sen (π – x) = sen (π – ) = sen ( ) = –

cos ( – x) = cos ( – ) = cos ( ) = cos ( ) = 

Luego también es válida esta solución, pues:

sen (π – x) = = cos ( – x) + cos π = + (–1)

Por tanto, las dos soluciones son válidas:  x1 = rad  y  x2 = rad

b) sen ( – x) = sen cos x – cos sen x = cos x – sen x

Luego la ecuación queda:

cos x – sen x + sen x = 0  8  cos x + sen x = 0  8

8  cos x + sen x = 0  8  cos x = –sen x 8  x1 = rad,  x2 = rad

Comprobamos que ninguna solución vale. Luego la ecuación no tiene solución.

5. Escribe, en radianes, la expresión general de todos los ángulos que verifican: 

a) tg x = – b) sen x = cos x

c) sen2 x = 1 d) sen x = tg x

a) x = 120° + k · 360° o bien  x = 300° + k · 360°

Las dos soluciones quedan recogidas en:

x = 120° + k · 180° = + k π rad = x con  k é Z

b) x = + k π rad  con  k é Z

c) Si  sen x = 1  8  x = + 2k π rad

Si  sen x = –1  8  x = + 2k π rad

d) En ese caso debe ocurrir que:

O bien  sen x = 0  8  x = k π rad

O bien  cos x = 1  8  x = 2k π rad

3π
2

π
2

π
4

2π
3

√3

7π
4

3π
4

√2
2

√2
2

√2
√2
2

√2
2

√2
2

√2
2

π
4

π
4

π
4

11π
6

7π
6

1
2

3π
2

–1
2

1
2

–π
3

–2π
6

11π
6

3π
2

3π
2

1
2

–5π
6

11π
6

11π
6

1
2

3π
2

–1
2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

Grados y radianes

1 Expresa en grados sexagesimales los siguientes ángulos dados en radianes:

a) b) c)

d) e) f)

☛ Hazlo mentalmente teniendo en cuenta que:  π radianes = 180°.

a) 30° b) 120° c) 240°

d) 225° e) 210° f) 810°

2 Expresa en grados sexagesimales los siguientes ángulos dados en radianes:

a) 1,5 b)3,2

c) 5 d)2,75

a) · 1,5 = 85° 56' 37" b) · 3,2 = 183° 20' 47"

c) · 5 = 286° 28' 44" d) · 2,75 = 157° 33' 48"

3 Pasa a radianes los siguientes ángulos dados en grados. Exprésalos en fun-
ción de  π y en forma decimal.

a) 40° b)108° c) 135°

d)240° e) 270° f) 126°

☛ Simplifica la expresión que obtengas sin multiplicar por  3,14...

a) = ≈ 0,7 rad

a) · 40° = ≈ 0,7 rad b) · 108° = ≈ 1,88 rad

c) · 135° = ≈ 2,36 rad d) · 240° = ≈ 4,19 rad

e) · 270° = ≈ 4,71 rad f) · 126° = ≈ 2,2 rad7π
10

2π
360°

3π
2

2π
360°

4π
3

2π
360°

3π
4

2π
360°

3π
5

2π
360°

2π
9

2π
360°

2π
9

40π
180

360°
2π

360°
2π

360°
2π

360°
2π

9π
2

7π
6

5π
4

4π
3

2π
3

π
6

PARA PRACTICAR
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4 Halla el resultado de las siguientes operaciones sin utilizar la calculadora:

a) 5 cos – cos 0 + 2 cos π – cos + cos 2 π

b)5 tg π + 3 cos – 2 tg 0 + sen – 2 sen 2 π

c) sen – 4sen + 3sen π – sen 

Comprueba el resultado obtenido utilizando la calculadora.

a) 5 · 0 – 1 + 2 · (–1) – 0 + 1 = –2

b) 5 · 0 + 3 · 0 – 2 · 0 + (–1) – 2 · 0 = –1

c) · 1 – 4(–1) + 3 · 0 – · 1 = 3

5 Prueba que:

a) 4 sen + cos + cos π = 2

b)2 sen + 4 sen – 2 sen = 3

a) 4 sen + cos + cos π = 4 · + · + (–1) = 2 + 1 – 1 = 2

b) 2 sen + 4 sen – 2 sen = 2 · + 4 · – 2 · 1 = 3 + 2 – 2 = 3

6 Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin utilizar la calcu-
ladora:

a) sen + sen + sen π

b) cos π – cos 0 + cos – cos 

c) sen – cos + tg + tg

Comprueba los resultados con la calculadora.

a) + 1 + 0 = 

b) –1 – 1 + 0 – 0 = –2

c) – – + + – = + + 1 – = 
5√3
3)1

3
1
2

1
2(√3)√3

3(√3)√3
2(√3

2

√2 + 2
2

√2
2

11π
6

4π
3

7π
6

2π
3

3π
2

π
2

π
2

π
4

1
2

√3
2

√3π
2

π
6

2π
3

√3

√2
2

√2
1
2

π
4

√2π
6

π
2

π
6

2π
3

√3

π
4

√2
π
6

5
3

2
3

π
2

5
3

3π
2

π
2

2
3

3π
2

π
2

3π
2

π
2
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7 Halla el valor exacto de estas expresiones sin usar la calculadora:

a) sen + cos – sen

b)cos + tg – tg

c) cos + sen – cos – 2 sen

Comprueba los resultados con la calculadora.

a) – + – – – = –

b) + – = +

c) · + – · – 2 · = + – 1 – 3 = –2

8 En cada caso halla, en radianes, dos valores para el ángulo  a tales que:

a) sen a = 0,32 b)cos a = 0,58

c) tg a = –1,5 d)sen a = –0,63

a) a1 = 0,33;  a2 = 2,82 b) a1 = 0,95;  a2 = 5,33

c) a1 = –0,98;  a2 = 2,16 d) a1 = –0,68;  a2 = 3,82

9 Indica, sin pasar a grados, en qué cuadrante está cada uno de los siguientes
ángulos:

a) 2 rad b)3,5 rad c) 5 rad

☛ Ten en cuenta que:

≈ 1,57;      π ≈ 3,14;      ≈ 4,7;      2π ≈ 6,28

a) 2.° cuadrante b) 3.er cuadrante c) 4.° cuadrante

Fórmulas trigonométricas

10 Halla las razones trigonométricas del ángulo de  75° sabiendo que 
75° = 30° + 45°.

sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° =

= · + · = √
—
2 + √

—
6

4
√2
2

√3
2

√2
2

1
2

3π
2

π
2

1
2

3
2

√3
2

√3
√2
2

√2
1
2

√3
2

√3

2√3
3

1
2

√3
3

√3
1
2

√2
2)√2

2()√2
2(√2

2

π
3

√3
π
4

√2
π
6

π
6

√3

7π
6

4π
3

5π
3

7π
4

3π
4

5π
4
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cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° – sen 30° sen 45° =

= · – · = 

tg 75° = tg (30° + 45°) = = = =

= = = =

= = 2 + 

NOTA: También podemos resolverlo como sigue:

tg 75° = = = = =

= = 2 + 

11 Sabiendo que  sen x = y que  < x < π,  calcula, sin hallar previamente el

valor de  x:

a) sen 2x b) tg c) sen x + 

d) cos x – e) cos f ) tg x + 

☛ Calcula  cos x  y  tg x  y después aplica las fórmulas.

cos x = – = – = – (Negativo, por ser del 2.° cuadrante).

tg x = = –

a) sen 2x = 2 sen x cos x = 2 · · (– ) = –

b) tg = = = = 3

Signo positivo, pues si  x é2.° cuadrante, entonces  é1.er cuadrante.

c) sen (x + ) = sen x cos + cos x sen =

= · + (– ) · = 
3√

—
3 – 4
10

1
2

4
5

√3
2

3
5

π
6

π
6

π
6

x
2

√ 9/5
1/5√ 1 – (–4/5)

1 + (–4/5)√ 1 – cos x
1 + cos x

x
2

24
25

4
5

3
5

3
4

sen x
cos x

4
5

9√1 – —
25

√1 – sen2 x

)π
4(x

2)π
3(

)π
6(x

2

π
2

3
5

√3
8 + 4√

—
3

4

2 + 6 + 2√
—
12

4

(√—
2 + √

—
6 )2

6 – 2
√

—
2 + √

—
6

√
—
6 – √

—
2

sen 75°
cos 75°

√3
12 + 6√

—
3

6

9 + 3 + 6√
—
3

6

(3 + √
—
3 )2

9 – 3
3 + √

—
3

3 – √
—
3

(√—
3 + 3)/3

(√—
3 – 3)/3

√
—
3/3 + 1

1 – √
—
3/3

tg 30° + tg 45°
1 – tg 30° tg 45°

√
—
6 – √

—
2

4
√2
2

1
2

√2
2

√3
2
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d) cos (x – ) = cos x cos + sen x sen =

= (– ) · + · = 

e) cos
(*)
= = = = = 

(*) Signo positivo, porque  é1.er cuadrante.

f ) tg (x + ) = = = = 

Página 143

12 Halla las razones trigonométricas del ángulo de 15° de dos formas, conside-
rando:

a) 15° = 45° – 30° b)15° = 

a) sen 15° = sen (45° – 30°) = sen 45° cos 30° – cos 45° sen 30° =

= · – · = = 0,258819

cos 15° = cos (45° – 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =

= · + · = = 0,965926

tg 15° = = = =

= = 2 – = 0,267949

b) sen 15° = sen = = = =

= = 0,258819

cos 15° = cos = = = = 0,9659258

tg 15° = = = 0,26794910,258819
0,9659258

√2 – √
—
3

√2 + √
—
3

√ 2 + √
—
3

4√ 1 + √
—
3/2

2√1 + cos 30°
2

30°
2

√2 – √
—
3

2

√ 2 – √
—
3

4√ 1 – √
—
3/2

2√1 – cos 30°
2

30°
2

√3
8 – 4√

—
3

4

6 + 2 – 2√
—
12

6 – 2
√

—
6 – √

—
2

√
—
6 + √

—
2

sen 15°
cos 15°

√
—
6 + √

—
2

4
1
2

√2
2

√3
2

√2
2

√
—
6 – √

—
2

4
1
2

√2
2

√3
2

√2
2

30°
2

1
7

1 – 3/4
1 + 3/4

–3/4 + 1
1 – (–3/4) · 1

tg x + tg π/4
1 – tg x tg π/4

π
4

x
2

√10
10√ 1

10√ 1/5
2√ 1 – 4/5

2√ 1 + cos x
2

x
2

3√
—
3 – 4
10

√3
2

3
5

1
2

4
5

π
3

π
3

π
3
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13 Sabiendo que  sen x = 2/3  y que  x es un ángulo del primer cuadrante, 
calcula:

a) sen 2x b) tg c) cos (30° – x)

sen x = cos x, tg x > 0

x é1.er cuadrante

8

é1.er cuadrante  8  

• cos x = = 1 – = 

• tg x = = 

a) sen 2x = 2 sen x cos x = 2 · · = 

b) tg = = = =

= = = 

c) cos (30° – x) = cos 30° cos x + sen 30° sen x = · + · =

= + = 

14 Si  tg a = – 4/3  y  90° < a < 180°,  calcula:

a) sen – a b)cos 180° – 

90° < a < 180° 8

Además,  é1.er cuadrante

• tg a = –

• = tg2 a + 1 = + 1 = 8 cos2 a = 8 cos a = –

• sen a = = = = 

a) sen ( – a) = sen cos a – cos sen a = 1 · (– ) – 0 · = – 3
5

4
5

3
5

π
2

π
2

π
2

4
5√ 16

25
9√1 – —
25

√1 – cos2 a

3
5

9
25

25
9

16
9

1
cos2 a

4
3

a
2

sen a > 0
cos a < 0

°
¢
£

)a
2()π

2(

3√15 + 5
15

1
3

√15
5

2
3

1
2

2√5
5

√3
2

√9 – 4√
—
5√ 45 – 20√

—
5

5√ 25 + 4 · 5 – 20√
—
5

25 – 4 · 5

√ 5 – 2√
—
5

5 + 2√
—
5√ 1 – 2√

—
5/5

1 + 2√
—
5/5√ 1 – cos x

1 + cos x
x
2

4√5
9

√5
3

2
3

2√5
5

2/3

√5/3

√5
3

4
9

√1 – sen2 x

sen x/2 > 0
cos x/2 > 0
tg x/2 > 0

°
§
¢
§
£

x
2

2
3

x
2

Unidad 5. Funciones y fórmulas trigonométricas 17

5UNIDAD

°
§
§
¢
§
§
£

°
§
§
¢
§
§
£



b) cos (180° – ) = cos 180° cos + sen 180° sen = –cos =

= – = – = – =

= – = – = –

15 Sabemos que  cos x = – y  sen x < 0.

Sin hallar el valor de  x,  calcula:

a) sen x b)cos (π + x) c) cos 2x

d) tg e) sen – x f ) cos π – 

8  x é3.er cuadrante  ò  é2.° cuadrante

a) sen x = – = – = – = –

b) cos (π + x) = cos π cos x – sen π sen x = –cos x = 

c) cos 2x = cos2 x – sen2 x = – = = 

d) tg = – = – = = 

e) sen ( – x) = sen cos x – cos sen x = cos x = –

f) cos (π – ) = cos π cos + sen π sen = –cos =

= – (– ) = = = 

16 Si  cos 78° = 0,2  y  sen 37° = 0,6,  calcula  sen 41°, cos 41° y  tg 41°.

41° = 78° – 37°

• sen 78° = = = 0,98

• cos 37° = = = 0,8√1 – 0,62√1 – sen2 37°

√1 – 0,22√1 – cos2 78°

√8
8√ 1

8√ 1 – 3/4
2√ 1 + cos x

2

x
2

x
2

x
2

x
2

3
4

π
2

π
2

π
2

√7√ 7
1√ 1 + 3/4

1 – 3/4√ 1 – cos x
1 + cos x

x
2

1
8

2
16

7
16

9
16

3
4

√7
4√ 7

16
9√1 – —
16

√1 – cos2 x

x
2

°
¢
£

cos x = –3/4
sen x < 0

)x
2()π

2(x
2

3
4

√5
5√ 1

5√ 2
10

√5 – 3
10√1 + (–3/5)

2√ 1 + cos a
2

a
2

a
2

a
2

a
2
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Ahora, ya podemos calcular:

• sen 41° = sen (78° – 37°) = sen 78° cos 37° – cos 78° sen 37° =

= 0,98 · 0,8 – 0,2 · 0,6 = 0,664

• cos 41° = cos (78° – 37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen 37° =

= 0,2 · 0,8 + 0,98 · 0,6 = 0,748

• tg 41° = = = 0,8877

17 Si  tg (a + b) = 4  y  tg a = –2,  halla  tg 2b.

tg (a + b) = 8  4 = 8

8 4 + 8 tg b = –2 + tg b 8 7 tg b = –6  8

8 tg b = –

Luego:

tg 2b = = = = = –

Ecuaciones trigonométricas

18 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 2 cos2 x – sen2 x + 1 = 0 b)sen2 x – sen x = 0

c) 2 cos2 x – cos x = 0

☛ b) y c) son ecuaciones de 2.º grado incompletas.

a) 2 cos2 x – sen2 x + 1 = 014243
cos2 x

cos2 x = 0  8  cos x = 0  8  

Al comprobarlas en la ecuación inicial, las dos soluciones son válidas. Luego:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2kπ

Lo que podemos expresar como:

x = 90° + k · 180° = + k π con  k éZπ
2

3π
2

π
2

x1 = 90°
x2 = 270°

°
¢
£

√3

84
13

–12 · 49
7 · 13

–12/7
13/49

2 · (–6/7)
1 – 36/49

2 tg b
1 – tg2 b

6
7

–2 + tg b
1 + 2 tg b

tg a + tg b
1 – tg a tg b

0,664
0,748

sen 41°
cos 41°
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b) sen x (sen x – 1) = 0  8

8
sen x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°

sen x = 1  8  x3 = 90°

Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son válidas. Luego:

x1 = k · 360° = 2k π

x2 = 180° + k · 360° = π + 2k π

x3 = 90° + k · 360° = + 2k π

O, de otra forma:

x1 = k π = k · 180°

x3 = + 2k π = 90° + k · 360°

(x1 así incluye las soluciones  x1 y  x2 anteriores)

c) cos x (2 cos x – ) = 0  8

8
cos x = 0  8  x1 = 90°,  x2 = 270°

cos x = 8  x3 = 30°,  x4 = 330°

Las cuatro soluciones son válidas. Luego:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2k π

x3 = 30° + k · 360° = + 2k π

x4 = 330° + k · 360° = + 2k π

NOTA: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrían escribirse como una
sola de la siguiente forma:

x = 90° + k · 180° = + k π

19 Resuelve:

a) sen2 x – cos2 x = 1 b) cos2 x – sen2 x = 0

c) 2cos2 x + sen x = 1 d) 3 tg2 x – tg x = 0

a) (1 – cos2 x) – cos2 x = 1  8  1 – 2 cos2 x = 1  8  cos2 x = 0  8  

8  cos x = 0  8  
x1 = 90°
x2 = 270°

°
¢
£

√3

π
2

11π
6

π
6

3π
2

π
2

√3
2

√3

π
2

π
2

Unidad 5. Funciones y fórmulas trigonométricas20

°
§
§
¢
§
§
£

con  k éZ

°
§
¢
§
£

°
§
¢
§
£

con  k éZ

°
¢
£

°
§
§
§
§
§
¢
§
§
§
§
§
£

con  k éZ



Las dos soluciones son válidas. Luego:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2k π

O, lo que es lo mismo:

x = 90° + k · 180° = + k π con  k éZ

b) (1 – sen2 x) – sen2 x = 0  8  1 – 2 sen2 x = 0  8  

8  sen2 x = 8  sen x = ±

• Si  sen x = 8  x1 = 45°,  x2 = 135°

• Si  sen x = – 8  x3 = 225°,  x4 = 315°

Comprobamos que todas las soluciones son válidas. Luego:

x1 = 45° + k · 360° = + 2k π

x2 = 135° + k · 360° = + 2k π

x3 = 225° + k · 360° = + 2k π

x4 = 315° + k · 360° = + 2k π

O, lo que es lo mismo:

x = 45° + k · 90° = + k · con  k éZ

c) 2 (1 – sen2 x) + sen x = 1  8  2 – 2 sen2 x + sen x = 1  8  

8  2 sen2 x – sen x – 1 = 0  8  

8  sen x = = =

Las tres soluciones son válidas, es decir:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 210° + k · 360° = + 2k π

x3 = 330° + k · 360° = + 2k π11π
6

7π
6

π
2

1  8  x1 = 90°
–1/2  8  x2 = 210°,  x3 = 330°

1 ± 3
4

1 ± √1 + 8
4

π
2

π
4

7π
4

5π
4

3π
4

π
4

√2
2

√2
2

√2
2

1
2

π
2

3π
2

π
2
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d) tg x (3 tg x – ) = 0  8

8
tg x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°

tg x = 8  x3 = 30°,  x4 = 210°

Comprobamos las posibles soluciones en la ecuación inicial y vemos que las
cuatro son válidas.

Entonces:

x1 = k · 360° = 2k π

x2 = 180° + k · 360° = π + 2k π

x3 = 30° + k · 360° = + 2k π

x4 = 210° + k · 360° = + 2k π

Lo que podría expresarse con solo dos soluciones que englobaran las cuatro
anteriores:

x1 = k · 180° = k π y  x2 = 30° + k · 180° = + k π con  k éZ

20 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen – x + cos – x = 

b)sen 2x – 2 cos2 x = 0

☛ Desarrolla  sen 2x  y saca factor común.

c) cos 2x – 3 sen x + 1 = 0

☛ Desarrolla  cos 2x  y sustituye cos2 x = 1 – sen2 x.

d)sen + x – sen x = 0

a) sen cos x – cos sen x + cos cos x + sen sen x = 

cos x – sen x + cos x + sen x = 

cos x + cos x = 8  cos x = 

Comprobamos y vemos que:

x1 8  sen ( – ) + cos ( – ) = sen (– ) + cos 0 = + 1 = 

x2 8  sen ( – ) + cos ( – ) = sen (– ) + cos (– ) = 1 – = 1
2

1
2

4π
3

3π
3

5π
3

π
3

5π
3

π
6

1
2

–1
2

π
6

π
3

π
3

π
3

π
6

x1 = π/3
x2 = 5π/3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

√3
2

1
2

√3
2

1
2

1
2

π
3

π
3

π
6

π
6

√2)π
4(

1
2)π

3()π
6(

π
6

7π
6

π
6

√3
3

√3
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Son válidas las dos soluciones. Luego:

x1 = + 2k π = 60° + k · 360°

x2 = + 2k π = 300° + k · 360°

b) 2 sen x cos x – 2 cos2 x = 0  8  2 cos x (sen x – cos x) = 0  8  

8  

Comprobamos las soluciones. Todas son válidas:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2k π

x3 = 45° + k · 360° = + 2k π

x4 = 225° + k · 360° = + 2k π

También podríamos expresarlas como:

x1 = 90° + k · 180° = + k π

x2 = 45° + k · 180° = + k π

c) cos2 x – sen2 x – 3 sen x + 1 = 0  8  1 – sen2 x – sen2 x – 3 sen x + 1 = 0  8  

8 1 – 2 sen2 x – 3 sen x + 1 = 0  8  2 sen2 x + 3 sen x – 2 = 0  8  

8 sen x = = =

Comprobamos que las dos soluciones son válidas. 

Luego:

x1 = 30° + k · 360° = + 2k π

x2 = 150° + k · 360° = + 2k π

d) sen cos x + cos sen x – sen x = 0

cos x + sen x – sen x = 0√2
√2
2

√2
2

√2π
4

π
4

5 π
6

π
6

1/2  8  x1 = 30°,  x2 = 150°
–2  8  ¡Imposible¡, pues |sen x | Ì 1

–3 ± 5
4

–3 ± √9 + 16
4

π
4

π
2

5π
4

π
4

3π
2

π
2

cos x = 0  8   x1 = 90°,  x2 = 270°
sen x = cos x 8  x3 = 45°,  x4 = 225°

°
¢
£

5π
3

π
3
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cos x – sen x = 0  8  cos x – sen x = 0  8

8 cos x = sen x  8  x1 = ,  x2 = 

Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son válidas. Luego:

x1 =  + 2k π = 45° + k · 360°

x2 = + 2k π = 225° + k · 360°

Podemos agrupar las dos soluciones en:

x = + k π = 45° + k · 180° con  k éZ

21 Resuelve estas ecuaciones:

a) 4 sen2 x cos2 x + 2 cos2 x – 2 = 0 

☛ Al hacer  sen2 x = 1 – cos2 x,  resulta una ecuación bicuadrada.

Haz  cos2 x = z  y comprueba si son válidas las soluciones que obtienes.

b)4 sen2 x + sen x cos x – 3 cos2 x = 0 

☛ Divide por  cos2 x  y obtendrás una ecuación con  tg x.

c) cos2 + cos x – = 0

d) tg2 + 1 = cos x

e) 2 sen2 + cos 2x = 0

a) 4 (1 – cos2 x ) cos2 x + 2 cos2 x – 2 = 0

4 cos2 x – 4 cos4 x + 2 cos2 x – 2 = 0

4 cos4 x – 6 cos2 x + 2 = 0  8  2 cos4 x – 3 cos2 x + 1 = 0

Sea  cos2 x = z 8  cos4 x = z2

Así:  

2z2 – 3z + 1 = 0  8  z = = 

z1 = 1  8  cos x = ±1

z2 = 8  cos x = ±
x3 = 45°,  x4 = 315°
x5 = 135°,  x6 = 225°

√2
2

1
2

x1 = 0°
x2 = 180°

3 ± 1
4

3 ± √9 – 8
4

x
2

x
2

1
2

x
2

π
4

5π
4

π
4

5π
4

π
4

√2
2

√2
2
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Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son válidas. Por tanto:

x1 = k · 360° = 2k π

x2 = 180° + k · 360° = π + 2k π

x3 = 45° + k · 360° = + 2k π

x4 = 315° + k · 360° = + 2k π

x5 = 135° + k · 360° = + 2k π

x6 = 225° + k · 360° = + 2k π

O, agrupando las soluciones:

x1 = k · 180° = k π

x2 = 45° + k · 90° = + k 

b) Dividiendo por  cos2 x :

+ – = 0  8  4 tg2 x + tg x – 3 = 0  8  

8  tg x = = =        

Las cuatro soluciones son válidas:

x1 = 36° 52' 11,6" + k · 360° ≈ + 2k π

x2 = 216° 52' 11,6" + k · 360° ≈ + 2k π

x3 = 135° + k · 360° = + 2k π

x4 = 315° + k · 360° = + 2k π

O, lo que es lo mismo:

x1 = 36° 52' 11,6" + k · 180° ≈ + k π

x2 = 135° + k · 180° = + k π3π
4

π
5

7π
5

3π
5

6π
5

π
5

–1 ± 7
8

–1 ± √1 + 48
8

3 cos2 x
cos2 x

sen x cos x
cos2 x

4 sen2 x
cos2 x

π
2

π
4

7π
4

3π
4

5π
4

π
4
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–1 8 
x3 = 135°
x4 = 315°
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x1 = 36° 52' 11,6"
x2 = 216° 52' 11,6"
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c) + cos x – = 0  8  1 + cos x + 2 cos x – 1 = 0  8  

8  3 cos x = 0  8  cos x = 0  8  x1 = 90°,  x2 = 270°

Las dos soluciones son válidas. Luego:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2k π

Agrupando las soluciones:

x = 90° + k · 180° = + k π con  k éZ

d) + 1 = cos x  8  1 – cos x + 1 + cos x = cos x + cos2 x 8  

8  2 = cos x + cos2 x 8  cos2 x + cos x – 2 = 0  8  

8  cos x = = 

Luego:  x = k · 360° = 2k π con  k éZ

e) 2 · + cos2 x – sen2 x = 0  8  

8  1 – cos x + cos2 x – (1 – cos2 x) = 0  8  

8  1 – cos x + cos2 x – 1 + cos2 x = 0  8  2 cos2 x – cos x = 0  8

8  cos x (2 cos x – 1) = 0  8  

Se comprueba que son válidas todas. Por tanto:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2k π

x3 = 60° + k · 360° = + 2k π

x4 = 300° + k · 360° = + 2k π

Agrupando las soluciones quedaría:

x1 = 90° + k · 180° = + k π

x2 = 60° + k · 360° = + 2k π

x3 = 300° + k · 360° = + 2k π5π
3

π
3

π
2

5π
3

π
3

3π
2

π
2

cos x = 0  8  x1 = 90°,  x2 = 270°
cos x = 1/2  8  x3 = 60°,  x4 = 300°

°
¢
£

1 – cos x
2

1  8  x = 0°
–2  8  ¡Imposible!, pues  |cos x | Ì 1

–1 ± 3
2

–1 ± √1 + 8
2

1 – cos x
1 + cos x

π
2

3π
2

π
2

1
2

1 + cos x
2
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Identidades trigonométricas

22 Demuestra que:

= 

☛ Aplica las fórmulas de  sen (a + b)  y  sen (a – b).

Divide el numerador y el denominador por  cos a cos b y simplifica.

= 
(*)
=

= = 

(*) Dividimos numerador y denominador entre  cos a cos b.

23 Prueba que  2 tg x cos2 – sen x = tg x.

☛ Sustituye  cos2 = .

Como  cos = ± 8 cos2 = 

Y sustituyendo en la expresión:

2 tg x cos2 – sen x = 2 · – sen x =

= 
(*)
=

= = = tg x

(*) Sacando factor común.

24 Demuestra que:

cos x + – cos x + = cos x

☛ Desarrolla y sustituye las razones de y .2π
3

π
3

)2π
3()π

3(

sen x
cos x

sen x [1 + cos x – cos x]
cos x

sen x (1 + cos x) – sen x cos x
cos x

1 + cos x
2

sen x
cos x

x
2

1 + cos x
2

x
2√ 1 + cos x

2
x
2

1 + cos x
2

x
2

x
2

tg a + tg b
tg a – tg b

sen a cos b cos a sen b
——––––—— + —–—–––——
cos a cos b cos a cos b
sen a cos b cos a sen b
——––––—— – —–—–––——
cos a cos b cos a cos b

sen a cos b + cos a sen b
sen a cos b – cos a sen b

sen (a + b)
sen (a – b)

tg a + tg b
tg a – tg b

sen (a + b)
sen (a – b)
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cos (x + ) – cos (x + ) =

= [cos x cos – sen x sen ] – [cos x cos – sen x sen ] =

= [(cos x) – (sen x) ] – [(cos x) (– ) – (sen x) ] =

= cos x – sen x + cos x + sen x = cos x

25 Demuestra que:

cos a cos (a – b) + sen a sen (a – b) = cos b

☛ Aplica las fórmulas de la diferencia de ángulos, simplifica y extrae factor co-
mún.

cos a cos (a – b) + sen a sen (a – b) =

= cos a (cos a cos b + sen a sen b) + sen a (sen a cos b – cos a sen b) =

= cos2 a cos b + cos a sen a sen b + sen2 a cos b – sen a cos a sen b =

= cos2 a cos b + sen2 a cos b (*)= cos b (cos2 a + sen2 a) = cos b · 1 = cos b
(*) Extraemos factor común.

Página 144

26 En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm.

Halla el ángulo central en grados y en radianes.

Como la circunferencia completa  (100,53 cm)  son  2π rad,  entonces:

= 8 a = = 1,25 rad

a = · 1,25 = 71° 37' 11"360°
2π

20 · 2π
100,53

2π
a

100,53
20

16 cm

20 cm
 

a

PARA RESOLVER

√3
2

1
2

√3
2

1
2

√3
2

1
2

√3
2

1
2

2π
3

2π
3

π
3

π
3

2π
3

π
3
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27 En una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm de longitud le co-
rresponde un ángulo de 2,5 radianes.

¿Cuál es el radio de esa circunferencia?

= 8 R = = 4,8 cm

28 Halla, en radianes, el ángulo comprendido entre 0 y 2π tal que sus razones

trigonométricas coincidan con las de .

0 < a < 2π

= 8 = 2π + ò  a = 

29 Demuestra:

= 

= 
(*)=

= = 

30 Simplifica la expresión:

Calcula su valor para  a = .

= = 

Por tanto, si  a = ò  = = = 2

√
—
2

2 · (— )2

√
—
2

—
2

2 cos a
sen a

sen 2a
1 – cos2 a

π
4

2 cos a
sen a

2 sen a cos a
sen2 a

sen 2a
1 – cos2 a

π
4

sen 2a
1 – cos2 a

1 + tg a tg b
1 – tg a tg b

cos a cos b sen a sen b
——––––—— + —–—–––——
cos a cos b cos a cos b
cos a cos b sen a sen b

——––––—— – —–—–––——
cos a cos b cos a cos b

cos a cos b + sen a sen b
cos a cos b – sen a sen b

cos (a – b)
cos (a + b)

1 + tg a tg b
1 – tg a tg b

cos (a – b)
cos (a + b)

3π
4

3π
4

11π
4

8π + 3π
4

11π
4

11π
4

2,5 rad

12 cm 

12
2,5

12 cm
R cm

2,5 rad
1 rad
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31 Prueba que:

= tg2

= = =

= = tg2

32 Simplifica:

☛ Al desarrollar el numerador, obtendrás una diferencia de cuadrados.

= 

= =

= = 

= = =

= = 1

33 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) cos 2x + 3 sen x = 2 

b) tg 2x · tg x = 1

c) cos x cos 2x + 2 cos2 x = 0

d)2 sen x = tg 2x

e) sen + cos x – 1 = 0

f ) sen 2x cos x = 6 sen3 x

g) tg – x + tg x = 1

a) cos2 x – sen2 x + 3 sen x = 2  8  1 – sen2 x – sen2 x + 3 sen x = 2  8  

8  2 sen2 x – 3 sen x + 1 = 0  8  

8  sen x = = 
1  8  x1 = 90°
1/2  8  x1 = 30°,  x2 = 150°

3 ± 1
4

3 ± √9 – 8
4

)π
4(

x
2

√3

cos2 a – sen2 a
cos2 a – sen2 a

2 · 1/2 cos2 a – 2 · 1/2 sen2 a
cos2 a – sen2 a

2 · [(√—
2/2)2 cos2 a – (√—

2/2)2 sen2 a]
cos2 a – sen2 a

2 (cos2 45° cos2 a – sen2 45° sen2 a)
cos2 a – sen2 a

2 (cos 45° cos a – sen 45° sen a) (cos 45° cos a + sen 45° sen a)
cos2 a – sen2 a

2 cos (45° + a) cos (45° – a)
cos 2a

2cos (45° + a) cos (45° – a)
cos 2a

a
2

1 – cos a
1 + cos a

2 sen a (1 – cos a)
2 sen a (1 + cos a)

2 sen a – 2 sen a cos a
2 sen a + 2 sen a cos a

2 sen a – sen 2a
2 sen a + sen 2a

a
2

2sen a – sen 2a
2sen a + sen 2a
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Las tres soluciones son válidas:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 30° + k · 360° = + 2k π

x3 = 150° + k · 360° = + 2k π

b) · tg x = 1  8  2 tg2 x = 1 – tg2 x 8  tg2 x = 8  

8  tg x = ± 8  

Las cuatro soluciones son válidas:

x1 = 30° + k · 360° = + 2k π

x2 = 210° + k · 360° = + 2k π

x3 = 150° + k · 360° = + 2k π

x4 = 330° + k · 360° = + 2k π

Agrupando:

x1 = 30° + k · 180° = + k π

x2 = 150° + k · 180° = + k π

c) cos x (cos2 x – sen2 x) + 2 cos2 x = 0  8 

8  cos x (cos2 x – 1 + cos2 x) + 2 cos2 x = 0  8  

8  2 cos3 x – cos x + 2 cos2 x = 0  8  cos x (2 cos2 x + 2 cos x – 1) = 0  8  

8  cos x = 0  8  x1 = 90°,  x2 = 270°

cos x = = =

= 
≈ –1,366  8  ¡Imposible!, pues  |cos x | ≤ –1
≈ 0,366  8  x3 = 68° 31' 51,1",  x4 = 291° 28' 8,9"

–1 ± √—
3

2

–2 ± 2√—
3

4
–2 ± √4 + 8

4

5π
6

π
6

11π
6

5π
6

7π
6

π
6

x1 = 30°,  x2 = 210°
x3 = 150°,  x4 = 330°

°
¢
£

√3
3

1
3

2 tg x
1 – tg2 x

5π
6

π
6

π
2
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Las soluciones son todas válidas:

x1 = 90° + k · 360° = + 2k π

x2 = 270° + k · 360° = + 2k π

x3 = 68° 31' 51,1" + k · 360° ≈ 0,38π + 2k π

x4 = 291° 28' 8,9" + k · 360° ≈ 1,62π + 2k π

Agrupadas, serían:

x1 = 90° + k · 180° = + k π

x2 = 68° 31' 51,1" + k · 360° ≈ 0,38π + 2k π

x3 = 291° 28' 8,9" + k · 360° ≈ 1,62π + 2k π

d) 2 sen x = 8  2 sen x – 2 sen x tg2 x = 2 tg x 8  

8  sen x – sen x = 8  

8  sen x cos2 x – sen x sen2 x = sen x cos x 8  

8  sen x (cos2 x – sen2 x – cos x) = 0  8  

8  sen x (cos2 x – 1 + cos2 x – cos x) = 0  8  

8   
sen x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°

2 cos2 x – cos x – 1 = 0° 8  cos x = =

=

Las cuatro soluciones son válidas. Luego:

x1 = k · 360° = 2k π

x2 = 180° + k · 360° = π + 2k π

x4 = 240° + k · 360° = + 2k π

x5 = 120° + k · 360° = + 2k π

Que, agrupando soluciones, quedaría:

x1 = k · 180° = k π

x2 = 120° + k · 360° = + 2k π

x3 = 240° + k · 360° = + 2k π4π
3

2π
3

2π
3

4π
3

1  8  x3 = 0° = x1
–1/2  8  x4 = 240°,  x5 = 120°

1 ± √1 + 8
4

sen x
cos x

sen2 x
cos2 x

2 tg x

1 – tg2 x

π
2

3π
2

π
2

Unidad 5. Funciones y fórmulas trigonométricas32

°
§
§
§
§
¢
§
§
§
§
£

con  k éZ

°
§
§
§
§
¢
§
§
§
§
£

con  k éZ

°
§
§
§
¢
§
§
§
£

con  k éZ

°
§
§
¢
§
§
£

con  k éZ

°
§
¢
§
£



e) + cos x – 1 = 0  8  = (1 – cos x)2 8  

8  3 – 3 cos x = 2 (1 + cos2 x – 2 cos x)  8  2 cos2 x – cos x – 1 = 0  8  

8  cos x = = =

Al comprobar, vemos que las tres soluciones son válidas:

x1 = k · 360° = 2k π

x2 = 120° + k · 360° = + 2k π

x3 = 240° + k · 360° = + 2k π

f ) 2 sen x cos x cos x = 6 sen3 x 8  2 sen cos2 x = 6 sen3 x 8  

8  2 sen x (1 – sen2 x) = 6 sen3 x 8  2 sen x – 2 sen3 x = 6 sen3 x 8  

8  sen x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°

sen2 x = 8  sen x = ± 8

Comprobamos que todas las soluciones son válidas.

Damos las soluciones agrupando las dos primeras por un lado y el resto por otro:

x1 = k · 180° = k π

x2 = 30° + k · 90° = + k · 

g) + tg x = 1  8  + tg x = 1  8  

8  1 + tg x + tg x – tg2 x = 1 – tg x 8  tg2 x – 3 tg x = 0  8  

8  tg x (tg x – 3) = 0  8  

8  

Las cuatro soluciones son válidas:

x1 = k · 360° = 2k π

x2 = 180° + k · 360° = π + 2k π

x3 = 71° 33' 54,2" + k · 360° ≈ + 2k π

x4 = 251° 33' 54,2" + k · 360° ≈ + 2k π7π
5

2π
5

tg x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 180°
tg x = 3  8  x3 = 71° 33' 54,2",  x4 = 251° 33' 54,2"

°
¢
£

1 + tg x
1 – tg x

tg (π/4) + tg x
1 – tg (π/4) tg x

π
2

π
6

x3 = 30°,  x4 = 150°
x5 = 210°,  x6 = 330°

1
2

1
4

4π
3

2π
3

1  8  x1 = 0°
–1/2  8  x2 = 120°,  x3 = 240°

1 ± 3
4

1 ± √1 + 8
4

3 – 3 cos x
2√ 1 – cos x

2
√3
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O, lo que es lo mismo:

x1 = k · 180° = k π

x2 = 71° 33' 54,2" + k · 180° ≈ + k π

34 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen 3x – sen x = cos 2x

b) = 1

c) = 

d)sen 3x – cos 3x = sen x – cos x

☛ Transforma las sumas o diferencias de senos y cosenos en productos.

a) 2 cos sen = cos 2x

2 cos 2x sen x = cos 2x 8 2 sen x = 1  8 sen x = 8 x1 = 30°,  x2 = 150°

Comprobando, vemos que las dos soluciones son válidas. Luego:

x1 = 30° + k · 360° = + 2k π

x2 = 150° + k · 360° = + 2k π

b) = 1  8 = 1  8 = 1  8

8 = 1  8 2 sen 2x = 1  8 sen 2x = 8

2x = 30° 8 x1 = 15° + k · 360° = + 2k π

8
2x = 150° 8 x2 = 75° + k · 360° = + 2k π

2x = 390° 8 x3 = 195° + k · 360° = + 2k π

2x = 510° 8 x4 = 255° + k · 360° = + 2k π

Al comprobar, vemos que todas las soluciones son válidas.

17π
12

13π
12

5π
12

π
12

1
2

2 sen 2x cos 2x
cos 2x

sen (2 · 2x)
cos 2x

sen 4x
cos 2x

2 sen 4x cos x
2 cos 2x cos x

5π
6

π
6

1
2

3x – x
2

3x + x
2

√3
sen 3x + sen x
cos 3x + cos x

sen 5x + sen 3x
cos x + cos 3x

2π
5
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c) = = – = 8 tg x = – 8

Ambas soluciones son válidas. Luego:

x1 = 150° + k · 360° = + 2k π

x2 = 330° + k · 360° = + 2k π

d) sen 3x – sen x = cos 3x – cos x  8

8 2 cos 2x sen x = –2 sen 2x sen x 8 (dividimos entre  2 sen x )

8 cos 2x = –sen 2x 8 = –1  8 tg 2x = –1  8

2x = 315° 8 x1 = 157,5° + k · 360°

8
2x = 135° 8 x2 = 67,5° + k · 360°

2x = 675° 8 x3 = 337,5° + k · 360°

2x = 495° 8 x4 = 247,5° + k · 360°

Podemos comprobar que las cuatro soluciones son válidas. Agrupándolas:

x = 67,5° + k · 90° con  k éZ

35 a) Demuestra que:  sen 3x = 3 sen x cos2 x – sen3 x

b)Resuelve la ecuación  sen 3x – 2 sen x = 0.

☛ a) Haz  sen 3x = sen (2x + x)  y desarrolla.

b) Sustituye  sen 3x  por el resultado anterior.

a) sen 3x = sen (2x + x) = sen 2x cos x + cos 2x sen x =

= 2 sen x cos x cos x + (cos2 x – sen2 x) sen x =

= 2 sen x cos2 x + sen x cos2 x – sen3 x = 3 sen x cos2 x – sen3 x

b) sen 3x – 2 sen x = 0  8  por el resultado del apartado anterior:

3 sen x cos2 x – sen3 x – 2 sen x = 0  8  3 sen x (1 – sen2 x) – sen3 x – 2 sen x = 0  8

8  3 sen x – 3 sen3 x – sen3 x – 2 sen x = 0  8  

8  4 sen3 x – sen x = 0  8  sen x (4 sen2 x – 1) = 0  8

8  

Todas las soluciones son válidas y se pueden expresar como:

con  k éZ
°
§
¢
§
£

x1 = k · 180° = k π
x2 = 30° + k · 180° = (π/6) + k π
x3 = 150° + k · 180° = (5π/6) + k π

sen x = 0  8  x1 = 0°,  x2 = 150°

sen x = ±1/2   8  x3 = 30°,  x4 = 150°,  x5 = 210°,  x6 = 330°
°
¢
£

sen 2x
cos 2x

11π
6

5π
6

x1 = 150°
x2 = 330°

°
¢
£

√3
3

√3
1

tg x
cos x

–sen x
2 sen 2x cos x
–2 sen 2x sen x
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con  k éZ

°
§
§
§
¢
§
§
§
£

°
§
§
§
¢
§
§
§
£

con  k éZ



36 Demuestra las siguientes igualdades:

a) cos (a + b) · cos (a – b) = cos2 a – sen2 b

b) sen2 – sen2 = sen a · sen b

c) cos2 – cos2 = sen a · sen b

a) cos (a + b) cos (a – b) = (cos a cos b – sen a sen b) (cos a cos b + sen a sen b) =

= cos2 a cos2 b – sen2 a sen2 b =

= cos2 a (1 – sen2 b) – (1 – cos2 a) · sen2 b =

= cos2 a – cos2 a sen2 b – sen2 b + cos2 a sen2 b = 

= cos2 a – sen2 b

b) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego pode-
mos factorizarlo como una suma por una diferencia:

[sen ( ) + sen ( )] · [sen ( ) – sen ( )] (*)
=

= [2 sen cos ] · [2 cos sen ] =

= 4 · · · =

= =

= = = sen a sen b

(*) Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

+ = a y     – = b

c) Procedemos de manera análoga al apartado anterior, pero ahora:

+ = a y     – = –b

cos2 ( ) – cos2 ( ) =

= [cos ( ) + cos ( )] · [cos ( ) – cos ( )] =

= [2 cos cos ] · [–2 sen sen ] = [2 cos cos ] · [2 sen sen ] =b
2

a
2

b
2

a
2

–b
2

a
2

–b
2

a
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

√sen2 a · sen2 b√(1 – cos2 a) (1 – cos2 b)

√(1 – cos a) (1 + cos b) (1 + cos a) (1 – cos b)

√ 1 – cos b
2√ 1 + cos a

2√ 1 + cos b
2√ 1 – cos a

2

b
2

a
2

b
2

a
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

)a + b
2()a – b

2(
)a – b

2()a + b
2(
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= 4 · · · =

= = = sen a sen b

NOTA: También podríamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior co-
mo sigue:

cos2 ( ) – cos2 ( ) = 1 – sen2 ( ) – 1 + sen2 ( ) =

= sen2 ( ) – sen2 ( ) (*)
= sen a sen b

(*) Por el apartado b).

37 Simplifica la expresión:  sen a · cos 2a – cos a · sen 2a

sen a (cos2 a – sen2 a) – cos a · 2 sen a cos a =

= sen a cos2 a – sen3 a – 2 sen a cos2 a =

= –sen a cos2 a – sen3 a = –sen a (cos2 a + sen2 a) = –sen a

38 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

a)

b)

☛ Haz  cos2 y = 1 – sen2 y   y   cos2 x = 1 – sen2 x.

c)

a) De la segunda ecuación:

2 cos sen = 

Como:

x + y = 120° 8  2 cos 60° sen = 8  2 · sen = 8

8  sen = 8  = 30° 8  x – y = 60°

Así: x + y = 120°

x – y =   60°

2x = 180° 8  x = 90° 8  y = 30°

Luego la solución es:  (90°, 30°)

x – y
2

1
2

x – y
2

1
2

x – y
2

1
2

1
2

x – y
2

1
2

x – y
2

x + y
2

sen x + cos y = 1

x + y = 90°
°
¢
£

sen2 x + cos2 y = 1

cos2 x – sen2 y = 1

°
¢
£

x + y = 120°
1

sen x – sen y = —
2

°
§
¢
§
£

a – b
2

a + b
2

a + b
2

a – b
2

a + b
2

a – b
2

√sen2 a · sen2 b√(1 – cos2 a) (1 – cos2 b)

√ 1 – cos b
2√ 1 – cos a

2√ 1 + cos b
2√ 1 + cos a

2
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b) Como  

El sistema queda:

8   

(Sumando ambas igualdades)  8     –2 sen2 y = 0  8  sen y = 0  8  y = 0°

Sustituyendo en la segunda ecuación (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:

cos2 x – 0 = 1  8  cos2 x = 1  =  

Luego la solución es:  (0°, 0°)

c) x + y = 90° 8  complementarios  8  sen x = cos y

Sustituyendo en la primera ecuación del sistema:

cos y + cos y = 1  8  2 cos y = 1  8  cos y = 8  y = 60° 8  

8  x = 90° – y = 90° – 60° = 30°

Luego la solución es:  (30°, 60°)

39 Justifica que para cualquier ángulo  a se verifica:

cos – a = sen a + cos a

Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

· cos ( – a) = (cos cos a + sen sen a) =

= ( cos a + sen a) =

= · (cos a + sen a) = (cos a + sen a) =

= cos a + sen a

40 Expresa  sen 4a y  cos 4a en función de  sen a y cos a.

• sen 4a = sen (2 · 2a) = 2 sen a cos 2a = 2 · 2 sen a cos a · (cos2 a – sen2 a) =

= 4 (sen a cos3 a – sen3 a cos a)

• cos 4a = cos (2 · 2a) = cos2 2a – sen2 2a =

= (cos2 a – sen2 a)2 – (2 sen a cos a)2 =

= cos4 a + sen4 a – 2 cos2 a sen2 a – 4 sen2 a cos2 a =

= cos4 a + sen4 a – 6 sen2 a cos2 a

2
2

√2
2

√2

√2
2

√2
2

√2

π
4

π
4

√2π
4

√2

)π
4(√2

1
2

cos x = 1  8  x = 0°
cos x = – 1  8  x = 180° é 2.º cuadrante

°
¢
£

°
¢
£

sen2 x – sen2 y = 0
–sen2 x – sen2 y = 0

°
¢
£

sen2 x + 1 – sen2 y = 1
1 – sen2 x – sen2 y = 1

°
¢
£

cos2 y = 1 – sen2 y
cos2 x = 1 – sen2 x
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41 ¿Qué relación existe entre las razones trigono-métricas de los ángulos que
miden π/5 y 4π/5 radianes?

+ = = π 8  son suplementarios, luego:

sen = sen (π – ) = sen 

cos = –cos ; tg = – tg 

42 Relaciona estas expresiones con las razones trigonométricas del ángulo  a:

a) sen (π – a); cos (π – a); tg (π – a)

b) sen (π + a); cos (π + a); tg (π + a)

c) sen (2π – a); cos (2π – a); tg (2π – a)

a) 8  tg (π – a) = – tg a

b) 8  tg (π + a) = tg a

c) 8  tg (2π – a) = – tg a

43 Expresa  A(x)  en función de  sen x y  cos x:

a) A(x) = sen (–x) – sen (π – x) 

b) A(x) = cos (–x) + cos (π + x) 

c) A(x) = sen (π + x) + cos (2π – x)

a) A (x) = sen (–x) – sen (π – x) = –sen x – sen x = –2 sen x

b) A (x) = cos (–x) + cos (π + x) = cos x + (–cos x) = 0

c) A (x) = sen (π + x) + cos (2 π – x) = –sen x + cos x

sen (2π – a) = –sen a
cos (2π – a) = cos a

°
¢
£

sen (π + a) = –sen a
cos (π + a) = –cos a

°
¢
£

sen (π – a) = sen a
cos (π – a) = –cos a

°
¢
£

4π
5

π
5

4π
5

π
5

4π
5

4π
5

π
5

5π
5

4π
5

π
5

CUESTIONES TEÓRICAS
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44 Haz, con la calculadora, una tabla de valores de la función  y = cos 2x , dan-
do a  x valores comprendidos entre 0 y 2π radianes y represéntala gráfica-
mente.

45 Representa las funciones:

a) y = cos x + b)y = sen x + 

c) y = cos – x d)y = sen – x

a) 1

0

–1

b) 1

0

–1

π 2π–π 5π—
4

π—
4

π—
2

3π—
4

3π—
2

7π—
4

 7π–—
 4

 3π–—
 2

 3π–—
 4

 π– —
 4

 π– —
 2

 5π–—
 4

π 2π–π 5π—
4

π—
4

π—
2

3π—
4

3π—
2

7π—
4

 7π–—
 4

 3π–—
 2

 3π–—
 4

 π– —
 4

 5π–—
 4

 π– —
 2

)π
2()π

2(
)π

2()π
2(

PARA PROFUNDIZAR

1

0

–1

π 2π 9π—
4

5π—
4

π—
4

π—
2

3π—
4

3π—
2

7π—
4
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x 0

y = cos 2x 1 0 – – – –1 – – – 1
2

√2
2

√3
2

√3
2

√2
2

1
2

√2
2

√3
2

2π
3

5π
8

7π
12

π
2

5π
12

3π
8

π
3

π
4

π
8

π
12

π 2π

0 1 –1 0 0√3
2

√2
2

7π
8

5π
4

11π
12

7π
8

3π
4



46 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

a) b) c) 

a) Despejando en la segunda ecuación:

entonces:

sen x = = = 

Y, sustituyendo en la primera ecuación, se tiene:

sen x + sen y = 8 + sen y = 8

8 sen y = – 

Elevamos al cuadrado:

sen2 y = 3 + (2 cos y – cos2 y) – 2

sen2 y + cos2 y – 2 cos y – 3 = –2

1 – 2 cos y – 3 = –2

–2 (1 + cos y) = –2

Simplificamos y volvemos a elevar al cuadrado:

(1 + cos y)2 = 3 (2 cos y – cos2 y)  8  

8  1 + cos2 y + 2 cos y = 6 cos y – 3 cos2 y  8  

8  4 cos2 y – 4 cos y + 1 = 0  8  cos y = = 8  y = 60°1
2

4 ± √16 – 16
8

√3 (2 cos y – cos2 y)

√3 (2 cos y – cos2 y)

√3 (2 cos y – cos2 y)

√3 (2 cos y – cos2 y)

√2 cos y – cos2 y√3

√3√2 cos y – cos2 y√3

√2 cos y – cos2 y√1 – 1 – cos2 y + 2 cos y√1 – (1 – cos y)2

°
¢
£

cos x = 1 – cos y (*)

Como  sen x = √1 – cos2 x

cos (x + y) = 1/2

sen (x – y) = 1/2
°
¢
£

sen2 x + cos2 y = 3/4

cos2 x – sen2 y = 1/4

°
¢
£

sen x + sen y = √
—
3

cos x + cos y = 1

°
¢
£

d) 1

0

–1

c) 1

0

–1

π 2π–π 5π—
4

π—
4

π—
2

3π—
4

3π—
2

7π—
4

 7π–—
 4

 3π–—
 2

 3π–—
 4

 π– —
 4

 π– —
 2

 5π–—
 4

π 2π–π 5π—
4

π—
4

π—
2

3π—
4

3π—
2

7π—
4

 7π–—
 4

 3π–—
 2

 3π–—
 4

 π– —
 4

 π– —
 2

 5π–—
 4
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Sustituyendo en (*), se tiene:

cos x = 1 – = 8  x = 60°

b) sen2 x + cos2 y = 

cos2 x – sen2 y = 

sen2 x + cos2 x + cos2 y – sen2 y = 1  8  1 + cos2 y – sen2 y = 1  8

8  2 cos2 y = 1  8  cos2 y = 8  cos y = 8  y = 45°

(Solo consideramos las soluciones del primer cuadrante).

Sustituyendo en la primera ecuación:

sen2 x + cos2 y = 8  sen2 x + = 8  

8  sen2 x = – 8  sen2 x = 8  sen x = ±

Nos quedamos con la solución positiva, por tratarse del primer cuadrante. Así:

sen x = 8  x = 30°

Luego la solución es:  (30°, 45°)

c)

8  

Teniendo esto en cuenta:

cos (x + y) = 8 x + y = 60°

sen (x – y) = 8 x – y = 30° (Sumamos ambas ecuaciones)

2x = 90° 8  x = 45°

Sustituyendo en la primera ecuación y despejando:

y = 60° – x = 60° – 45° = 15°

La solución es, por tanto:  (45°, 15°)

1
2

1
2

x + y é1.er cuadrante
x – y é1.er cuadrante

°
¢
£

°
§
¢
§
£

Como  x, y é1.er cuadrante
y además cos (x + y) > 0

sen (x – y) > 0

1
2

1
2

1
4

1
2

3
4

3
4

1
2

3
4

√2
2

1
2

1
4

3
4

1
2

1
2
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47 Demuestra que:

a) sen x = b) cos x = c) tg x = 

a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:

= = =

= = (1 + cos x) =

= = =

= = = sen x

b) = = = = cos x

c) = = =

= = =

= · =

= = 

= · = · sen x = tg x
1

cos x
√sen2 x

1
cos x

√1 – cos2 x
1

cos x
√(1 + cos x) (1 – cos x)

1
cos x

1 – cos x√(1 + cos x )2—
1 + cos x

1
cos x

√1 – cos x
1 + cos x

1 + cos x
cos x

2√ 1 – cos x
1 + cos x

2 cos x
1 + cos x

2√1 – cos x
1 + cos x

1 + cos x – 1 + cos x
1 + cos x

2√ 1 – cos x
1 + cos x

1 – 
1 – cos x
1 + cos x

2 tg (x/2)
1 – tg2 (x/2)

2 cos x
2

1 + cos x – 1 + cos x
—–––––––––––––————

1 + cos x

1 + cos x + 1 – cos x
—–––––––––––––————

1 + cos x

1 – cos x
1 – —————

1 + cos x

1 – cos x
1 + —————

1 + cos x

1 – tg2 (x/2)
1 + tg2 (x/2)

√sen2 x√1 – cos2 x

√(1 + cos x) (1 – cos x)
1 – cos x√(1 + cos x )2—
1 + cos x

√1 – cos x
1 + cos x

2√ 1 – cos x
1 + cos x

2
1 + cos x

2√1 – cos x
1 + cos x

1 + cos x + 1 – cos x
1 + cos x

2√ 1 – cos x
1 + cos x

1 + 
1 – cos x
1 + cos x

2 tg (x/2)
1 + tg2 (x/2)

2 tg x/2
1 – tg2 x/2

1 – tg2 x/2
1 + tg2 x/2

2 tg x/2
1 + tg2 x/2
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AUTOEVALUACIÓN

1. Expresa en grados: rad,   rad,  2 rad.

rad = 135° rad = 450° 2 rad = 114° 35' 30''

2. Expresa en radianes dando el resultado en función de  π y como número de-
cimal:

a) 60° b) 225° c) 330°

a) 60° = rad = 1,05 rad

b) 225° = rad = 3,93 rad

c) 330° = rad = 5,76 rad

3. En una circunferencia de 16 cm de diámetro dibujamos un ángulo de 3 rad.
¿Qué longitud tendrá el arco correspondiente?

l = 8 · 3 = 24 cm

4. Asocia a esta gráfica una de las siguientes expresiones y di cuál es su periodo:

a) y = cos x b) y = cos 2x c) y = 2cos x

Completa estos puntos para que pertenezcan a la gráfica: (5π/6, ...), (4π/3, ...),
(–π/4, ...).

La gráfica corresponde a la b) y = cos 2x.  Su periodo es  π.

–1

1

π2π—
3

3π—
4

π—
6

π—
4

π—
3

π—
2

5π—
6

5π—
4

4π—
3

7π—
6

8 cm

11π
6

5π
4

π
3

5π
2

3π
4

5π
2

3π
4
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, … 8 y = cos 2 · = 8 , 

, … 8 y = cos 2 · = – 8 , –

– , … 8 y = cos 2 · = 0   8 – , 0

5. Si  cos a = – y  a < π,  halla:

a) sen 2a b) cos (π + a) c) tg d) sen – a

cos a = – a < π 8 sen2 a = 1 – –
2

= 8 sen a = 

a) sen 2a = 2 sen a cos a = 2 – = –

b) cos (π + a) = –cos a = 

c) tg = = = 

d) sen – a = sen cos a – cos sen a = – – · =

= – – = 

6. Demuestra cada una de estas igualdades:

a) tg 2a = 

b)sen (a + b) · sen (a – b) = sen2 a – sen2 b

a) tg 2a = = = = 

b) sen (a + b) · sen (a – b) =

= (sen a cos b + cos a sen b) (sen a cos b – cos a sen b) =

= sen2 a cos2 b – cos2 a sen2 b = sen2 a (1 – sen2 b) – (1 – sen2 a) sen2 b =

= sen2 a – sen2 a sen2 b – sen2 b + sen2 a sen2 b = sen2 a – sen2 b

2tg a
1 – tg2 a

2sen a cos a
——

cos2 a
sen2 a

1 – —
cos2 a

2sen a cos a
cos2 a – sen2 a

sen 2a
cos 2a

2 tg a
1 – tg2 a

–1 – 3√5
8

√45
8

1
8

√15
4

√3
2)1

4(1
2

π
6

π
6)π

6(

5√ 3

1 – (–1/4)√ 1 + (–1/4)

1 – cos a√1 + cos a
a
2

1
4

√15
8)√15

4()1
4(

√15
4

15
16)1

4(1
4

)π
6(a

2

1
4

)π
4()π

4()π
4(

)1
2

4π
3(1

2
4π
3)4π

3(
)1

2
5π
6(1

2
5π
6)5π

6(
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7. Resuelve:

a) cos 2x – cos + x = 1 b)2tg x cos2 – sen x = 1

a) cos 2x – cos + x = 1

cos2 x – sen2 x – (–sen x) = 1   8 1 – sen2 x – sen2 x + sen x – 1 = 0

–2sen2 x + sen x = 0   8 sen x (–2sen x + 1) = 0 

Soluciones:

x1 = 360°k;  x2 = 180° + 360°k;  x3 = 30° + 360°k;  x4 = 150° + 360°k,  con  k éZ

b) 2tg x cos2 – sen x = 1   8 2tg x – sen x = 1   8

8 tg x + tg x cos x – sen x = 1   8

8 tg x + cos x – sen x = 1   8

8 tg x = 1 con  k éZ

8. Simplifica:

a) b) 1 + tg2

a) = = = tg 45° = 1

b) 1 + tg2 = 1 + = =

= = = 2
2sen2 a
sen2 a

2sen2 a
1 – cos2 a

)2
1 + cos a(sen2 a

1 – cos a)1 – cos a
1 + cos a(sen2 a

1 – cos a)a
2(sen2 a

1 – cos a

sen 45°
cos 45°

60° + 30° 60° – 30°
2sen— cos—

2 2

60° + 30° 60° – 30°
2cos— cos—

2 2

sen 60° + sen 30°
cos 60° + cos 30°

)a
2(sen2 a

1 – cos a
sen 60° + sen 30°
cos 60° + cos 30°

°
¢
£

x1 = 45° + 360°k

x2 = 225° + 360°k

sen x
cos x

1 + cos x
2

x
2

)π
2(

x
2)π

2(
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sen x = 0 

sen x = 
x = 30°

x = 150°

1
2

x = 0°

x = 180°



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


