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Capitulo 3. Calculo Infinitesimal

3.1 Resumen Teérico de Calculo Infinitesimal
3.1.1 Funciones. Definiciones y conceptos basicos

Una funcion real de variable real es una relacion (aplicacion) entre los niimeros reales, de tal
forma que a cada nimero real x se le hace corresponder un nimero real, que se denota
por f(x). Atendiendo a la expresion de la relacion numérica establecida entre un niimero y

su asociado, las funciones pueden ser polinomicas, racionales, exponenciales, logaritmicas,
trigonométricas, etc.

Al conjunto de valores donde la funcién esté definida se denomina dominio de la funcion.
Al conjunto de valores que toma la funcién, se denomina recorrido. La representacion
grafica de los puntos del plano cuyas coordenadas son de la forma (x, f(x)), es decir los

puntos que verifican y = f(x), se denomina grafica de la funcién f.

Por ejemplo, la grafica de una funcién lineal (polinémica de grado uno), F(X)=ax+b es

una recta; la de una funcién cuadritica f(x)= ax’ +bx+c es una pardbola cuyo vértice

b
verifica x=——.
2a

3.1.2 Limite de una funcién en un punto. Asintotas

De una manera intuitiva, el concepto de limite de una funcién en un punto podria definirse
de la forma siguiente. A medida que los valores de la variable independiente “x” se
“gcercan” al valor de “a”, los valores asociados “ f(x)” se aproximan a “L”, entonces se

dice que el limite de la funcién f en a es L y se denota por lim f(x) = L.
x—=a

Cuando los valores de x son elegidos mayores que a, al limite se le conoce por limite
lateral por la derecha y se denota por f (a") y cuando son elegidos menores que a se le

conoce por limite lateral por la izquierda y se denota por f (a™). Por tanto, el limite de

una funcién en un punto existira si ambos limites laterales existen y son iguales.

Si la funcién no est4 acotada en x = a, se dice que el limite de f en x = aes infinito y se

denota por lim f(x) == . En tal caso, se dice que la recta x = aes una asintota vertical de
x—=a

f. Por otra parte, si para valores de x lo suficientemente elevados, los valores de
f(x) tienden (se aproximan) a un valor L, se dice que el limite de f cuando x tiende a

infinito es L y se denota por lim f(x) = L. En tal caso, se dice que la recta y =L es una
x—3e0

asintota horizontal de f.
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3.1.3 Continuidad '

Una funcién f es continua en x = g si existe el limite de f(x) en x =a y coincide con ¢]

valor que toma la funcién en a, es decir: li_r)n floy=fla )= fta )= a)

Por el contrario, si f no es continua en x = a se dice que f es discontinua en a.

El concepto de continuidad puede ser extendido a un conjunto. Asi, se dice que f es

continua en un conjunto si es continua en cualquier elemento del conjunto. Por ejemplo, las
funciones polinémicas son continuas en el conjunto de los nimeros reales.

3.1.4 Derivabilidad. Comportamiento de una funcién en un punto

Una funcioén f se dice que es derivable en x = a si existe el siguiente limite

i S =@
x—a X—a

Al valor del limite se denomina derivada de f en a y se representa por f'(a).

Anélogamente, puede definirse el concepto de derivada por la derecha f'(a) y por la

izquierda f'(a”). Asi, f seré derivableen a si f'(a”)= f'(a”) y reciprocamente.

En la practica, un método para estudiar la derivabilidad de una funcién definida a trozos,
consiste en derivar ésta en el interior de cada region y posteriormente comprobar que la
funcién derivada obtenida coincide tanto por la izquierda como por la derecha de los puntos
donde la funcién cambia su expresion.

En un sentido geométrico, el concepto de derivada de una funcién esté relacionado con la
recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x =a. Concretamente, f es

derivable en x = a si existe tal recta tangente y f”(a) es la pendiente de la recta tangente.

Por tanto, la recta tangente a la grafica de f en x=g viene dada por

y=fla)+ f(a)x—a).
Si f es derivable en x = a, se tiene que:

1) Si f es creciente (decreciente) en x =a, entonces f'(a)20 ( f'(a)<0),
2) Si a esun maximo o un minimo de 1, entonces f'(a)=0.
Concretamente: si f'(a)=0 y f"(a)>0, entonces x=a es un minimo de /. Y si

f(@=0y f"(a)<0, entonces x =a es un maximo de f (suponiendo que f"(a)

existe).

Una funcién f se dice que es convexa en x = a si en un entorno suyo la recta tangente a la

grificade f en x=a estd por debajo de la gréfica de f . Si est4 por encima se dice que |
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es concava en x =a. Y si la recta tangente atraviesa a la grifica de f se dice que x=a es
un punto de inflexién. Se verifica que f es convexaen x=a si f"(a)>0 ; f esconcava
en x=a si f7(a)<0 y x=a es un punto de inflexién si la segunda derivada de la funcién

cambia de signoen x=a con f(a)=0.

El concepto de derivabilidad puede ser extendido a un conjunto. Asf se dice que f es

derivable en un conjunto si es derivable en cualquier elemento del conjunto. Este hecho nos
permite definir la funcién derivada f* de una funcién f.

Las derivadas (funciones derivadas) de algunas funciones elementales son:

f(x) k(cte) | x" 1 Jx a* L(x) sen(x) | cos(x)
X
flx) |0 ke b Lo bt Eay ) b cos(x) | —sen(x)
x° 2\/; x

La linealidad de la derivacion (A f(x)+wg(x))=Af'(x)+g'(x), la derivada del

producto de dos funciones (f(x)g(x))'=f "(x)g(x)+ f(x)g'(x)), la derivada del cociente

de dos funciones (f (x)j AL —fz(x)'g'(x)
g(x) (g(x))

la composicion de funciones (f(g(x)))'= f'(g(x))g'(x)), nos permiten obtener la expresion

y la regla de la cadena (derivada de

de 1a derivada de cualquier funcién real de variable real.
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