Unidad 11. Calculo de primitivas ANAAGEINRSRENS.
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Resuelve
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Obtencidn de la primitiva de algunas funciones

® NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

a)Jldxzx b)f2dx=2x c) fﬁdxz«/zx

2

X~ _ 37
5 f) fodx— 3

d)fodxfzx2 e) |xdx-=

g)f7xdx:77’“2 h)fxzdxz%a i) f%xzdx:%

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

2) f(_nx—ldx:x—l:% b)fx—zdx:%:—%
0 f%@:% d)f%dh fx—ux:{—_zz:z—_xlz
° f%dxdf%dx:z_—;:;_% f)f(x—s.%ﬁdx= 2(x_—53)2
B LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS
a) f%xmdx=x3/2= i
b)f%&dx:f%xl/zdx:xm:‘/;
O [7lede =7 [ fede= 1AL
d)J%x'”zdx=x1/2=x
o) le—&dx=&
f fsﬁdhsfﬁ“dx:s%:z@
B ;RECUERDAS QUE D (/n x) = %?
a)Jidx=ln|x| b)fé&:%f;—xdx%/nbﬂ
0 fidx:m“ﬂ d)fﬁdx: %f 2o de=3 2+
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B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) Jcosxdx = sen x
b) JZcosxdx:Zsenx

T - r
c) Jcos(x+5>dx- sen<x+ 2)
d) Jcostdx: %chosbcdx:%stx
e) f(—sen x) dx = cos x
f) |sen x dx = —cos x
g) |sen(x—m) dx = —cos (x — )

1 =1
h)[seandx— zf2sen2xdx— 3 cos 2x
i) J(l+tg22x)dx=%f2(1+tg22x)dx=%tg2x

j) ftg22xdx= J(1+tg22x—1)dx=f(1+tg22x)dx—f1dx=%tg2x—x

B ALGUNAS EXPONENCIALES

a) Jex_ldx=€x_1

b) f82x+ldx= %€2x+1
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ﬂ Primitivas. Reglas basicas para su calculo
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1 Halla:
) fxux b)f(5x3—8x2+2x—3)dx c)f3xdx
L 1 3
d) &dx e)fs‘/; f)fxz
> 2 s
B | e W [ 3 as [
j) f(‘/gx—3)4dx k)f3mdx N f5x3+6x2;‘/§x+‘/§dx
254 —6x3 +5 N
m) [ 260150 4, w [ 2% ) [2e26e3

4
0) f7x —5x2+3x—4dx

X

5
a) fx4dx: %+k

4 3
b) f(5x3—8x2+2x—3)afx= 5fx3dx—8fx2dx+2fxdx—3fdx=5%— 8; +x%—3x+k

(1/3)+1 3
<) f%dx:fmdx xl +k=%x4/3:3x4‘/;+k
—+1

3

—(1/2)+1

d) fﬁdx = fx_1/2#=ﬁ+/€:2xl/z+k:2«/;+/e
2

—2/5)+1 5/,.3
e) J‘de= J‘x_Z/de=x()+/e=5x3/5+/e=5\/;+/e
5‘/? 3 3

—=+1

3 B —2+1 3
f) f?;/“ 3fx de=3 k=3

5 5 (4 x—4+1 __.5
g)f@dx— S fetan->. T

3% 32 1/3 2/‘ 16 J— ~(1/6) +1 632 ¢
by (2% g - dx = k= ke
)f@ x = f 5 f 5 _%H + X+

o (e a583 £ fxm 1 (.- 5 (an
i) dexz d f =§fx dx+?fx dx =
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, i, 1 (Bx=3%"  (B5x-3)]
j) J.(«/gx—3) dx—ﬁ- il + k= 575 +k

@2/3) + 3 2
0 [V 67 s = [7x-6P =L =0T 43 g o2 30x=0N0x=0"
7 2. " 35 35
3

3 2 ’
) fo +0x ;‘/EXJ'de: f<5x2+6x_ﬁ+‘?)dx=5;‘+3x2_ﬁx+«/§ln|x|+k

4 4 3
m)fz" - 6 +5"dx f( 102 +20x — 35+ 702>dx:x7— 1%’“ +10x% —35x + 70 n|x + 2| +
X +

n)fG e = =3 In|6— 4|+ b

4 3
n)fzx +ox=3 ) _ f<2x3+4x2+8x+22+ 41 )dx:x—+4x +4x? +22x + 41 n|x — 2|+ k

x—2 2 3
73 =552 +3x— 4 <7x4) <5x2) <3x) (4)
0) dx = || L5 | dx — dx dx — dx =
f 2 f 2 f 2 +f 2 sz
_ 2 3 4 _7x3 4
—f7x dx—f5¢>6+fxdx—fxzdx-3—5x+3ln|x|+x+k
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2 a) f(?)x— 5 tg x) dx b) J-(S cos x + 3%) dx c) f(3 tgx—>5 cos x) dx d) J(IO"— 5% dx

_ _3x2 _3x2
a) |Bx—51tgx)dx=3|xdx-5 tgxdx-T—S(—lnko:x|)+k—7+51n|msx|+k

b) f(S cos x + 3%) dx = 5fcosxdx+f3xdx=55€nx+ 3" +k

In3

9] f(3 tgx—5 cos x) dx = 3ftgxdx—5fcosxoix:S(—ln|cosx|)—Ssenx+/e: —3In | cos x| — 5sen x + k

d)f(lox 59 de= 107 Tis*k
3 2x (x+1)
3 dx b dx d dx
a)fx2+1 )fx2+l )f x+1

a) f% dx =3 arctgx + k
x“+1

b)fxzzfl de—ln|x2e 1|+ k

19) fx +1 dx = f<1+

d)J‘(x+1) o fx +2x+1dx f(1+ 2x )dx x+ln|x +1]+ 4

x%+1 41 2

x4 1

)afx x —2arctg x + k

x“+1
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2 dx dx
40 [son s ds b)f1+9x2 C)f1+8x2
d dx dx £ dx
)f25+9x2 e)f3+2x2 )f,/1_9x2
dx dx . dx
) h) | —=—— i)
& f«/l—sz f«/25—9x2 f«/3—2x2
]) feSx—de
a) Restando las ecuaciones del ejercicio resuelto 2.a) de esta pagina, obtenemos que 1 — cos 2x = 2sen? x.
1—cos 2x 1 x 1 sen2x _X _ sen2x
fsm x dx = f dx = f costdx-2 5 +k T4 +k
dx dx 1
- =—arctg3x+k
1+9x? 1+(3x2% 3 e
dx dx 1
<) = =—arctg {8x +k
1+8x? 1+(/8x2 V8 £
dx 1 dx 1 dx 1 3x
d = % -~ | % __ - .~ % p- L = 1k
)f25+9x2 25 1+lx2 25 1 <3 )2 25 éélrcz‘g 5 + lsarctg 5 +
25 + gx 5
de 1 _de 1 de 1.1 2 6
37 "3 5 =3 e \/jarctg\/gx+k arctg\/7x+/e
3 l+(\/gx) 3
dx dx 1
f) = =—arcsen3x +k
dx dx 1
g) = =—arcsen8 x + b
J“/1—8962 f«/l—(«/gx)z /8
dx _ 1 dx _1 dx 1.1 3x 1 3x
h)fm—sf\/j—s ; 55 iAzrcse;'zs+/e 3arcsen5+/e
25 1—(;x> 5

11 \f \F
1 S| = .2 arcsen x+k= —d?‘f&fﬂ x+k
2 15 5
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B Expresion compuesta de integrales inmediatas
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1la) fcoss x (—sen x) dx b) f 3/cos? x (—sen x) dx 9] fe“"x sen x dx
d) | e +* (3x2 +22) dx &% 2x dx f
)fe (Bx~ +2x) e)ftg 2x )f1+x
2 f \/l__ei:izx dx h)fln(x2+1)2xtlx i) fs«/(x4+5x)2(4x3+5)¢lx

6
a) fcoss x (—sen x) dx = f(cos x) (=sen x) dx = Cwa +k, yaque Dlcosx] = —sen x.

(cos x) 2
b) fav cos® x (—sen x) dx = f(co& X) 213 (—sen x) dx = 273 +k= % Neos® x, porque D [cos x] = —sen x.
=+1
3

<) fe‘”‘ X sen x dx = —fem ¥ (—sen x) dx = —¢"" " + k, puesto que D[cos x] = —sen x.
d) fex3+x2 (3x% +2x) dx = ex3 vt +k, yaque D[x? +x?] = 3x? + 2x.

22x dx = —In |cos x*| + k, porque D [cos? x] = —sen x* - 2x.
cos x cos x

e) thx 2xdx = fsenx - 2x dx = f%

2 2
f) f 3x dx = f 3x dx = arc tg x° + k, puesto que D[x3] = 3x2.
1+x° 1+(x%)? ¢ P d

dx =arcsene™, yaque D[e™] = -

h) f/n(x2+l)2xdx =P+ D)+ ) = (P ) + b, porque D[x? + 1] = 2x.

4 (2/3) +1
) f3m(4x3+5)dx= f(x4+5x)2/3(4x3+5)dx=%+k=%m+k,

§+1

yaque D[x*+ 5x] = 4x3 + 5.
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3a)fm 5.(x? —2x) dx e‘xdx c)fcos x dx

b

= et

d)f(x2+1)ln(x3+3x)dx e)fsenxcosxdx f)fex"”’x(M)dx
X

1+ sen’ x

a) Llamamos #=x3—3x%+5 — du=3(x%—-2x) dx — %:(xz—bc)dx
Vx> = 3x% +5 (* = 2x) dix = «/70"” 1 ' dy = 24P k—z(x3—3x2+5)3/2+k=
6 9
=%v( —3x%+5)% 4+ k
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S BV B SR
Ve e E

I X Vx
Hacemos #=¢"" — du=-% = dx
2yx x

2 du =2arc sen u+ k =2arc sen eJx +k

I=

5

oot e i

Llamamos # = sen x — du = cos x dx

:fl;fz dis - %_f%:fﬂdu_fu-zdu:_sia+%+/e:_3w;3x+mix+/e
&) [62 1) (3 +39 v = 1

Si u=x3+3x = du=03x>+3)dx — %:(x2+l)dx

I- fznu Lichu-Luik=262 139062 039~ 167439 4

C) fSKﬂX COSX _ fSKﬂX cos X dx I

1+sen* x 1+ (sen” x)°

du

Llamamos % =sen® x — du=2sen x - cos x dx —> 7=senx'cosxdx

I= f1+1u2 %z%arctgu+/e:%arctg(smzx)+k

f) J.exw;(@)dx = fexwx <6+%)dx=

Como D[x+«/;]=I+L, hacemos u=x++x — du={1+
24x

I= fe”Gdu=6€”+/e=6€x+Jx+/e

2‘1/;)dx - 6du=(6+%)dx
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5 [ Ve—d(xs5)ds
Para eliminar la raiz hacemos x —4=¢> — dv=2tdr (x=1t>+4)
f«/x——4(x+5)dx:f«/P(t2+4+5)2tdt:2ft2(t2+9)dt:2f(t4+9t2)dt:
ZZTP 67 k- HC=D”  (TEI
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Para eliminar las raices hacemos x—1=1#° — dx=62dt (x=1+ %

e —T+x—1 3«/t6+t6 5 t2+t6 5 <1 2)
B 6P dt =61 dt=06|——+¢"|dt=
f /(x_1)3 f l(t6)3 f t9 f l’2

= 6f(t2+t2)dt=—%+2t3+k=—6x6_1 296134k

Sfmdx

Hacemos el cambio x = 2sen 00 — dx = 2cos O do

f«/4 —x? dx = J.«/4 — (25en 00) % 2cos o dot = |4 — 4sen” o 2cos 0L do. =
= fZ«/l— sen” 0L2cos OL doL = 4J‘c‘052 o do. = 4(% + M) +h=

4
Zarcsen<2> +k

= 2arc sen < ’26 > + sen
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E Integracion “por partes
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1 Calcula:

fxsenxdx

Llamamos /= fx -sen x dx

u=x, du=dx

]=—x-cosx+fcosxa’x:—x-cosx+senx+k
dv = sen x dx, v=—cos x

2 Calcula:

fx arc tg x dx
Llamamos /= fx -arc tg x dx

u=arcg x, du=¥dx

1+x2
do =3 d, v=%
v=xde v==3
I= —arctgx—— ——arctgx——f 1- dx =
1+x 1+x
=x—2arct x—l[x—arct x]+/e=x—24rct x—LtxrLacroxih=
2 XS g p WX Ty AR
x2+1

= Tﬂrctgx—%x+/e
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3 Calcula:

fx4 e dx

Resolvdmosa integrando por partes:

u=x¥ = du=4x> dx
dv=¢"dx = v=¢"

I= x4-ex—fex~4x3 dx=x4-ex—4fx3 e dx
I, = fxa-exdx=x3-ex—3x2~ex+6x-ex—68x

(Visto en el ejercicio resuelto 2 de la pdgina 337)

Matematicas |l

I= x4~ex—4[x3-ex—3x2-ex+6x-ex—Gex]+k=x4.ex—4x3'ex+12x2-ex—24x~ex+24ex+k
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4 Calcula:
fsenz x dx

Resolvimosla integrando por partes:

u=senx — du=cosxdx }

dv=senxdx — v=—cosx

I = —sen x -cos x — f(—cos X) cos x dx = —sen x - cos x + fcosz X dx =

—senx-cosx+f(1—sen2 x)afx=—senx-cosx+fdx—fsen2xdx=

2
= —:mx-co:x+x—fsm x dx
Es decir:

I= —senx-cosx+x—1 — 2] =—senx-cos x + x — [=%+k
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E Integracion de funciones racionales
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1 Calcula:
3x2 —5x+1
x—4 dx
2 2
f73x _SZ+1 d;»czf<3x+7+—294)a’x=3%+7x+29[ﬂ|x—4|+’é
X — X =
2 Calcula:
3x2 -5x+1
2x+1 ke
3% —5x+l 4 (313, 17/4 )\, 3 x* 13 17
2x +1 dx_.j‘<7x_7+2x+l>dx_ 2 2 4 /n|2x+1|+k—
2
=3%—14—3x——/n|2x+l|+/e
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3 Calcula:
5x-3 —2x+6 .
dx
fx —x )f (x-1)3

a) Descomponemos la fraccién:

5x -3 _ 5x -3 A, B _C
By xe—-1x+1) x x—-1 x+1

Sx—3 Al—1)(c+1)+Bx(x+1)+Cx(x—1)

R x(x—1)(x+1)

Sx—3=Ax—1)x+1)+Bx(x+ 1)+ Cx(x—1)
Hallamos A, B y C dandoa x los valores 0, 1 y —1:

x=0 — 3=-4A — A=3
x=1 — 2=2B — B=1
x=—1 — -8=2C —» C=-4

Asi, tenemos que:

J%i_sdx=f<%+ xil —ﬁ)dx=3[ﬂ|x|+/n|x—l|—4 In|x-1+4k

X7 —x
b) Descomponemos la fraccién:

2 —2x+6 A B C _A(x—l)2+B(x—l)+C

G-17 T GoD? -1 (1)’
X —2x+6=Alx-1)*+B(x-1)+C

Dando a x los valores 1, 0y 2, queda:

- 5=C — A=1

- 6=A-B+C; > B=0

— 6=A+B+C| = C=5

Por tanto:

X2 —2x+6 1 5 5
X =2x+6 g de=Inlx—-1|——2 4k
f (x-1)° fx—1+(x_1)3 nle—1 2(96_1)2+

Matematicas |l
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4 Calcula:

a)fx + 2242 _12x+8¢lx
x% — 42
a) x4—4x2:x2(x2—4):x2(x—2)(x+2)
Descomponemos la fraccién:
X +22x* —12x + 8 A, B8, C
Fl-2)(x+2) Xk x-2

X2 +22x7 —12x + 8

+

—4x? + 4u
x*—2x3 — 4a? + 8x

b [

D

x+2

Ax(x ) (x+2)+Blx—2)(x+2)+Cx*(x+2)+ Dx?(x — 2)

2 (x—2)(x+2)

X (x—2)(x+2)

x4+ 22x% —12x+8=Ax(x —2) (x + 2) + B(x — 2) (x + 2) + Cx* (x + 2) + Dx? (x — 2)

Hallamos A, B, C y D dandoa x los valores 0, 2, -2y 1:

x=0 — 8=-4B — B=-2
x=2 — 80=16C - C=5
x==2 — 112=-16D - D=-7
x=1 — 19=-34A-3B+3C-D — -3A=-9 — A=3
Por tanto:
x4+ 2257 —12x+8 7 _
J- K o = < x+2)dx_

= 3/n|x|+2+51n|x
x
b) La fraccién se puede simplificar:

%0 — 4x” 4 dx x(x—z)z

—2|-7n|x+2|+k

1

W28 e 8x x(x—2) (x+2) X+2
[t nrepratatd Er RaE
Pagina 342
5 a)f3x 24+3 b)J‘9x‘2b:-3 9 J‘6::21,13 d)-“7:«751:-011
)J-3x 2.3 =% xzdfl =%arctgx+k
)f6x +3=% 2;2{311 1 («/—;i)xzﬂ %-%arﬁgﬁx+/z:3}ﬁar€tgﬁx+/e
d)f7x2+11 . 742 “ir b e ek

1 7
= ——arcte [—x+k
77 7T

11 2
lx +1 (’%x) +1

s
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dx dx dx
6 — & b) | —*& d|—— &
a)fx2—4x+5 )fx2—4x+10 )fx 24+3x+8 )J‘2x2—12x+26
a) Como el polinomio x2—4x + 5 no tiene raices reales,
dx dx dx
= = =arctg(x—2)+Fk
x* —4x+5 J‘x2—4x+4+1 (x—2)%+1 ¢

b) Al igual que en el apartado anterior, el polinomio x% —4x + 10 no tiene raices reales,

dx =f dx =f dx _1 _
x* — 4x +10 x*—4x+4+6 (x-2)2+6 6 <x—2>2 )
== +

J6

11 x V6 x=2

=—-—ﬂrctg( +hk= < e +k

b e o)

V6
¢) Como el polinomio x2 + 3x + 8 no tiene raices,
dx :f dx :f dx :Lf dx _
2 2 23 2
X" +3x+8 x2+2-%x+%—%+8 <x+3) .23 4 x4
2 4 21 41
i)
2
11 2+ 3 223 <2x+3)
= —_ arc 1 +k= arc t +k
23f2x+3 I%L g(@) 23 S\
+
T3 23
d) Una vez comprobado que el polinomio x? — 6x + 13 no tiene raices,

f dax 1 e _1 dx _1 de__
2% —12x+26 2752 _6x+13 27 %% _-2.3x+9+4 2 (x—3)2+4

x-3 1 -3
arctg( 3 >+/e 4ﬂrctg< 3 >+/e

=Lf¢=i.i
8 2 8 1
(_x£3) +1 2
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7 b x—-11 dx 7x 11 d 5x+12
a)f x* 4x+10 )fx2—4x+10 C)f x* 4x+10 x*+3x+10
1 2(x-2) 1 2x — 4 1 2
a) S Y e 7 VD S . Sk S YYS Sy Y VS B TR 1)) B
J- 4x+10 2732 _4x+10 252 _4x+10 2
(2x 4)+ 411
by [—x=11 - |2 de=L[2x=4 . o1, Ll _ o
f —4x+10 f —4x+10 20,32 4x 10 f 4x +10 27
L= |24 e in (P —dx+10)+ 4
x“ —4x +10
1 1 1 1 1
L= |—bY | —1 g1 g1 dy =
? fx2—4x+10 fx2—4x+4+6 f(x—2)2+6 6f -2\,
+
%)
:%.%ﬂ;’ftg(’c‘% )+k ﬁarctg( k2>+k
6
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Por tanto:
J.Adx:lln(xz—/}x+10)—Sﬁarctg(x_z +k
x* —4x +10 2 2 6
7 (2% — 4)+7 4-11
o [l fz _7 [ 2x-4 ¢x+3f 1 e
4x+10 x* —4x +10 27 4x+10 4x +10

76

(Las dos ultimas integrales estdn resueltas en los apartados anteriores).

= %ln(xz—4x+10)+§a7’ctg<x—2)+k

CSxel2 S@x+3)-3 3412 S [ 2x+3 9( & 5,9
d) de=2 | 22— des S | =S [+ S,
x+3x+10 x*+3x+10 27 %% 13x+10 20235410 2
1) = 22367+3dx=ln(x2+3x+10)+/e
x“+3x+10
12=f dx :J dx :Lf dx :Lf dx _
2 3.9 9 ( 2 31 3\2 31 2
+2.= = —-=+10 x+2> +2 4 X+ = 4 2x+3 +1
2 4 4 2 4 2 i1 31
Bl
2
1 1 2x +3 _ 2 2x+3
= ﬂiarcz‘g( B >+/e—mﬂmtg( B )+/e
4 31
Por tanto:
5x+12 5 2x +3
dx = ln(x +3x+10) + arct ( >+k
fx 3x+10 A
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8 Calcula fx +2x +3x2 +3x+34x

2 +2x2% +3x

Comenzamos efectuando la divisién:

x4+2x3+3x2+3x+3=x+ 3x+3

%2+ 2x% + 3x %0 + 2x% + 3x

fx +2x +3x+3x+3 s = <x+ 3x+3 ) dex+f 3x+3

%0 + 2x7 + 3x %0 + 2x% + 3x x4+ 27 +3x

Descomponemos el cociente en fracciones simples:

3+ 2x% + 3x = x(x% + 2x + 3)

3x+3 A, Me+xN o 4 1 pM-_1, N=1

2% +3x X xP42x+3

3x+3 1, -—x+l
2k +3x X x4 2x+3

fx+2x+3x+3x+3dxfxdx+fldx+f —x+1 dx=]1+12+[3

%0+ 2x% + 3x 2+ 2x+3
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2
I, = fxdx=%+k

[2=J‘idx=/n|x|+k
x
-1 -1
=L ox+2)-=L.241
Iy= [ dx—f2(2x+) 2 7T ol (2642 derd [
37 - 2 ) 2 2
x“+2x+3

X2 +2x+3

Calculamos esta segunda integral:

L - 1 dx = L g1 g
J‘x2+2x+3 J‘xz+2x+1+2 f(x+1)2+2 2f w1\ 1
—_— +
xa
:%.iarctg(xél)+k=%ar¢tg(x‘/+§l>+/e

~

De donde /5 = %lﬂ(x2+2x+3)+/§arctg<xél)+/e

Finalmente, obtenemos el resultado:

4 3 2 2
X +2x" +3x"+3x+3 dx:x—+/nx—lln(x2+2x+3)+«/§arct <x+1>+/€
f x> +2x% +3x 2 M 2 £ 2
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1. Integrales inmediatas de funciones compuestas

Hazlo tu. Calcula las siguientes integrales:

2) fsen3x+cos3x dx b)f

sen 3x — cos 3x

4x pa—
1— cos?* X x*
)f sen 2x d fx2+1 ds

a) Observamos que D [sen 3x — cos 3x] = 3(cos 3x + sen 3x). Por tanto:

Ly, |sen 3x — cos 3x| + &

f:m3x+cos§x W:LJB(cos3x+sm3x)d

sen 3 x — cos 3x sen 3x — cos 3x

_if 2x
2 «/x2—2

2 (=1/2) +1
=%f(x2—2)_1/22xdx=%%+k:3m+k

—%+1
)fl cos” x sen’ x 4 _lfsenxdx__LJ'—senxdx__Ll | |+
sen 2x 2senxcosx T2 Joosx T2 ) cosx ST s X
d)f dx fx t1-1 g fx t1 g f 21 dx = fﬂ’x f dx=x—arctg x+k
X+l x4l x“+1 x“+1 S|
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2. Método de sustitucidon

Hazlo tu. Aplicar el método de sustitucién para resolver estas integrales:

a)fx«/ld—xm b)flf«/;dx

a) Hacemos el cambio 1 -/ x=1% — Y e—ordr — ﬂ=—2tdt
X x

f = =J._%/’;2dt=f(—Z)dt=—2t+/e=—2«/1—/nx+/€
xl—Inx ¢

b) Usando el cambio x =2 — dx = 2¢dt, obtenemos:

f1+x&dx:fl \/72tdt ZJ—dt 2f<t —t+l—%>dt:

3 2 3
= 2(%—%+t—ln|t+I|)+k:2(g—%+«/§—ln|«/§+l|>+k
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3. Integracién por partes

Hazlo tu.
a) farc sen— b) f% In x dx
x
a) Integramos por partes:
u = arc sen X —> du:*dx
2 50 52
4
dv=dx = v=x
L\
x . x E'al AP
[=x- arc sen J- \/70196 x arcsen2+f(l+ 4) < 2)490
1- 2"
4
2 —(1/2) +1
X
) : .
= x«drcsm%+ +/e=x-arcsen%+2 l—x?+k=x~arcsm%+ 4—x"+k
—%+1
b) Integramos por partes:
u=lnx — du=-"Ldx
x
dyz%dx SN §
x x
I=— lnx+ ldx——llnx+f%dx———lnx——+k
X x x x x x
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4. Integracién por partes
Hazlo tu. Calcular:
a)l= f2x2 cos 2x dx b) I= fe‘x cos 2x dx

a) Integramos por partes:

w=2x" — du="4xdx

dv = cos 2x dx —> U=M

I=2x*. sen22x _fsen22x <bix dx = x* sen 2x—2fx-sm 2x dx = x* - sen 2 — 21

I, = fx-seandx

Aplicamos de nuevo la integracién por partes:

u=x — du=dx

dv = sen 2x dx — y:_%
I = —x 6052296 +fcos22x dx = —x 0052296 +%fc052xdx=_x%+%5m2x+k
Finalmente:

I= x2~sen2x—2[1=xz-sen2x+x-cos2x—%sen2x+k
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b) 7= fe_x - cos 2x dx = —% e (cos 2x — 2sen 2x)

Integramos por partes:

u=e¢~ = du=—¢"dx

sen 2x

dv=cos2xdx — v= 3

— 2 1 — — 2 1
I= ex_senz X ) exsen2xdx=ex—5m2 X +?]1

I, = fe_x sen 2x dix

Integramos de nuevo por partes:

u=e¢~ = du=—¢"dx

—cos 2x

dv=sen2xdx — v=-— 3

I, = —efx-%—%f[x-cosbcdx

Sustituimos /; en [ y se obtiene:

fe_x ccos 2x dx =" sen22x . 60542’6 - % e cos 2x dx

Pasamos el dltimo término al primer miembro y despejamos:

%J‘e_x-cos2xdx=e_x~%—e_x-% — f_ - cos 2x dx = % sean—%e_x~cos2x+/e
8. Integracion de funciones racionales
Hazlo tu.
a)f x+2 b)f 22 dx
xt—2a2 +1 3x°+4
2 x+2
B RS ST S
x4 — 252 +1 (x=1)%(x+1)?
Descomponemos en fracciones simples:
x+2 A B C D 1 3 1 1
= + + + - A=——=, B==—, C==, D=—
x-12x+1)2 x-1 (x-1)%2 x+1  (x+1)? 2 4 2 4
_xx2 g 11 a’x+éJ‘ 1 dx+lf 1 dx+if L -
fx4—2x2+1 20x-1 7 4 e 2 x4 (e 1)?

=—l/n(x—l)—L+l/n(x+l)— 1
2 X —

2 g 2 111 B}, 1 {3 x
b)f3x2+4dx— 4.[. =5 Barctg( 3 )+k—Bﬂrctg( 3 )+k
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6. Integrales racionales con raices reales y complejas

Hazlo tu.
Calcula fx+2 dx
5
fx+2 &ix:f x+2 dy
-1 x—1) 2 +x+1)
Descomponemos en fracciones simples:
X+22 _ A MX+N N A=l, M:—l, N=—
(x—1)(x +x+1) -1 rx+l
[=f x+22 dx = dx f %+1 dx =In|x-1-1;
(x—=Dx"+x+1) rx+l
I [l g fz(z’”l) bt 2exl d“lf e
rx+l x“+x+1 272 x4 rx+l
=i[n(x2+x+l)+%[2
[2=f 1 dx=f 1 dx:if 1 dx =
PN SV S S 3 3 1\’
2 4 4 ’“'_ 4 4 rry .
+
B
2
= Lf 1 de=L . L s <2x+1)+/e=iarct (2x+1)+k
3 ) 372 "R 5B
4 (=) +1 4 3
3
Sustituimos en /;:
1 2 1 2x +1
L= =ln( +x+1)+—arc t <—)+/e

Sustituimos en [:

[:Z”|x—1|—%ln(x2+x+1)—%arctg<2x+l>+/e

7. Integrales de diversos tipos

Hazlo tu.
a) f1+f b)f(ez"—le)(e"+1) dx c) f[cos(Zx)+senxcosx]afx
a) Llamamos # = Jx — du=—L"dx — 2udu=dx
2Vx
2
I= “ Dudu=2|-2 du:Zf(u—1+ 1 >du:
u u u+l

2
= 2(”2—u+ln|u+l|>+/e=2<’2€—«/;+ln(«/;+l)>+/e
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b) Llamamos # = ¢* — du=e¢*dx

du du
I= =
f(uz—l)(u+l) ‘((u—l)(u+l)2

Descomponemos en fracciones simples:

1

1 _1
1 _ 4 . 4. 2
(-1 (u+1)? w=1 u+l  (441)2

11 _1 )1 _1 1 “Lu-1-1 11 -
[—4f”_ldu 4fu+ldu 3 (u+1)2a’u 4/n|u 1 4ln|u+l|+2u+1+/e

1 x 1 x 1
==Inle*-1l-=h+1)+ ——+ £
AT

2
) J(ms2x+senx-cosx)dx=fcos2xdx+fsmx-cosxdx='W22x+S‘m2x+k

En la segunda integral se ha tenido en cuenta que D [sen x] = cos x.

8. Primitiva que cumple una condicién
Hazlo tu. Halla f(x) sabiendo que £(0) =1, f'(0) =2 y f"(x) = 3.

2
£ = [3ede=3 0k,

F0)=2 = k=2

2 3
f(x):f(%+2)dx=x7+2x+/e2

£O) =1 > k=1

3
fx) = %+2x+1
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1. Curva de la que se conocen las pendientes de las rectas tangentes

Hallar la curva en la que las pendientes de las rectas tangentes en cualquier punto vienen dadas por
la funcién f(x) = xe?. Se sabe también que la curva pasa por el punto A (0, 2).

Sillamamos F (x) ala funcién buscada, esta cumple dos condiciones:
F'(x) =x- e
F(0) = 2 para que pase por el punto A.

Por tanto,

F(x) = Ix-ezx dx

Integramos por partes:

u=x — du=dx

2x
dv = dx — vz%

2. 2
Flx) = x-"Tx—f"—xdx:lx.€2x_L€2x+k

2
F0)=2 = —Lip-2 = p-=

Asi, F(x) = %x'ezx—lezx+%.

&. Funcién derivable
Hallar una funcion f(x) derivable en R, que pase por el punto P (-1, 3) y cuya derivada es:

2x—1 si x<1
fle=11 si x>1
x
Calculamos las primitivas de los dos tramos:
filx) = f(Zx—l)dx:xz—x+/e1 Hx) = f%dx:/nx+/ez, ya que x> 1.

Como pasa por el punto P:

SikD)=3 = 2+k =3 = k=1
Asi:
X ox+l si x<1

|

nx+ky, six>1

Como f(x) es derivable en IR, debe ser continua en IR y, en particular, en x = 1.

f)=1

Iim (*—x+1)=1
lim f=1""" S k=1
x—1 Zz’r;zl+(/nx+/e2):/e2 ’

x =

Con el valor de 4, obtenido se cumplen todas las condiciones y la funcidn es:

x—x+1 si x<1

-]

Inx+1 si x>1



Unidad 11. Célculo de primitivas VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

3. Integraciéon de un valor absoluto
Dada la fincion f () = % -2, caleular [|f o) ds.

Definimos la funcién por intervalos:

%-2:0 - x=4

—X 42 six<4

| f(0)] =

X _2 six>4

2

Integramos cada tramo:

2
f(—%+2>afx:—x—+2x+kl

4
f(i—2>dx—x—2—2x+k
2 4 2
2
—x?+2x+k1 si x<4
F@ = [Ifelde-]
%—2x+k2 si x24

Como la funcién debe ser continua en x = 4:

42
F@)= 4 2. 4uky=—dik,

2
. x _
xlim4_<— i +2x+/e1) 4+k,

lé;’)n4F(x): %4+k1=—4+k2%k2=8+k1

2
x[i7}14+<x7—2x+k2)=—4+/€2

Es decir:

2
X i 2x+k  si x<4

F(x) = 24

X _Ix+8+k si x>4

4

4. Gréficas de primitivas

Hallar una primitiva F (x) de la funcion f(x) = 2x — 4 tal que su grdfica corte al eje X en un sinico
punto.

P = [@x—4)de=x*—dx sk
Para que F(x) corte al eje X en un Unico punto, la expresién de F(x) debe ser un cuadrado perfecto. Por tanto:
F(x)=x?—4x+4=(x-2)

y el tnico punto de corte con el eje X es el punto (2, 0).
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Para practicar

M Integrales casi inmediatas

1 Calcula las siguientes integrales:

4x2 —5x+7 x dx
Q) [B=5527 g b)f—%
1
c)f2x+7dx d)f(x—senx)dx
4 =5x+7 ;. ( 25 l) _2_x3_5x2 7
a)fi2 dx-fo SR dx = 3 7 +2x+/e
5/3 3/,
2/3 3\/;
b)f 1/3— X dx=xi +k= 5 +k
3
= 1/;’z|2x+7|+k

2
d) f(x—:enx)afx = x?+cosx+k

2 Resuelve estas integrales:

2) f(x2+1)2dx b) f(x—5)34x
c) f«/3x+5 dx d) f(cosx+ex)¢lx
2) f(x2+1)2dx:J‘(x4+2x2+l)afx:x?5+2§3+x+k

(x—5)*
b) f(x—5)3zix= .

3/2
9 J-«/3x+ dx = 1f(3x+5)“23d (3’”5) k=265 ok

2
d) f(cosx+ex)dx = fcosxdx+Jexdx=senx+ex+k

3 Calcula:
c) fsen (x —4) dx d) f(er +3e™) dx

2 5/3
3/x 1 23 ;1 x 3 3]s
a) J‘A,_Z dx = —32J‘x dx——32—5 +k= 53h VX’ + b
3
7
b) | —4—dx =71 k
)fcoszx N gxr

) fsen(x—4) dx =—cos (x—4) + k

&) (436 ds - fezxdx+f3e_xdx:%fe2x24x—3fe_x(—l)zixz%ezx—3e_x+/e
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4 Halla las siguientes integrales:

a) f(%+%>dx b)f(x‘_l’;)3 ) fx:czxdx
oo yE -

a) f<%+%)dx = 2f%dx+2fx_24x=2 In|x| -

)f(x_ ; f(x_l)—ﬁdxhﬁw

(x

9} fx;fdx= <%+x5/2)dx=ln|x|—%+k

d) J‘ 1:i2 dx =—8arcigx + k

3x _ 3 2x _3 2
e) J-szdx— 5 f—1+x2 dx—zln(1+x)+k
f)f i -1 f—3x de=—L -k

5 Resuelve las integrales siguientes:

D [55 )f(Sx e o [Br—dds d)fﬂﬁdx

_1 ([ Bdx _1 _
)f3x 7 Sf 4—3ln|3x 4]+ k

_ 1 AR S S
)fo 4)2—3f(3x 92 3dv-—g Lok

3/2
0 f«/Sx—4afx: %J(Sx—@mde:%%+/e=%\/(3x—4)3+k

2
205
d) fﬁ/Maﬂx - %f(Sx—4)_3/53dx=%%+/e=%5«/(3x—4)2+k
5
6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:
Q) [ex—4 dx b) [e 29 d 9 [e5vds &) [6*- 5% dx

a) fex_4dx=ex_4+k
2x+9 g _ =1 | 5 2x+9 5 =1 -2x+9
b)fe dx = 2J2€ afx-ze +k

Sx g 1 5x _ 1 s«
C)J‘f dx = SJSE dx—se +k

x_ .3 _3_x_ 4
d)J-(3 x°) dx = 3 +k

£
4
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7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

dx
d
)f1+25x )IIOOx 241 ° f3+3x )f4+x2
f h ex dx
o J‘4+9xz )'[9+x2 g)f2+4xz )fl+e2x
2 dx 2 dx 2
= =L arctgSx +k
a) f1+25x2 1+(5X)2 Sﬂi’f g OX +

5 dx 5 dx 5
b = te 10 k_— te 10x + £
)f100x2+1 f(IOx)2+1 10 arc g 1Ux + arc tg 10x +

9 4 dx 4 dx 4 dx 4

_ _4 !
3032 J3(1exd) 39 1sx2 3 87T

af A - IC) ( ) de=Larerg (%)

dx  _ 1 dx 1.1 1 3x
e)f4+9x2— 4f = iﬂrftg( >+/e arctg<2>+k
2

2 4
3x
1+(2)
f) 9?{’62—%[ dx zzl %arctg( >+k —ﬂrftg( >+/e
X 1 X 2
5] 3

g) dx _ _ 1 dx =l-%arctg<£)+/e=§m’ctg(«/§x)+/e

& _ X
h)f1+€2x dx = fl+(€x)2 dx=arctg (e¥) + k

8 Expresa el cociente de la forma %=C +% y resuelve:
b)J‘x _5x+4dx
9 fa;:zl d)f2x +2x+4dx
x x —3x +x 1
o[£ s p [F=3rxoly,

9 _ 9 o -
<x+3+x_3>dx—fxdx+J3dx+f adx— 5 +3x+9n|x -3+

2
b)fx —5x+4 4 _ f(x_6+ 10 )g{x=xz—6x+10 In|x+1|+k

x+1 x+1

) fx —1 g - J‘(x—2+xiz)dx=fxdx—f2dx+fx22 dx=x72—2x+31n|x+2|+/e

d)dex:J‘<2x—2+x+2) foxde— 2. |8

’ (x+ )dx fxdx+f

f)fx —3x? +x 1 g = xz—x _2>dx=fx2dx—fxdx—fdx—
2

— X _x-3lnlx-2|+k

_xj
"3 2

) dx=x*—2x +8ln|x+ 2|+ k

_ 1 2x _x_ 1
e) dx-fxdx+2fx2_l dx 5 /n|x ~1+4
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9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:

dx dx 1 dx
b — 2 dx d | ——&
Y f«/1—4x2 )f«/4—x2 9 f«/l—lOOxz )fx-\/l—(lnx 2

=L e sen (2x) + £

Bbreib ot

dx 1/2 dx
b) = —arcsm< >+/e
‘/4_x2 J‘\/l <£>2 2
“\2
=L e sen10x+ £

) S 10
‘ f~/1—100x2 10 f~/1_(1ox)2 10

=arcsenlnx+ k, yaque D[lnx] = 1,

IO P - S
)J‘x-«/l—(lnx)2 X

10 Resuelve las siguientes integrales:

a) |sen x cos x dx b)fsizsxdx 9 J“/z;lz d)f‘/x%ixs
- X X"+

senzx
sen”x

a) |sen x - cos x dx = 3

—4
b)fsenxdx f(—senx) cos D xde=—210 "% p__ 1}

cos® —4 4eos* x
12

o [2xde [ 9GO k=29 ik

2

xdx _ 1 2 12 ;.1 (x2+5)1/2_
d)fi—ifbc(x +5) dx—?f_

X“+5 o1

V2 +S+k

11 Resuelve las siguientes integrales:

a) J‘«/xz—Zx(x—l)dx b)farcsenxdx c) f«/(1+cosx)3senxdx

d)f(“iﬂdx e)fafit;)zdx o[

e* dx
J1+e*
a) f«/xz—2x(x—1)dx= %f«/xz—2x(2x—2)dx=%f(x2—2x)“2(2x—2)dx=
l (x2_2x)3/2+k= l(xZ_zx)3+k

2 3 3

2

2
arc sen x dx = AN X L}

b) arcsenxd _ 1

J‘ ll X fll_xz 2
5/2 / 5

19) f«/(1+cosx)3senxdx= —f(1+cosx)3/2(—senx)dx=— (1+ cos x) +k= —2V(1+ cos x) +k

B 5
. f(1+lnx)2dx [ 2 1, ()’ 2
) [ = [atn? L= 2y
2 2 32 2 32 5.2 2
2 (3 2 (0ol a2

) ) as x3)2 3f(2—x3)2 f( ) 362-2)

“ x\ 1/2
f)fﬁ 82 (1”) w214k

+ €

7
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M Integracién por partes

12 Aplica la integracién por partes para resolver las siguientes integrales:

a) |xe**dx b)flenxﬂlx
9] fo cos x dx d) fln 2x-1) dx
e) fix dx f) |arc cos x dx
e
a) |x e dx

u=x — du=dx

dv=edx — p=L¢?

2
fxC,Zxdx:% fl 2x _% x_%ebc_'_k

b) fxz In x dx

u=lnx — du="Ldx
x

3
dv=x*dx — v=—§
3 2 3 3
2 _xInx  |x _xlnx  x
[P insds=lox [xge i _x

c) f3xcosxdx:3 X cos x dx
{uzx — du=dx

dv=cos xdx — v=senx

3fx cos X a’x:3[x sen x —J-senxdx

=3 [x sen x + cos x)+ k = 3x sen x + 3cos x + k

d) fln(2x—l)dx

‘u:/anl — du-= 2x2—1

dv=dx — v=x
fln(Zx—l)dx:xln(Zx—l)—

7 _ldx xn(2x-1)- < 2x_1>dx—

=xln(2x—1)—x—%ln(2x—l)+/e
e) fidx
ex
u=x — du=dx
dv=¢"dx = v=—c"dx

fixdxz—x~e_x+fe_xdxz—x-e_x—e_x+/e
e

£) | arc cos x dx

u=arccosx — du= -1 E dx
1-x

dv=dx = v=x

dx = x-arccos x —{1—x + k

farcco:xdx:x-arccosx+f 5
1-x
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13 Resuelve las siguientes integrales aplicando dos veces la integracién por partes:

a) |x? sen x dx b) |x2 e** dx c) fex cos x dx d) f(x +1)2 e*dx

a) | x% sen x dx

|u=x2 — du=2xdx

dv=senxdx — v=—cosx

fxzsmxdx=—x2cosx+f2xcosxdx=—xzcosx+2 X cos x dx

uy=x — duy=dx h
dvy=cos x dx — vy =senx
I} = x sen x — fsenxdx:xsmx+cosx
Por tanto:
fxzsenxdx=—x2cosx+2xsmx+2€osx+k
b) [x? &* dx
u=x> — du=2xdx
dv = dx — v=%ezx
2
fxz e dxz%ezx—fx & dy
-
11
uy=x — duy=dx
dvy = dx — v1=%ezx
I = £€2x_fi€2xdx=£€2x_l€2x
=2 2 2 4
Por tanto:
fxzezxdxzx—zezx—ﬁezx+Lezx+k: x—z—i+L &k
2 2 4 2 2 4

19) fexcoxxafx
u=e" = du=e"dx
dv=cos xdx — v=senx

I=e¢%senx— fexsenxdx

| —
[l

‘luzex — du=¢"dx

dv=senxdx — v=—cosx
I, = —cosx€x+fexcosxdx
I=¢" senx—(—cosx e +1)

21 = & sen x + ¢ cos x

X X
J= 4 :enx;e L'OSX+k
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d) f(x+1)zex dx
|u=(x+1)2 — du=2(x+1)dx

dv=¢"dx = v=¢"

f(x+1)zexdx:(x+l)2 x—2f(x+l)exdx
Iy

uy=(x+1) = du;=dx
dvy=¢"dx = vy=¢"

I, = (x+1)ex—fexdx:(x+l)ex—exz(x+l—1)ex=xex
Por tanto:

f(x+1)2exdx:(x+l)zex—2xex+/€:(x2+2x+1—2x)ex+k:(x2+1)ex+k
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M Integrales racionales

14 Aplica la descomposicién en fracciones simples para resolver las siguientes integrales:

1
—————dx
2 fx2+x—6

d)fo'ldx

x+x

dx
9 f(x2—25)(x—4)
4
et v te

1
———dx
Y J-xz+x—6

1 _ A . B AZ—I/S
Paix—6 x+3 x-2 B=1/5
1 f”5df“5¢x11 1 o+ b
fx2+x—6 LA b, nl|x + 3|+ = n|x - 2|+
3 2 _ 3
3x3 |x 4 3x EN 12x
—3x° + 12x 3x X2 — 4 X _4
12x
3 2
f ?x dx:f(3x+ ;Zx )a’x:3x +6ln|x> — 4+ k
x"—4 x“—4 2

dx _ dx
9 f(x2—25)(x—4) - f(x+5)(x—5)(x—4)

Descomponemos en fracciones simples:

L A, B, C 1l g1 o1
G5 -5 (-4 x+5 x5 x-4 A=50 B=90 ¢ =79
S U | 1 (1 1 (1 B
I- 55 | s der [ Lo 9fx_44x ik Sle kel =5 - L -4k
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x2+1

dx

&) [

Por el mismo procedimiento:

.X'+.X‘

2
x"+1 —x+1 1 2
=1+ =l+=—-——
X*+x X%+ x x  x+l
2
f’cz—+ldx:x+ln|x|—2/n|x+l|+/€
X+ x
4
—————dx
X J‘xz+x—2
4 A B 4 4
= A=-=, B==
Prx—2 x+2 x-1 - 3 3
J’%d = 4ln|x+2| ln|x—1|+/e
xX“+x-—2
) —
) x%+4x+3 )
2
X -1— 4x+3 =1_( A B )_) A=2,B=—i
x> +4x+3 x> +4x+3 x+3  x+1 2 2
f dx fl— 9/2 +_1/2>dx—x——ln|x+3| —In|x+1]+k
x> +4x+3 x+3 x+1

15 Resuelve las siguientes integrales:

2) Zx’f_‘%a b)fﬁdx
ey i e

o fmdx f)f-”x 2 gy

a)fzx B a’x—f<2+xzf7;xl+2)dx:f2dx+fmdx x4 1,
he [ e [y ey el

Por tanto, [=2x+In(x—2) + £

b)f 2x 15

Descomponemos en fracciones simples:

16 _ A , B
(c+3)(x = 5)

_ -16
c= [Ty

— A=2, B=-2

x+3 x-5

I= 2fo1r a’x—ZJﬁdx=ZZn|x+3|—21n|x—5|+k

2x—4
)f(x 1)? (x+3)
Descomponemos en fracciones simples:
2x—4 __A B . C
w-1*w+3) ¥-1 (x-1)* x+3
I — 4 =A(x—l)(x+3)+B(x+3)+C(x—1)2

(x =1)%(x +3) (x=1)%(x +3)
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2x—4=A(x-1)(x+3)+B(x+3)+Clx —1)*
Hallamos 4, By C:

x=1 — —2=4B — B=-1/2
x==3 — -10=16C — C=-5/8
x=0 — —4=-3A+3B+C — A=5/8
Por tanto:
2x — 4 5/8 d + —1/2 5/8 dx
J.(x 1) (x+3) f f fx+3

_5 _ 1. 1 el :2 x—1 1
= 8[n|x 1|+2 oD 8ln|x+3|+k 81n<x+3>+2x—2+k

2x+3
O[St
) (x=2)(x+ 5)
Descomponemos en fracciones simples:

22+3 A B _Ax+5+B(x-2)
x—=2)(x+5) x-2 x+5 (x=2)(x+5)

2x+3=A(x+5) + Blx—-2)

Hallamos A y B:
x=2 - 7=74 > A=1}

x=-5 — —7=-7B — B=1

Por tanto:

%dx: x124x+fx15dx:ln|x—2|+ln|x+5|+k=ln|(x—2)(x+5)|+/e
° J‘(x—l)}x+3)2dx
Descomponemos en fracciones simples:
1 A4, B . _C
(-1Dx+3)* x=1 x+3 (x+3)°
1 A +3)*+Blx-1)(x+3)+ Clx 1)
(x=1)(x+3)* (x—1)(x+3)*
1=A(x+32%+Bx-1)(x+3)+Clx-1)
Hallamos A4, By C:

x=1 — 1=164 — A=1/16

x=-3 — 1=-4C — C=-1/4

x=0 — 1=94-3B-C — B=-1/16

Por tanto:

f f1/16 -1/16 . f “1/4 . _

(x — 1)(x+3) x+3 (x+3)?
A el L 1. _ 1 ]x-1 1
6ln|x 1| T ln|x+3|+4 (x+3)+/€ T In a3 +4(x+3)+/€

3x — 2 3x -2
f)f e = f(x 2)(x+2)ﬂix

Descomponemos en fracciones simples:

3x—2 A B _Ax+2)+B(x-2)
(x=2)(x+2) x-2 x+2  (x=2)(x+2)

3x—2=A(x+2)+ B(x—-2)
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Hallamos A y B:

x=2 — 4=44 — A=1
x=—2 — —4=—4B — B=2

Por tanto:

J‘i;:i dx = _2dx+f

) d=ln|x=2+2n|x+2|+k=lnllx—2| (x+2)*]+ 4

M Integrales por sustitucion

16 Aplica el método de sustitucién para resolver las siguientes integrales:

a)fx‘_lx& b)fx3x+2dx c)f‘/;dx

dx
d)f(S—x)JZ—x

a) Para eliminar la rafz hacemos x =2 — dx=2¢tdt

:f22ta’t: 2dt =2n|t—1|+k=2In|x—1|+k
t

b) Para eliminar la rafz hacemos x+2 =13 — dx=3t2dt (x=13-2)

7 4 3 7 3 4
fx3'—x+2dx=f(l’3—2)t'3t2dt=3f(t6_2t3)dt=%_%+k=3‘/(x7+2) _3‘/(x2+2) b

¢) Para eliminar la rafz hacemos x = t® — dx = 6¢> dt

dt 6f(t s A1y l)dt
Z’ —

Calculamos, usando el método de descomposici()n en fracciones simples:

f,f f(;+1)(¢_1) - 1f¢+1dt

1 -2, 112
E+1)(E-1) r+1 ¢-1"

3
J‘;/dez zt 68 dr=6
X — -1

- lln|t+l| 2 inle =1+

Ya que

Terminamos el cdlculo de la integral:

S A Ee .
I=6 Sttt ln|t+l| ln|t 1 )+k=

6/ 7 6/.5
= 6£x7+65x +24x + 68x = 30 |x + 1|+ 3l |%x — 1|+ £
d) Para eliminar la raiz hacemos 2 —x =2 — —dx=2tdt — dx=-2tdt (x=2-1t?)

dx 2t dt —2d dt
- = =2Darctgt+k="2arcte y2—x+Fk
f(s—xwz—x f[s—@—rz)] J7 “ e

Para resolver

1'7 Resuelve las siguientes integrales:

a) |« e dx b) |x sen x? dx c |x-2%dx d) |x3 sen x dx
) f«/(x+3)5 dx f) f —3x dx 2 fez’” 1 cos x dx h) [«> e dx
2 — 6x2

a) [x* e di = 1f5x e dx-%ex5+/e

b) |x sen x? dx = 1f2xsenx dx— cos x>+ b
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n2
=3 (2 w2 1 [y k2 2
fx2 i h2 ln2dx n?2 +ln2f2 e n?2 (ln2)2+/€

d) |x3 sen x dx

{u=x3 — du=3x*dx

dv=senxdx — v=—cosx

fxa sen x dx = —x° cos x + 3 | x° cos x dx

I

uy=x" = duy =2xdx
dvy =cos x dx — v|=senx

I = xzsenx—2jxsenxdx
I
2

|u2=x — du, =dx

dvy=senx dx — vy=—cos x

L= —xcosx+fcosxdx:—xcosx+senx
Ast: I = x? sen x + 2x cos x — 2sen x
Por tanto:

fx3senxdx=—x3cosx+3x2senx+6xcosx—65mx+/e

712
¢) fmdx= J‘(x+3)5/2dx=%=7 (x+3) +k

Bx a1 (2 11, o2
D[ - 4f2_6x2dx L2624

g) Esta es una integral que se resuelve aplicando el método de integracion por partes dos veces:
I= f€2x+ U cos x dx

Integramos por partes:

{u:ez’ﬁl — du=2e4" dx

dv=cos x dx — v=senx

I= ™! senx—ZJez’”l sen x dx = sen x — 21,

I, = f€2x+l sen x dx

Integramos /; por partes:

|u=€2x+1 N du=2€2x+1dx

dv=senxdx — v=—cosx

I = -1 cosx+2fezx+1 cos x dx
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Sustituyendo en /:

fez’”l cos x dx = ! senx—2<—ezx+1 cosx+2fezx+1 cosxdx)z

=™ e x4 267511 cosx—4fezx+l cos x dx

Pasamos la integral al primer miembro y despejamos:

2x +1 2x +1 2x +1
fe2x+lcosxdx=€ sen x + 2e cosx  L_e

5 5

(sen x + 2cos x) + kb

h) |x° e d = fxa X7 e_x3 dx

u=x> — du=3x"dx
do=i2 ¢ de — y:—s—le-xg
B _T;é o [ ds - —Txﬁ Lo e —("‘33‘ D 1y
18 Calcula las siguientes integrales:
a)f;++21dx b)fﬁdx
% f pw Ty ++x2 1 d f ps —1
o f FTa D[

a)fx+2 dy (1) lf 2x dx+f 2 - lln(x +1)+2arctgx+k

x%+1 w2+l x+1

41 2+l K2+l

by |[— = [—— L 4
)f(xz—l)z f(x—l)z(xn)z g

Descomponemos en fracciones simples:

1 __ 4 B . C D

(1) Hacemos (x+2)dx ( x 2 )dx

D D2 G-D  (_1)? &) (xs1)2
1 _ z‘l(x—l)(x+l)2+B(x+1)2+C(x+1)(x—1)2+D(x—1)2
(x=1)2(x+1)? (x—1)2(x+1)?

1=AGx-1)(x+1D)?+Bx+1)?+Clx+1)(x-1)2+ D(x -1)?
Calculamos A, B, C y D dandoa x los valores 1, -1, 0y 2:

1 — 1=4B — B=1/4 A=-1/4
-1 > 1=4D — D=1/4 B=1/4
0 > 1=—A+B+C+D — 12=-A+C C=1/4
2 5 1=94+9B+3C+D — -3/2=9A+3C — -1/2=3A+C| D=1/4

f(z dx f(;l_/% dx+f 1/4 afx f(xli41) x+f(x1+/f) dx =

2 R R R
o

X
e Uy VRS D SR S 1.1 -
= In|x -1 7 (x+1)+4ln|x+1| i (x+1)+k
| B 1 _ -1 x—1 2x
= [ln|x 1]+ |x+1|+x+1]+k 4 [/n 1 ‘+x2 ll+k
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C)f x+2 x+2
2% 4+ x — 1 x+1)(2x-1)

Descomponemos en fracciones simples:

x+2 A B 1 5
= A=—— B==
x+1)(2x-1) x+l  2x—1 - 3 3

ln(x+l)+ ln(2x—1)+/€

_ 1 Cdx 5 B
I=- x+1 2x—1

d f x—1 dx = x—=1 dx
) 4x2_9 (2x +3)(2x - 3)
Descomponemos en fracciones simples:

x—1 A B _5 p_1
Ox13)2x=3) 243 23 U1 B 15

-2 dx 1 dx _ 5 1 -
I= 12)2x+3 " 12 fo 3—24/n(2x+3)+24/n(2x 3)+k

o) 2x% 4+ 7x—1 dx = 2x2+7x—1 A
WKrxt—x-1 (x=1)(x+1)?

Descomponemos en fracciones simples (para ello, encontramos las raices del denominador):

2%+ 7x -1 __A . B . C
x=1D(x+1)2 x=1 x+1  (x41)2

2P+ 7x—-1 _ A +1)?+Bx -1 (x+1)+Clx -1)
(x=1(x+1)? (x=1)(x+1)?

262 4 7x—1=Ax+1D)?+Blx -1 (x+1)+ Clx = 1)

Hallamos A4, By C:

x=1 — 8=44 - A=2

x=-1 = -6=-2C - C=3

x=0 — -1=A-B-C — B=0

Por tanto:

fzx +7x =1 - f 2 dx+f 3 hv=2nle—1-—3— 1k
X+ x - (x+1) +1

_1
o [ 2L
2x%+8
Como el denominador no tiene raices:

3 dx 3 2 1 dx
== n(Q2x +8)—— | —2 =
2x +8 J‘2xz+8 4 8J‘<i>2+1
2

arctg%+/e=%ln(2x2+8)—%arctg%+k

=i/n(2x2+8)—

1.1
4 8 1
2
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)/ 1-
) [ [
1 1+e
C)fxlnxdx d)fe++xdx
)f“"fdx D) [inGe-3) de
In {x
A h)fln(x2+1)4x

2
a) flnTxdx = f%/nxdx=lnT|x|+k

b) fl—senxdx In|x+cosx| +k

X +C0s X

1/x
c)fxmdx f die = In|In ||| +

&) [ L e n|ene x|+ k
&+ x

sen x 1
e) f I dx = —Zfﬁ (=sen \x) dx = —2cos (x) +

) f/n(x—s) e

u=n(x-3) - du= dx

dv=dx = v=x

1
x—-3

fln(x—3)4x=x1n|x—3|—fxx3 dx:xln|x—3|—fl+ x33 dx =

= xlnlx=3|—x-3|x-3|+k=(x~-3)In|x-3|-x+k

In x
g)f T dx
_ 1 1 1
u-/n&—)du—& i zxdx
=%dx—)dv=2&

/n«/} _ 2«/} _ 1 _
f ‘/; dx—z‘/;[n‘/;_fde—z«/;lﬂ«/;—fﬁdx_
=2{xindx = 2{x +k=2\{x(In{x-1)+ k
h)fln(x2+1)dx

u=ln(x*+1) - du:zzixdx
x“+1

dv=dx = v=x

2
fln(x2+1)oix=xln(x2+1)—f%¢dx= xin(x®+1)— ( 22 )afxz
x“+1 x“+1

=xln(x2+1)—2x+2m’ctgx+/e

Matematicas |l
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20 Calcula las siguientes integrales:

0 [ w[Zge  o[TEe oz
e) f(ln x)? dx f) fex cos e* dx g f 2 h) f (1- x) dx

)fjm(l/x)dx J lsm( )dx cos( >+k
X
b)fxzjz i f(

2
15 t
) fa:c gzx dxzf 1 zﬂrctgxdxzﬂ”g Sk
+x

1+x 2

4 N o afde o
+2>dx_fzdx T Y

d) f SERX_ e = f(—sen x) (cos x) ~(cos )~ h=—>X 4}

cost x -3 3cos> x
O [(n 2 d
|u(/nx)2 - du=2(lnx)-%dx

dv=dx = v=x

f(lnx)2dx=x(lnx)2—2flnxdx=xln2|x|—2xln|x|+2x+/e

f) fexcosexdxz sene + kb

1 -1
o |5 e @=D)
Descomponemos en fracciones simples:

-1 __A _ B :A(x—l)+B(x+1)
x+Dx—-1) x+1 x-1 (c+1)(x—1)

Hallamos A y B:
x=-1 = -1=-24 — A=1/2}

x=1 — =-1=2B — B=-1/2

Por tanto:

1 NEVIEVAYR R A oy
fdx—f( + 1>dx-2[n|x+l| 2ln|x +k=In x—l+k

1— 2 x+1  x-—

x+1

1— )2 2 2
h)f(h-?;) Ay = fx 2x +1 dx:f(x_3+xf_l)dx=%_3x+4lnlx+ll+k

21 Resuelve por sustitucién:

b) [Bx—2ds
a) Hacemos e =12 — e*dx=2tds

f - fo d - f( tfl)dt=_2t—2ln(r_1)+/e=—z@—zzn(@—l)+k

b)Hacemos 3x—2=1t* = 3dx=2tdr - dx= %tdt

Bx —2dx= t—tdt_z A dr = 2 +k_(3x7_2)3+k
| | 27 !

9
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22 Resuelve:

x+4 dx
dx b | ax
23 I

2 [ g [ X ey —2x 4 | L
0172
:—%(1%+4arcsenx+k=—«/1—x2+4arcsenx+k
2
dx 1 2 dx 1
b) | —& — - - | —£&£4%& arc sen (2x —3) + k
J‘\/l—(2x—3)2 2f,/1_(2x—3)2 2
23 Calcula estas integrales:
dx b
a)f 3x +3x 1 )fx —2x+5
x*—2x-6 2x%+12x -6
c)fx3+xl 2x ) (x=2)(x*+9)
de = [—55_ u
a)f 3x +3x 1 v (x-1)3
Descomponemos en fracciones simples:
2
5x | + B 5+ c — A=5, B=10, C=5
x-1)° *-1 (x-1? (x-1)°
) 3 5
I= 5f _1+10f(x—1) dx+5f(x—1) dx =5ln|x —1| - _1 2(x—1)2+/e

x*-3 2x 8 2x 8
dx = |1 dx dx
)fx 2_2x+5 e f( ' 2x+5> f ' —2x+5

Calculamos la segunda integral teniendo en cuenta que el denominador no tiene raices.

I - 22x—8 o 2x 2-6 4 _ 22x—2 dy — Gf dx=ln(x2—2x+5)—6]2
x“—=2x+5 —2x+5 x“—2x+5 2x+5

1 1 1 1 1
I = dx = dx=|—"——dx==" |————dx =
: fx2—2x+5 fx2—2x+1+4 J‘(x—l)z+4 4f x—

arctg%+/e:%arctg%+k

=

L
1
2

Sustituimos en /;:

]lzln(x2—2x+5)—3arctg x;l +k

Sustituimos en /:

I=x+In(x?=2x+5)—3arctg x;l +k

0 f;c +—xe 6 g - f( —3x +4x+6)dx f(x—l)dx f —3x° +4x+6d

X+ x% = 2x o4t =2

Calculamos la segunda integral descomponiendo en fracciones simples:

Wit xx+2)(x-1) «x Tar2 T a1

Bxtidx+6  Bxt+dx+6 A B (CHENEN A=_3, B:—%, C:%

f3x+—4x+6dx_ 3fdx T T Ay 3T (e 2) s Ll (e—1)+k
x—1 3 3

X0+ xP = 2x x+2 3
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Sustituimos en /:

I= x—z—x+3[nx+lln(x+2)—lln(x—l)+/e
2 3 3

2x2 +12x — 6
)f(x 2) (x? +9)

Descomponemos en fracciones simples:

2x* +12x -6 A [ Mx+N _, 4.9 M-0 N=12
(x-2)(?+9) *¥=2  x249

lzzfx%f+12f

xdf9 1[( > =%-im’ctg%+k:%m’ctg%+k
3 3

Sustituimos en /:

x*+9

I=2ln(x-2)+4arctg %w@

24 Resuelve estas integrales utilizando un cambio de variable:

a)fx«/mdx b)fxil’;/;
c)f\/%dx d)fx.alc+ldx
e)fx:‘/;dx f)fl‘/;x

a) fx«/mdx

Cambio: x +2 =1t> — dx=2¢tdr

fx«/x+1dxzf(tz—1)t-2tdt=f(2t4—2t2)dt:2_f_

b A

Cambio: x=t* — dx=4+3 dr
f dx 4ta’t f4tdt 4f3tdt 4Z|t—1| be 4[714‘/7 14k

27, e+’ 240(x+1)°

3 - 5 3

X
dx
C)f«/x+l
Cambio: x+1=1#2 — dx=2tdt
2
EA LGEORY Y 20 PR R Vet
J‘m _f - 2tdt—f(2t 2)dt_ —2t+k= 3 2yx+1+ £k

d Ly
)fxx+l *

Cambio: x+ 1 =12 — dx=2¢tdr

f 1 g ([ 2tdr _ 2 dr
xyx+1 Z -1 Y @E+DE-1)
Descomponemos en fracciones simples:

2 A B _A(t-1)+B(z+1)

GaD)(—1) 241 -1 (z+1)(=1)
2=A@t-1)+B(t+1)
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Hallamos A y B:
t=—1 = 2=-24 — A=-1
t=1 — 2=2B — B=1

Por tanto:

Asf:

fx i+1 dhe =l % +/€
e) f“l&dx

Cambio: x=t2 — dx=2tdt

A fzrdt 24t o fylral|e k=200 (x+1)+k
2t r+1

Jos

£ f1+xx s

Cambio: x=t2 — dx=2tdt

o ft-tht: 20 dr
L+x 1+7 147

:f(Z—l 2>dt 2t —2arctgt+k=2{x—2arctg \x +k
+7

25 Calcula:

“)fljexdx b)ff;’%dx
)f ey d J‘ se:zo itgxx)
o) f%dx f)fhl&dx
) f“lexd” gﬁ%d“f(ﬁ—?—li—;)dx:f(l— lix€x>:x—/n(l+ex)+/e

(1) Sumamos y restamos ¢* en el numerador.

0 [y e [ [ 24 S [ 2 |

—«/9—x2+3f17/32dx=—«/9—x2+3arc:m(%)+k
x
V1-(3)
9 f e 36

Hacemos el cambio: ¢*=¢t —=x=Int — dx=

L g
t
1

dx 1/t
- dt = dt=|——"——
3¢ P 3y f £ — 3¢ .ftz(t —3)

Descomponemos en fracciones simples:

1 _A,B, C _At=3)+Bt-3)+C
2(r-3) t 23 (¢ —3)
1=At(t—3) + B(t—3) + Ct?

Hallamos 4, By C:

dt
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t=0 — 1=-3B — B=-1/3
t=3 — 1=9C — C=1/9
t=1 - 1=-24-2B+C — A=-1/9

Asi, tenemos que:

féd;:ﬂ—”%—“% ”9)6#_ R Y
t(t-3)

t t2 r—3
Por tanto:
dx -1 x 1 1 x 1 1 1 x
— 2 e+ ——+ = In|e 3|+ k= x+——+ = In|e" = 3|+ k
-3 9 3¢5 9 -3 9 3 9 -3
d) J‘de——cos(tgx)h% yaque D(tgx] = 12 .
cos® x cos” x

Hacemos el cambio: ¢¥=¢ — x=lnt — de= - dr

t
3x X 3 2
[ e [f=t Lo (£ =Ly 1o 2 )as-
e +1 ¢ +1 +1

+1

=t—2arctgr+hk=¢" —2arctg(e)+k

f)f1+1&dx

Hacemos el cambio: x = 2 — dx=2tdt

1 _(2tdt _ 2 s _ B
f1+&dx- 1+t_f<2 —1”)& 20 —2ln|l+t|+k=2Yx =2l (1+x)+k
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26 DPara resolver la integral J‘::os3 x dx, hacemos:
2

6‘053 X = 005x0052 X = cosx(l —sen2 x) =CO0SX— CoOsx sen— x

Resuélvela y calcula después fsen 3 x dx.
3 2 2 sen3 X
cos” x dx = | (cos x — cos x - sen” x) dx = | cos x dx — | sen x-cosxdx:senx—T+/e
Para la segunda parte del problema calculamos:
3 2 2 2
sen” x = sen x - sen” x = sen x(1 — cos” x) = sen x — sen x - cos” x
3 2 2 cos® x
sen” x dx = | (sen x — sen x - cos” x) dx = | sen x dx + | cos x(—senx)dx=—cosx+T+k
27 Calcula las siguientes integrales utilizando las relaciones trigonométricas:

(1-2 cos? x) cos x
cos 2x

a) f(sen2 x+2cos2x ) dx b)

c) J‘(sen2 x - sen 2x) dx d) f(cosz x — cos 2x) dx
* Ayuda.' Ten en cuenta que 1 + cos 2x = 2cos? x yquel—cos2x= 2sen? x.

a) Teniendo en cuenta que sen’ x + 2cos 2x = % + 2cos 2x = % cos 2x + % , obtenemos:

2 (3 ) a3 X
f(sen x+2cos2x)dx—J-(2cos2x+2>dx 4sen2x+2+k
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b)f(l—2f052x)cosxdx=f(l—2coszx)cosxd f —cos 2x - cosxdx——fcosxdx:—smx+/e

cos 2x cos 2x cos 2x

c) Teniendo en cuenta que sen’® x - sen 2= L= COS2X (0 56”22’6 _ sen 2x2- cos 2ix , obtenemos:
fsenz x - sen 2x dx = f( sen22x _ sen 2x2-cos 2x ) dx =% sen 2x - 2 dx — Z sen 2x - cos 2x - 2 dx =
=—%C052X i sen22x k-—zws2x—%sen 2x + k
d) Teniendo en cuenta que cos® x — cos 2x = L+cos2x cos 2x = 1 _cos2x , obtenemos:
_ _cos2x =Lf _lf _Xx _ sen2x
f(cos x — cos 2x) dx = f( ) o=+ dx 3 cos 2x dx 3 Z +k
28 Calcula f
(x+1)2
a) Por descomposicién en fracciones simples.
b) Mediante un cambio de variable.
a) [ = f dx = f( -2+ 3x+22)dx f(x 2)dx+f3x+2 dx
(x + 1) (x + 1 x + )
Descomponemos la segunda integral en fracciones simples:
2 A, B, 43 p._
(x+1) x+l (x+1)
f3x+22dx=3 dx__ dx2=3[n|x+l|+
(x+1) x+1 (x+1) x+1
Sustituimos en [:
2
1= %—2x+3ln|x+1|+ 11 +k
b) Llamamos #=x+1 — du=dx (x=u-1)
3
[—— f(u n’ fu SUSETES N f(u 303 g)du:
(x+1) u
u’ 1 (x+1) 1
=% _Bu+3nu+—+k= ~3@c+1)+3m|x+1]+ +k
2 u 2 1
29 Resuelve las siguientes integrales:
dx (x+5) dx
__dx b) | X*2)ax
X’ +4x+5 x2+2x+3
C) J- x+1 d) f2x 1 dx
x5+ 2x> +3x B+x
e)J'x +3x+8dx f)f dx
x*+9 (x+1)2(x2+1)
a) El denominador no tiene raices.
5 dhx =f dhx f dbx =arctg (x+2)+k
x“+4x+5 X rdx+ bl (x+2) +1
b) El denominador no tiene raices.
(2x +2)— 2+5
| f(x+5)dx J‘z Ao L 2x+2 d+ 4 _L]1+4]2
x“+2x+3 x* +2x+3 2032 2x43 x* +2x+3 2



Unidad 11. Célculo de primitivas

PNNNSAC HILLERA O

Matematicas |l

I =ln(x®+2x+3) + k

L- f%dx:fmdx:%f;dxz

X +2x+1+2 x+l 2 ]
[ — +
2
=%%Mctg N Lig- £zzrctg J%l +k
2
Por tanto:
1 2 x+1
T= 2 In(x*+2x+3)+ 242 arc t +k
2 ( ) 75
c) = f x+1 dx:f x+12 dx
%2+ 2x% + 3x x(2x + x” + 3)
Descomponemos en fracciones simples:
x+1 A Mx+ N 1 1 1
— x4, AT s A== M=—= N==
xQx+x?+3) ¥ x*+2x+3 3 3 3

Jo 1 |dc 1 S b SMH 1 A I Y

37 x 37424 2x43 3 3
1 1
Lovs2)-L.ay
flzfz(“) 2 L[ 202 g of 1 g
2+ 2x+3 2024 2x+3 22+ 2x+3

+k

(;)%/n(x2+2x+3)—«/§arctg x+1
(*) La segunda integral estd resuelta en el apartado anterior.

Por tanto:
1
6

d)[ f2x—1dx 2x —1 dx

X7+ X x(x“+1)

x+1 k

n

I= llnx— In (x* +2x+3)+£arctg

Descomponemos en fracciones simples:

2962——1=A+M = A--L Mm-1, N=2
x(x“+1) X x“+1 2

o[ e e 2

x“+1 xZ+1 x4l 2
o) = fx2+3x+8 dx=f<1+3x_1) f&ix 3x—1 dx
2
x“+9 x“+9 2 +9
3x—1 f 2% g f 21 3ln(x +9)— arctg—+k
x2 +9 x*+9 x“+9 3
Ya que:

J‘x21+9 dx=%f+dx=%iarctg%+/e=%arctg%+/e
(i> +1 3
3
Sustituyendo en 7:

I= x+%ln(x2+9)—%arctg%+/e

f L dio=-Lpxs L

/n(x +1)+2arctgx+k
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£ [= _ dx
) J-(x+1)2(xz+l)

Descomponemos en fracciones simples:

1 A B Mx+N 1 1 1
- + — A==, B=X, M=—2, N=0
(x+1)2(x*+1) x+1 (x+1)2 x4l 2 2 2
1 dx 1 dx 1f 1 11 2
I= L < dx =~ | 1 ./ D+k
2 T2 2 ) 2 neaD =gy T e D

3x

30 Encuentra la primitiva de f(x) = n que pasa por el punto (0, 3).
S =_if—72x Ry TR
F(x)_fl_xzdx =S nn- ek

Como pasa por (0, 3) se cumple que F(0) = 3.

_% ik=3 > k=2
Luego la primitiva buscada es F(x) = —% In|l = x*|+ % .
31 Hallala funcién F paralaque F'(x) = = y F(1) =2.

F(x)—f—dx— +k
F(l)==1+k=2 = k=3

Por tanto: F(x) = =1.3
x

32 De todas las primitivas de la funcién y = 4x — 6, ;cudl de ellas toma el valor 4 para x =12
F(x) = f(4x—6)a’x=2x2—6x+/e

F(1)=2—-6+k=4 — k=8
Por tanto: F(x) = 2x2—6x + 8

33 Halla f(x) sabiendo que:
f'x)=6x f'(0)=1y f(2)=5

£ [ox de =331 c

f(x)zf(3x2+1)dx=x3+x+k L hes
f(2)=10+k=5

Por tanto: f(x) =x3 +x-5

34 Encuentra una primitiva de f(x) = x2 sen x cuyo valor para x=0 sea 1.
F(x) = fx sen x dx

Integramos por partes:

{uzxz — du=2xdx

dv=senxdx — v=—cosx
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F(x) = —x?cos x +2 | x - cos x dx = —x" - cos x + 21

Integramos [ por partes:
‘[u =x — du=dx

dv=cos xdx — v=senx

1= x-senx—f:enxdx:x-senx+cosx

Sustituimos en F:

F(x) = —x% - cos x + 2x - sen x + 2cos x + k

Ahora se debe cumplir que F(0)=1 — 2+k=1 — k=-1.

. 2
La primitiva es F(x) = —x~ - cos x + 2x - sen x + 2cos x — 1.

35 Determina la funcién f(x) sabiendo que:

fl'&x)=xlnx, f'01)=01y f(e) = %

£ = [0 de > f6) = [xinsde
Integramos por partes:

u=lnx — a’u:la’x

f(x) = %(lnx—%)+%

_(f x_z( L)L_xi( L)L
f(x)—ff(x)dx —)f(x)—f[z lnx—2 t dx—fz lnx—2 dai+4x
Integramos por partes: !
u=</nx—l)—>du=ldx
2 X
2 3
dv=2dx — v=2_
6
3 2 3 3
_ X 0 R N (' W 1) _x
I= 6</nx 2) f6dx 6<lnx 2) 18+k
Por tanto:
_X _d)ox 1
fx)= c <lnx 2) 18+4x+k
. 5_3 £ _€_3 £ - - 3_3
T T TR i A T



Unidad 11. Célculo de primitivas VANANZNSACHILLERA Q)

36

37

38

39

Matematicas |l

Calcula la expresién de una funcién f(x) tal que:
f/@=xe"y f(0) = %
3 7x2 __l B 7x2 __l 7x2
f(x)—fxe dx = 3 2x e == +k
1,1 -
f(0) = 3 +k 3 — k=1
Por tanto: f(x) = —% e_xz +1

De una funcién y = f(x), x> -1, sabemos que tiene por derivada y'= IL’ donde 4 es una
+x

constante.

Determina la funcién si, ademds, sabemos que f(0) =1 y f(1) =-1.

.y=f1fx dx — f(x):aln(1+x)+/e (x>-1)
FO)=1 = aln(1+0)+k=1 — k=1

- - -1 - =2
f)=-1 > aln2+k=-1 > aln2=-1-1 - a 73

Por tanto, f(x) = %/n(l+x)+1, x>—1.
n

Dada la funcién f:IR — R definida por f(x) = In(1 + x?), halla la primitiva de f cuya gréfica

pasa por el origen de coordenadas.

fln (1+ x7%) dx
Integramos por partes:

u=ln(1+x*) - du:%dx
1+x

dv=dx = v=x

2
fln(1+x2)oix=xln(1+x2)—f%dx=xln(l+x2)—2f<l— 1 )dxz
+X

1+x°

=xln(1+x%)—2(x—arctgx) + k
F)=xln(1+x?%—2x+2arctgx+k
Debe pasar por (0,0) — F(0) =0
F0)=0-2-0+0+%=0 — £=0

Ast, F(x)=xin(1+x%) —2x+ 2arctgx.

Calcula el valor del pardimetro 2 para que una primitiva de la funcién:
J‘(a.a\c2 +xcosx+ 1) dx
pase por (T, —1).

3
I= f(ax2+xco:x+l)dx=f(ax2+l)dx+fxcosxafxz ﬂ+x+fxfosxdx

3 1
Calculamos /; por partes: 1

{uzx — du=dx

dv=cos x dx — v=senx

I = x:mx—fsenxdx=xsenx+co:x+k



Unidad 11. Célculo de primitivas VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

F(x) = %+x+xsmx+cosx
Como pasa por (T, —1):

3
Fm=-1— %+n+wﬁ+cosn=—l

3 3 _ _
A i p—1=-1 — 4 =—TC—>LZ=—3TC=—3
3 3 TCS 7'(2
_ 3
Asi, F(x):%~%+x+xsenx+cosx=—x—2+x+xsmx+cosx
T i

40 Halla fe“x (x2 + bx + ¢) dx en funcién de los parimetros o, b y c.

I= fe“x(x2+bx+c)dx

Integramos por partes:

u=x>+bx+c — du=Qx+b)dx

dv=e®dx — v=L,*
a
Asi:

I= ie‘m(xz+bx+c)—ij‘eﬂx(2x+é) dx
1
Volvemos a integrar por partes:

u=2x+b — du=2dx

dv=e®dx — p=L,*
a

I= e“x(x2+bx+c)—ill=Leﬂx(x2+éx+c)—i[ieax(2x+/7)—— eﬂx2dx]=
a a ala a

1
a
1
a

e”x(xz+bx+c)—%em(2x+b)+%eax+/e
a a

41 Encuentra la funcién derivable f: [-1,1] — IR que cumple f(1) =-1 y tal que:
, x2-2x si -1sx<0
f(x)={ex-1 si0<xsl
* Si x=0:

R [
fx) = ff(x)dx<f(ex_l)dx si 0<x<l1

3
X x4k osi —1<x<0

f=13
¢ —x+c si O<x<l
* Hallamos 4 y ¢ teniendo en cuenta que f(1) =—1 y que f(x) hade ser continuaen x=0.

f)=-1 > e-1+c=-1 = c=—¢
lim  f(x)=Fk
x—>0"

lim f(x)=1-e¢
x— 0"

kE=1-¢

X _x?il—e si —1<x<0

Por tanto: f(x) =y 3

eF—x—e si 0sx<1



Unidad 11. Célculo de primitivas VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

42

43

44

De una funcién derivable se sabe que pasa por el punto A (-1, -4) y que su derivada es:
, 2—x si x<1
S = {llx si x>1
a) Halla la expresién de f(x).
b) Obtén la ecuacién de la recta tangente a f(x) en x=2.

a) Si x=1:

Inx+c si x>1

2
£ = {Zxxzhé si x<1

Hallamos % y ¢ teniendo en cuenta que f(~1) =—4 y que f(x) hade ser continuaen x=1:

S __3
f1) = 2+k 4 — k 5

lim f(x)= _%=o

-1
x c=0

lim f(x)=c
x—1F

(SYISY

nx si x2>1

2
X 3
Por tanto: f(x) = {2’5— > 5 x<l

b)f(2)=n2; f(2) = %

La ecuacién de la recta tangente serd: y = /n2 + % (x—2)

Halla una primitiva F (x) de la funcién f(x) = 3x2 — 6x tal que F (x) tenga un minimo en el
punto (2, 0).

Determina los demds puntos singulares de F (x).

F(x) = f(3x2 —6xX)dx=x—3x> + k

La funcién pasa por el punto (2, 0) por ser un minimo.

FQ2)=0 > —4+k=0 > k=4

Asf: F(x) =x—3x% + 4

Calculamos los demds puntos singulares:

F'(%) = f(x) = 3x? — 6x

F'(x)=0 = 3x2—6x=0 = x=0, x=2

F'"(x)=6x-06

F"(0)<0 — x=0, y=4 — El punto (0, 4) es un méximo relativo.

F"(2) >0 — Efectivamente, el punto (2, 0) es un minimo relativo.

Halla la funcién f(x) dela que conocemos f''(x) = e*, f'(1) =0 y f£(0) =1.
Fr6) = = f6= [ de=aey

F(D)=0=el4e, = ;=

F@=e—e > (9= [~ de=c —sercs

fO0)=1=¢"—0e+c, > ¢,=0
fx) =e*—xe
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45 Halla una primitiva F (x) dela funcién f(x) = 2x tal que F(x) <0 en el intervalo [-2, 2].
F() = [2xde-sxrk
x2+ k<0 en[-2,2]
Debe ser % < —4; por ejemplo, la funcién F(x) = x> — 4 es menor o igual que 0 en [-2, 2].

Representamos x? y x2 —4:

46 Halla f(x) sabiendo que:

[ ) = cos %, f'@m) =0y f(0)=1
f(x) = ff”(x) dx = fcos%dx:ZJ%cos%dx=2sen%w%
f(x) = 25@n%+k; como f'2m) =0 — 2sen%+k=0 — k=0

f(x)sz'(x)zixz sten%dx=2-2J‘%sm%dx=4<—cw%>+/€'

fx) = —4cos%+/e'; como f(0)=1 — f(0)=—4cosO0+k'=1 = —4+k'=1 — k'=5
Por tanto, la funcién que buscamos es f(x) = —4cos % +5

4'7 a) Halla la familia de curvas en las que la pendiente de las rectas tangentes a dichas curvas en
cualquiera de sus puntos viene dada por la funcién:

_x=2
f) = ;x+4

b) Determina cudl es la curva de esta familia que pasa por el punto A4 <— i, i)

2’ 4)
a) La pendiente de la recta tangente a la curva en uno de sus puntos viene dada por la derivada de la
curva en ese punto.

x—2
2x+4

Por tanto, m = F'(x) =

Buscamos F (x) = J‘; _24 dx .
X+

_|x=2 g (L__ 4 1 2 _X
F(x)_f2x+44x_f<2 2x+4)dx-2x 2f2x+44x Y

b) Debe ser:

5\ 3 . 52 5 _3 S5 -3
F(‘z)‘4 oy ‘2< >+4 A S St S
A B D SN Flx)=% -2 n|2x +4]+2

4 4 2
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48 Calculala funcién f(x) sabiendo que f"'(x) = x, que la grifica de f pasa por el punto P(1, 1)

y que la tangente en P es paralela a la recta de ecuacién:

3x+3y-1=0

£ = [£709 de = £ = fxdx:x72+/e

£ = [ £ de - f(%z+/e>dx:%%3+/ex+/e’
fpasapor P(1,1) — f(1)=1 — Liksk'=1 (1)

6
La pendiente de la recta tangente en P es m =—1; por ello:
F(1)=-1 - %+/€=—1 2)

De las igualdades (1) y (2) obtenemos los valores de 4 y £":

- 1_ 3 4, 1 4, 4 1.3_7
k= -1 5 2,/€ 1 G k=1 6+2 3

x3

Por tanto, la funcién que buscamos es: f(x) = C

3..7
23

49 Halla la funcién F (x) tal que F(0) =2 y que sea primitiva de la funcién siguiente:

=2
. e*+1
F(x)=f E emln(F )4k
&+l
FO0)=2 = n2+k=2 — k=2—In2
Por tanto:

Fx)=ln(*+1)+2-In2

50 Halla la ecuacién de una curva y = f(x) sabiendo que pasa por el punto P(1, 1) y que la pen-
diente de la recta tangente en un punto cualquiera es 3x + 1.

Como la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera es 3x + 1, se cumple que:

f'(x)=3x+1

f(x) = f(3x+1)ﬁlx= 3;2 +x+k

Por otra parte:
_ 3 _ 3
f=1- —2+l+/e—l—>/e———2

Por tanto:

51 Dadas las funciones:

f(x)=12x3—8x2+9x—5 g(x)=6x2—7x+2
halla la funcién H(x) = f((x)) dx que cumple la igualdad H(1) = 1.
glx
3 2
H() = [120 =8 +9¢ =5 dx:j(zmu;hiﬂ)dx:f@“nmf;zxiﬂdx:
6x° —T7x+2 6x" —7x+2 6x" —7x+2

=x?tex+ln|6x?—Tx+2|+k
H1)=1 > 2+k=1 — k=-1
Por tanto:

Hx) =x?+x+In|6x?—7x+2|-1



Unidad 11. Célculo de primitivas VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

1
52 Calcula fm dx.

* Utiliza la igualdad sen? x + cos® x = 1.

2 2 2 2
1 _fsen X +cos” x _f sen” x f cos” x B
f 2 7 dx= 2 5 dx = 2 T dx+ 2 dx =

sen x-cos x sen x-cos X sen x-cos x sen X-COSZX

=f 1 dx+J- 1 dx =1gx—cotgx+k

2
cos X sen  x

53 Resuelve:

a)fﬁdx b) [ /81-25x2 d

*a) Haz t=3x3. b) Haz x = %sen t.

a) Hacemos #=3x3 — dt=9x2dx — %dtzxzdx

2
f X dx=lf 1 dt=iarcsent+k=larcsen3x3+/e
1-9x° 41— 9 ?

b) Hacemos x =

9 29 _ Sx
5 sent — dx= 5 cos t dt <t arc sen 5 )

2
J‘VSI—Zszdx:f\/Sl—25 (%mﬁ) %co:tdtzf«/Sl—Slsmzt%coxtdtz

Ss—lfmcostdtz%fwsztdt:%f%dt:

81, 81 81, 5v, 81 5x
= 10t+20 sen 2t + k 10 arc sen 5 *30 sen<2arc:en 5 >+k
54 Calcula:
2 [11-x|de b) [+ |x]) d 9 [l2e-1]dx
2x _ _ | x|
@ [ 4| de O [lx-2| xd £ [el
a) f|1—x|dx

1 1-x six<l
== “1+x si x21

2
x—%+/e si x<1

fx) = f|1—x|dx=

—x+x7+c si x>1

En x =1, lafuncién ha de ser continua.

lim f(x)=l+/e
x—1" 2 1 1
7+/e:—?+c — c=1+k
lim f(x)=—%+c

x—1"

Por tanto:

2
x—%+k si x<1
f|l—x|dx: 2

—x+x7+1+/e si x>1
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b) [+ |x) de
3 ~ 3—x si x<0
+lxl= 3+x si x=20

2
Bx—2X 4k si x<0
£ - f(3+|x|)4x= 2

3x+X4c si x>0

En x =0, lafuncién ha de ser continua.

lim  f(x)=Fk

x—0
lim f(x)=c
x—0"

c=Fk

Por tanto:
2
3x—x7+k si x<0
[Grlha-{ 2
3x+X 4k si x20
o) f|2x—1|dx
e 1 2x+1 si x<1/2
Re=U=12 1 i xs102
P rx+ kb osi x<%
£ = [le—1de=y 2
X" —x+Cc Sl X2=—
2
f(x) ha de ser continua en x = %
Is L
x—)l(1m/2)_f(X) 4+ 1
—tk=——tc > c==+k
lim f(x):—i+c 4 4
x—(1/2)* 4
Por tanto:
P rx+k si x<%
J|2x—l|dx= 5 1 1
x —x+§+/e si xzi

e
Expresamos f(x) por intervalos.

2X 4.0 > x=6

3
2 4 i x<6
‘A_qd": 23
3 %—4 si x=6

Hallamos las primitivas por tramos:

f(—z—x+4>dx:—x—2+4x+k
3 3 !

f(ﬁ_4)¢x:x_2_4x+/e
3 3 2
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2
— X 4dx vk si x<6
F(x):ﬂz_x_qu 3
%—4x+k2 si x26
Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 6.

62
F(6)= 7—46+k2=—12+k2

2
lim <—X?+4x+k1)=12+/e1

x =6
X 2
lim (x——4x+/e2)=—12+k2
x—6"

Por tanto:

2
X i hx+ bk si x<6
15 -alae-1
%—4x+24+k si x26
e) f|x—2|xdx
P 2% si x<2
lx—2[x=1 3 .
x“=2x six=22

Hallamos las primitivas por tramos:
3
f(—xz + 2x)dx=—x7+ X+ ky
2 x° 2
(o —2x)dx:?—x +ky

3

— Xy xP ek si x<2
F(x) = f|x—2|xafx= 33
x

X ik si x22
3 2
Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 2.

3
F(2):%—4+/@2=—%+k2

lim (—x—+x2+k1>=i+/e1
x—2 3 4 4
lllm F(x) g *+k1— *+k2 — k2_7+kl
x—>2 4 3 3
lim (——x2+k2)———+k2
x— 2" 3
Por tanto:
3
X Pk si x<2
f|x—2|xdx= 33
X xSk >2
x“+S 4k osix2
3
0 [elsl

o
ol 2 {e si x<0

e six20

1k si x<0
fe|x|dx={ € +Ry SIL X<

€ +ky s x20
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Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 0.

FO)=1+k
lim (—e™ +ky)=—1+k,
x—>0"
[l’m F(X) %—1+k1=1+k2ﬁk2=—2+k1
x>0 lim (" +ky))=1+k,
x—=0"*
Por tanto:

e —2+k si x20

fe"ddx: {—e_ +k si x<0

55 Determina una funcién f(x) que verifique la ecuacién siguiente:

23 f'(x) +x2+2x=3

3. p 2,9 3 3. p 3 2_9 ' 3—x2—2x ' 3 2 1
x? ) +x+2x=3 = x° - f(x) =3 -x"— x—)f(x):T %f(x):;—?—;

fx) = f(%—xl—l>dx:3 ﬂ—ZJ.Q— de o3 2 sk

x* x 2% ¥

56 De una funcién derivable f:[R — R se sabe que pasa por el punto (-1, 0) y que su derivada es:

, —e* si x<0
f(x)_{—l si x20

a) Halla la expresién de f(x).

b) Obtén la ecuacién de la recta tangente en x = 1.

e +hky si x<0

DW= [ £ d= {

Como la funcién es derivable, debe ser continua en x = 0.

f(0) = &,

—x+ky si x20

lim (=™ +ky)=1+k
lim F(x) *=0 > l+k =k
x>0 lim (—x+ky) =k,

x—0*

Por tanto:

f(x)={

Como pasa por el punto (-1,0) — f(-1)=0 = ¢+4,=0 = k=—¢

e+ k si x<0
—x+1l+k si x20

La expresién de la funcién buscada es:

f(x):{_x+1_€ si x>0
b)x=1, f(1)=—e f'(1)=-1

La ecuacién de la recta tangente es: y = —¢— (x — 1).

er—e si x<0

57 Determina una funcién f: IR — IR sabiendo que la derivada segunda es constante e igual
a 3 y que la ecuacién de la recta tangente en el punto de absicsa x =1, es 5x —y—3 = 0.

Fr6)=3 = f6)= [3de=3xshy
Recta tangente en x = 1:

F'=5

y=5x%-3 = {f(l):Z
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f'1)=5 > 3+k=5—> k=2
Luego:
f'(x)=3x+2

fx) = f(3x+2)dx: 3;(2 +2x+ky

f)=2 - %+2+/€2=2 N /e2=—%

La funcién es:

o, 3
fx) = 3 +2x >

58 Calcula una primitiva de la funcién f(x) = 1/x que no tome ningtin valor positivo en el intervalo
(1, e].

F(x) = fldx=/n|x|+k
x
Queremos que /n |x| + k<0 cuando x€ [1,¢].
Como F(x) es creciente en dicho intervalo por ser su primera derivada positiva, basta que:

ne+k<0 = k<=1

Por tanto, cualquier valor de 4 que satisfaga la condicién anterior da lugar a una primitiva que re-
suelve el problema. Por ejemplo, F(x) = /n |x| - 1.

59 Resuelve las siguientes integrales:

x+3 dx
0 [ ) e
9 [ (1+3) d d) [ e+ de

a) Para eliminar la rafz hacemos x + 2 =2 — dx=2tdr (x=1t*-2)

x+3 5 [+l B 2 28 2 (x+2)°
fmdx-f p Zta’t—f(Zt +2)dt—7+2t+k-#+2«/x+2+k

b) Para eliminar la raiz hacemos x = 2 — dx =2t dt
de  _(_2tdr _,(_dt
x+)fx 7 (P +1)r 2+l

¢) Para eliminar la raiz hacemos x = £© — dx = 62 dr

f&(lﬁ@) dx:fﬁ(lﬁ/(ﬁ)z) 6 dt:ft3(l+t4)6t5 dr =

9 13 6/ 9 6/ 13
6f(t8+t12)dt=2?’f+61”‘3 +/e:2‘;x7+6‘1/’3€7+/e:
207 64,

= +

3 13

Quarctgt+k=2arctgx+k

d) Para eliminar la raiz hacemos x+ 1 =#> — dx=2rdr (x=1>—1)

fxz «/x+1dx:f(tz—l)zt-2tdt:2ft2(t2—l)2dtsz(t6—2t4+t2)dt:

i 27,¢7_4Tt5+2?t3+k: 2 (x7+1)7 ~ 4J(x5+1)5 . 2J(x3+1)3 o
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60 a) Para resolver la siguiente integral, multiplica numerador y denominador por cos x y haz
después un cambio de variable:

f dx
cos x
b) Utiliza el procedimiento anterior para resolver las integrales siguientes:
J dx f dx
(;053 X sen x
f _ [cosx dx _ [_cosx a’x
cos x cos® x —sen® x

Hacemos u = sen x — du = cos x dx

a)sx O1(du 1( du _1 1l -
fl dx = f 5 du = +2f1_u-2ln|l+u| 2[n|1 ul+ k=

sen’ x 2 1+u

= %/n|l+xmx|—%/n|l—senx|+/e
(*) Se ha resuelto descomponiendo en fracciones simples.

b)f dx fmsxdx f cos x dx

cos® x cos”' x (1—sen® x)?

Hacemos u =senx — du = cos x dx

f cos x dx  _ du  _ f du (;)
(1-sen® 02> 7 (1-u?)? (1+u)2(1— u)?

_ 1 du 1 du f _
47 1vu 47 (1442 4 l—u T (1- M)Z

1 1 1 -
Zln|l+u|—4(l+ 0 ln|1 ul + i u)+k—
1

1 1
4(1— sen x) +k

4(1+senx) 4

L/n|l+senx|— In|1 - sen x|+

4

(*) Se ha resuelto descomponiendo en fracciones simples.

f 3 senxdx fsenxdx
senx

56‘7[ X cos X

Hacemos u =cosx — du=—senxdx — —du = sen x dx

I= fsenxdx = f du (;)—%/n|l+u|+%ln|l—u|+k-——ln(1+cosx)+ In(1—cos x) +k

cos X

(*) Esta integral estd resuelta en el primer apartado.

61 Sean 4 y b dos nimeros reales cualesquiera. Calcula la siguiente integral indefinida. Ten en
cuenta los casos =0 o 5 =0.
f cos x
(@ + bsen x)?
Si a=0y b=0 el problema no tiene sentido. Por tanto, al menos uno de ellos debe ser no nulo.

Si 6=0 = a=0:

JCOSZX dyx = senzx A
a a

Si b=0:

cos x beosx 4.1 1 __ 1
f(d+b5€nx)2 J‘(ﬂ+b;enx)2 ~ bﬂ+é5€nx+k b(ﬂ+b$€nx)+k

yaque Dla+ bsenx] = b cos x.
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62 Dada f(x) = sen x— sen x, halla:
a) Su integral indefinida.

b) La primitiva que pase por el punto (%, 1).
3
a) f(sen x — sen’ x) dx = f(l — sen’ x) sen x dx = fcosz X - sen x dx = —fcosz x (—sen x) dx = —% +k
3
b) Sea F(x) = —* 1+ k la primitiva buscada.
. cos® &
(gl gk
Pasa por: 3,1 - F 3 =1 = +/e-1%/e-24
2
Luego: F(x) = _Los X 25

3 24

63 Calcula f(x) sabiendo que su derivada f'(x) = 3 — 2sen x corta a la bisectriz del primer cua-
drante en el punto x = T.

fx) = J(S—Zsenx)dx=3x+2cosx+k

Corta a la bisectriz del primer cuadrante en el punto x =T — pasa por (T, 7).
fM=n = 3n+2cosT+k=1 = k=2-21

La funcién es: f(x) = 3x + 2cos x + 2 — 2T

64 Calcula la siguiente primitiva, en la que suponemos que « = 1:

f dx
¥ —(a+D)x+a

El polinomio P(x) = x?> — (2 + 1)x + a tiene raices x=1 y x=a, yaque P(1) = P(a) = 0. Vamos
a distinguir dos casos:

e 221 — Las raices reales son distintas:

dx dx
I= -
fxz—(a+1)x+a f(X—l)(X—ﬂ)

Descomponemos en fracciones simples:

(x—l)l(x—a) ) xill ! xj_ga o 1Al =g Ble=l)

x=1 > 1=A(1-a) > A= 1

1-a
x=a > 1=Ba-1) > B-= 1
a—1
1 dx 1 dx 1 1
I= = -1 _
1—a x—l+a—1 x—a 1_ﬂln|x |+a_1/n|x al+k

¢ 4=1 — Tiene una raiz doble:

[:fza’x N de 1 A

= = +
x°=2x+1 (x=1)? x -1

65 Determina una funcién f(x) dela que sabemos que f"'(x) =—senx y quelarecta x+y—2-m=0
es tangente a su grifica en el punto de abscisa x = .

fm=-1
f(m)=2

_)/=—X+2+TE eslarectatangenteen xX=T — {

f'(x) = f(—sm x) dx = cos x + k,

fm=-1—> cosm+hy=—1 = k=0
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Luego: f'(x) = cos x

fx) = fcosxdx=:enx+/e2
fM=2 > senT+hky=2 — ky=2

Por tanto: f(x) = sen x + 2

66 Calcula [3x|x—2|dx.

Bx? +6x si x<2
3x|x-2] = {3x2—6x si x>2

Hallamos las primitivas por tramos.
f(—3x2 +6x) dx = -0 +3x% + ky f(3x2 —6x) dx = 0 3x% 4 ky

2 43x kg si x<2
=3Pk, si x22

F(x) = J-3x|x—2| dx = {

Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 2.

F(2)=—4+k2
lim (—x> +3x*+ b)) =4+ kb,
x =27
lim F(x)= —> 4+ bi=—4d+k, —> k=8+F
x—>2 11’7”2+(x3—3x2+k2)=—4+k2 1 2 2 1
x =

Por tanto:

3 2 .
X" +3x“+k  si x<2
3x|x—2|de=173 "
fx|x | {x3—3x2+8+/e si x22

67 De una funcién continua f(x) sabemos que tiene un minimo en (-1, —2) y que su derivada es:
2x+2 si x<1

-
a) Halla la expresién analitica de f(x).

si x>1

b) Escribe la ecuacién de la recta tangente en x = 1.
a) Integrando por tramos obtenemos que:

P+ 2tk si x<l

f) = 4x + ky

si x>1

Como la funcién es continuaen IR, loesen x=1.
f(l) = 3 + kl
lz’ml_(x2+2x+k1)= 3+ ky
X —
lim f(x) —> 3+bki=bd+bk, > b=—1++k
"_’lf lim (4x+ky)=4+k, ! 2 2 !

x—17

Por tanto:

P24k si x<1

ok {4x—l+k si x>1

Como tiene un minimo en (—1, —2), pasa por ese punto.
f1)=-2 - -1+k=-2 = k=-1
La expresion final de la funcién es:

¥ +2x—1 si x<1

f(x):{4x—2 si x>1
b)x=1, f(1)=2, f'(1) =4 — Larectatangentees: y =2+ 4(x— 1)
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Cuestiones tedricas

68 Prueba que si F (x) es una primitiva de f(x) y C un ndmero real cualquiera, la funcién
F (x) + C es también una primitiva de f(x).
F(x) primitivade f(x) & F'(x) =f(x)
(F(x) + C)'=F'(x) =f(x) = F(x) + C es primitiva de f(x).

69 Representa tres primitivas de las siguientes funciones f:

a) , , b)

) flx)=2 = Flx)=2x++k

2/ [h
Por ejemplo: 5 /s
Fl(x) =2x 1 //
Fyx)=2x+1 / /
Fi(x) =2x—1
cuyas graficas son: 1

b) f(x) = 2x — F(x) =x%+k

Por ejemplo: \\ E
\ 4 /
Fy(x) =x?+ 1 i
Fax) =x?-1 J

%
NN

cuyas graficas son:

—

70 En una integral hacemos el cambio # = zgx. ;Cudl es la expresién de dx en funcién de #?

dt
1+2

t=tgx = dt=1+1g°x) dx = dt=(1+1)dx — dx=

71 Comprueba que f 1 dx =In|secx + tgx| + k.

cos x
Tenemos que probar que la derivada de f(x) = /n |secx + tgx| + b es f'(x) = 1
cos x

Derivamos f(x) = /n Lrsenx |y

cos x

cos® x + sen x(1 + sen x) cos® x + sen x + sen? x
£ = cos® x _ cos x _ 1+sen x __1
1+ sen x 1+ sen x (1+sen x)cos x  cos x

cos X
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72 Calcula f(x) sabiendo que ff (x) dx=In|tgx| + k.
Debemos suponer que x = k% con k€ Z para que tenga sentido la funcién y se pueda evaluar la
tangente.

2
*Si tgx>0 — f'(x) =D[ln(1gx) + k] = 1+2g" x

tgx

—l—tgzx _ 1+tg2x

*Si tgx<0 = f'(x) =Dln(-1gx) + k] = - oy

2
73 Las integrales f(mrif) dx y f(tg3 x+1g° x) dx, ;son del tipo ff(x)”f’(x) dx? En caso
+x

afirmativo, identifica, en cada una de ellas, f(x), # y f'(x).

Ambas son del tipo f f)" f(x) dx.

. (arc tg x) 2

dx:f(ﬂrctgx)z- L

1+x2 1+x2

F@) =arctgx; n=2 fi(x) = — .

1+x

. f(tg3x+tg5x)dx=ftg3x(l+tg2x)afx
F) =tgx; n=3; f)=1+1g%x

74 Sin utilizar el cdlculo de derivadas, prueba que:

F(x) = 11 y G- =%

+at 1+

son dos primitivas de una misma funcién.

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcidn, su diferencia es una constante. Vedmoslo:

F(X)—G(X)z 14_( —x4 >:1+x4:1

1+x T+x% 1+ x4

Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcidn.

75 Calcula f(x) sabiendo que jf (x) dx = In |(i :;l)z +k.
= _ ] ’ +c
FG) = [0 de=n B

Sabemos que F'(x) = f(x).
Por tanto, calculamos la derivada de F(x).
Aplicamos las propiedades de los logaritmos antes de derivar:

Flx)=3m|x-1|-2ln(x+2)+c

F'(X)z 3 _ 2 :3(X+22)—2(X—1): 2x+8
x—=1 x+2 x“+x—2 x“+x—2
Por tanto, f(x) = ZX;S
X +x—2
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76 Sean fy g dosfunciones continuas y derivables que se diferencian en una constante. ;Podemos
asegurar que [y g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:
f)=2x+1 —> Fl)=x*+x+k
g)=2x+2 — G(x)=x2+2x+c
f(x) y g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues f(x) = g(x) — 1).

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x), respectivamente, son distintas, cualesquiera que sean los
valoresde £y c.

77 ;Cudles de los siguientes apartados representan la grifica de una funcién f(x) yla de una de sus
primitivas F (x)?

Jiiii i A
I ¥ N

a) Las funciones representadas son:

y=3 e y=3x-06, que cumplen: f3oix=3x+/e

Por tanto, f(x) =3, y F(x) =3x—06 esuna primitiva de f.

b) Las funciones son:
y=-ley=x+1 — f—ldx:—x+/e

No corresponden a una funcién y su primitiva.

¢) Las funciones son:
y=xt-1ey=2x > f2xdx=x2+k

Por tanto, f(x) = 2x, y una de sus primitivas es F(x) = x> — 1.

d) Las funciones son:
y==x?-l+dey=-20¢+1 > f—2x+ldx:—x2+x+/e

No corresponden a una funcién y su primitiva.

78 Si [f() de=F() y [g() dx= G(), halla en fancién de F() yde G():

2 [1£6) - g] b) [~ L (5g()+ 4f (9] e

9 [f@x-1) de d) [[5-g() d

o fg<x;3>4x p [1Bf(5x-1) - 6g(2—3x)] d

9 [/t g9 d W [ L2 as

a) f[f(x) ~g()] dx = F(x) - G(x) b) f—% [5g(0)+ 4f (x)] dx = —% [5G () + 4F (x)]

9 [fee-nde- L{poe-n2de-LFe1) &) [15- g0 de=50- G
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e) fg(x£3>dx= 2fg<x;3)%dx=2G<x;3>
D [BF65xv—1)-6g2 =39 di= 3 f5x—1) v — 6 [ (2~ 33) d -

:%ff@x—DSﬁwzfﬂZ—ﬁdFﬁdwr%F6x—D+2GQ—3@

2 1N 2
§ [0 g d= [0 g ') - [g“zf)] LAY

fe ,  (f, i
h) F’(x)dx_ e dx=n|f()|+k=n|F'(x)|+k
79 ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.

a) Una funcidén logaritmica puede ser una primitiva de una funcién racional.

b) [£() - g) de= [£o) - o)

c) Las primitivas de una funcién racional irreducible cuyo denominador es de primer grado son
un polinomio mds un logaritmo neperiano.

a) Verdadero. Por ejemplo, la funcién logaritmica F(x) = /n (x? + 1) es una primitiva de la funcién
2x

41

b) Falso. Tomemos f(x) = g(x) = x.

racional f(x) =

[£69- gt de= [ o=k

ff(x)dx-fg(x)dx=fxdx~fxdx=x72~x72+/e=x?4+/€

Ambos resultados son claramente distintos.

p)
X

¢) Verdadero. Serd de la forma y podemos reescribirlo como ¢g(x) + L3 que tiene como inte-
x

gral un polinomio mds un logaritmo neperiano.

80 Al aplicar el método de integracién por partes para calcular f f &) cos x dx, donde f es una

funcién derivable, se obtiene:
ff(x)cosxdx‘:f(x)senx—J‘%senxdx

Encuentra la expresién analitica de f(x) si sabemos que pasa por el punto (1, 2).

Del enunciado del problema se deduce que el método de integracién por partes se ha usando de la
siguiente forma:

u=flx) — du:%dx

dv=cos x dx — v=senx

Por tanto:
£ = [L e bnlel+ b
X

Por otra parte:
f(1)=2 = k=2
La funcién es:

fx) =In|x| +2
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81 Comprueba que las funciones:
F(x)=arcigx y G(x)=-arc tg(%)

son primitivas de una misma funcién f(x).
a) ;Son iguales las funciones F y G?
b) ;Se cortan sus graificas?

Para comprobarlo, calculamos sus derivadas.

F'(x) = —1

1+x

2

G'(x) = —

+.<_L): R N
NIRRT S
x
a) Ambas funciones no son iguales, porque ni siquiera tienen el mismo dominio de definicién.
Concretamente, F(0) =arctg0=0 y G(0) no existe.

b) En el dominio de definicién de ambas funciones no pueden cortarse. Como no son iguales y son
primitivas de una misma funcién, difieren en constantes no nulas en cada uno de los intervalos
(_°°> 0) y (0> +°°)-
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Para profundizar
82 Calcula las siguientes integrales trigonométricas mediante un cambio de variable:

a) fsen2 x cos® x dx b) fsen3 x cos? dx

9] fcoss x dx d) fcos3 x sen3 x dx

a) Hacemos wu = sen x — du = cos x dx

fsenzx-cas3xdx: xenzx-co:zx-co:xafxzfuz(l—uz)duz

3 5 3 5
wo_ U g _Senx _ sen” X

3 5 3 5

b) Hacemos wu = cos x — du = —sen x dx

fsm3 X - cos x dx = —fsenz x - cos® x(—sen x) dx = —[(1 — ) u? du-=

3 5 3 5
oW W COSTX | COSX

3 5 3 5

c¢) Hacemos wu = sen x — du = cos x dx

fcos5 x dx = f(cosz x)? cos x dx = f(l — ) du-= f(l —2u’ s u4) du =

205 W 2sen® x| sen’ x
= u-— Xt b=senx— k
3 + 5 + 3 + 5 +
d) /= fcos3x-sen3xdx=fcos2x~sm2x-cosx-senxdx:f1+5552x- 1—c2052x . 5€n22x dx =

= % f(l — cos? 2x) sen 2x dx

Hacemos u = cos 2x — du =-2sen2x dx — — % = sen 2x dx

__Lf _ 2 _ U u_3 __cos2x cos° 2x
I= T (A—u")du= 16+48+/e— 6 + 73 +k
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83 Calcula:
a) fsen2 x cos? x dx b) fsenG x dx

* Recuerda: 1 + cos 2x = 2cos? x y 1—cos2x = 2sen? x.

a) J'senzx-coszxa’x=f1_czwzx- l+css2x afx:%f(l—cossz)afx=% sen” 2x dx (;)

_ 1 (1—cosdx ;. _ 1 [_ _x _ sendx
_4f 5 dx 8f(l cos 4x) dx 5 Y +k

(*) Sustituyendo en 1 — cos 2x = 2sen? x la letra x por 2x se obtiene 1 — cos 4x = 2sen? 2x.
3
b) /= f&enG X dx = f(senz %) dx = f(%) dx = %f(l — cos 2%)° dx =
= %f(l — 3cos 2x + 3cos” 2x — cos® 2x) dx = %f&lx - %fco: 2x dx + %fmsz 2x dx — %fmé 2x dx

Calculamos cada integral por separado:

fcostdx:%w%

fcosz 2x dx (;) f“‘TM dx = % + _35n84x ok

(*) Sustituyendo en 1 + cos 2x = 2cos? x laletra x por 2x se obtiene 1 + cos 4x = 2cos? 2x.
I, = J'€053 2x dx = fcosz 2x - cos 2x dx = f(l — sen’ 2x) cos 2x dx

Hacemos u = sen 2x — du = 2cos 2x dx — % = cos 2x dx

3 3
I, = lf(l—uz)duz%—u—+k=5m2x—Sm 2% b

T2 6 2 6
Ya podemos obtener el resultado final:
I= Lx—i.ce712x+ix+ism4x—Lsm2x+Lsena2x+k=
8 16 16 64 16 48
.o .1 3 1.3
T 4sen2x+64sen4x+48 sen” 2x + k

84 Para resolver integrales del tipo f a? —b>x* dx se utiliza el cambio de variable x = % sent.

b
Calcula las integrales siguientes:

2 [{100- 252" da
b) f 25— 6422 dx
o [V2-x*dx

d)f D 25 de

a) Hacemos x = 2sent — dx = 2cos t dt

f«/lOO —25x% dx = ﬂloo —25(2sen ) 2cos t dt = leoo —100sen’t 2cos t dt =

ZOfVI—senzt=20fcosztdt=20f% dt =10t +5sen 2t + k=

10 arc sen % + Ssen <2 arc sen %) +k
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b) Hacemos x = %sent — dx:%costdt

2
f«/25—64x2dx:f\/25—64<%smt) %wstdt:«/25—255m2t%a)§tdt=
_ 25 2 _25 2 _25 (1+cos2t 5 _
=3 f«/l sen” t cos t dt 5 fcos tdr 5 f72 dt

= —5t+—55m2t+/e Sﬂrcsm8x+25sm<2¢zrcsen 5 )+/€

16 32 16 5 32

¢) Hacemos x= y2 sent — dx =42 cost dt
f\/Z—xzdx=«/2—(ﬁsent)2«/Ecostdt:f«/Z—Zsenztﬁcosta’t:

2 VI—senztcostdt=2J.cosztdtzZJ’%dtzt+%sm2t+/e=

= arc sen X + L sen (2ﬂ7€ sen L) +k

22 2

_3 _3
d) Hacemos x = 20 sent — dx= 20 cos t dt

|9 _ _925( 3 3 /9 9 3
f T 25x% dx = \/ 25 sen t) cos t dt = f sen” t cost dt =

= «/1—sen2tcostdt:%fcosztdtzg—%f%dt:

_ 9 9
160 320
9 20x 9 20x
= 160 arc sen 3 + 320 5m<2¢r€5€n 3 ) k

85 Una ecuacién diferencial de primer orden es una ecuacién en la que, ademds de x e y, figura
también y'. Resolverla es buscar una funcién y = f(x) que la verifique:

Por ejemplo, resolvamos xy2 + y = 0:
d
y ==xy* > %:—xyz — dy=—xy*dx

Separamos las variables:

dy
— =—xdx — (—x) dx
e [5.
—l=—x—2+k%y= 2

y 2 x* -2k

Hay infinitas soluciones. Busca la que pasa por el punto (0, 2) y comprueba que la curva que
obtienes verifica la ecuacién propuesta.

* Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

__ 2 2 _hb - _=1
y_xz_zk—>2__2k—> 4k=2 — k 3

2

P |

Por tanto, y =

 Comprobamos que verifica la ecuacién xy? + y'=0:

2 )2_ e o 4 4x  _ dx  dx
X +1 x+1)? +1)? P2 (P (P D)?

xy+y'= x(
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86 Resuelve estas ecuaciones diferenciales de primer orden:
a)y'-x=0 b)y?y'—-x2=1 )y'-xy=0
d)y'&—y:O e)y'e’+1=e" )x2y'+y2+1=0

* En todas ellas, al despejar y' se obtiene en el segundo miembro el producto o el cociente de dos funciones,
cada una de ellas con una sola variable.

a)y'—x=0

= X b _x dy = x d- dy = |xd

}/_y—>dx_y—>}/y_xx—> ydy=|xdx

2 2

T Xwk o P oxt a2k o yoxl 12k
byly—at=1

2 2
y'= 1+éx N %: l+2x N yzdy=(1+x2)6lfx
J J
3 3

fyzdy=f(1+x2)dx — %:x+%+k — y3=3x+x3+3k - y=5m
Ay -xy=0

y'=xy > % xy — %—xdx - f—zfxdx

|-k = [pl= et oy
d)y'«/;—)/=0

,:l%ﬂ:l%d)’ dx f"l)’ fdx

PT T Ak

In|y|= 2dx+k — |y|=52“§x+k - )/:ie”x”e

ey ed+1=e"
e -1 dy -1
=£ =2 5 Z

Y & dx P

ddy=("-1)dx — feydy=f(€x—l)dx
=" —x+k = y=lnle" —x+k|

f)x2y'+y2+1=0
' yaﬂ—(”’)—) b =1

- X de P 1+y2 x°
f f—dx—)arctg—— k

1+y
y=tg<;+/e>
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Autoevaluacidén

Pagina 355
Resuelve las integrales siguientes:

1 f(cosx+ tg x) dx

f(cosx+tgx) dx = fcosxoix+fsmx dx = sen x — In|cos x| + k

2 f(%Jf%),zx

2, x _ 3
f(x+f>dx 2n x|+ 3/2 =2/n|x|+ «/x7+/e

3 fx3«/2x2+ldx
fx%x%l dx:%f4x(2x2+1)1/3dx:%(Zx2+l)4/3-%:%3x/(2x2+1)4+k
a J‘ tgzx

005 x

J‘tgxdxztg‘;x+k

C052 X

5 fZ"”‘"cosxdx

2.rm X

In2

J‘Zm ¥ cos x dx =

+k, yaque D [sen x] = cos x.

6 flsen(lnx)dx
x

f% sen (In x) dx = —cos (In x) + k

O
x4+ 4x-21
I- [
x”+4x - 21
Descomponemos en fracciones simples:

x=—
x2 4+ 4x—21 =0<
X =

X __A N B
x=3)x+7) x-3 x+7

f3/104 fmodx_ b3+ bl 7]+ b

x+7

_ _ .3 p. T
— x=Ax+7)+Bx-3) > A= 1O,B 00

f -1
3x2 427

-1 1 1 1 1

d =——f7a’ L g Xk L X p

f3x2+27 x 27 <i>2+1 x >7 ;arcg + arcg3+
3
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9 Resuelve, por el método de sustitucién, la integral:

e

f1+x dx

Hacemos el cambio yx =7 — x=1> — dx=2¢dt

2 3 1 32
[:fl” -2tdt:2J.t+t dx(=)2f Aote2-2 a2 — L 22+
1+12 1+12 t+1 3 2

(1) Dividimos (#3 + #) : (£+ 2) y expresamos de la forma:
dividendo

— = cociente + resto
divisor

Deshaciendo el cambio:

I-= %«/F—x+4«/;—4/n(«/§+l)+/e

10 Aplica la integracién por partes para calcular:
fcos (In x) dx
I= fcos (In x) dx

cos(lnx)=0 — —Lsm(lnx)dx:du
X
dx=dv — x=v
I=xcos (Inx)+ fsen (In x) dx
I
1
‘wn (lnx)=u — %ms(ln X) dx =

dx=dv — x=v

I} = x sen (In x) fcos (In x) dx
I
x -cos (In x) + x - sen (In x) oy

I=x-cos(lnx)+x-sen(lnx)—1 — I= 3

11 Dela funcién f(x), sesabe que:
f (%) = )2’ f(2)

a) Determina f.

b) Halla la primitiva de f cuya grifica pasa por (0, 1).

(3 2, 3w+t 3
a)f(x)_ (x+1)2 dX—T+k—x+l+k
f(2)— +k——1+k — Como f(2)=0, -1+k=0 — k=1
f(x)— =X—2

x+1 x+1

b= [£2de= f(10

20)=0-3m|0+1|+k=k — Como g(0)=1, k=1.

)dx x—=3n|x+1|+k

La primitiva de f que pasa por (0, 1) es g(x) =x—3/n|x+ 1|+ 1.
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12 Calcula las siguientes integrales:

a) f sen 2x b)f 3x+2 dx
1+ cos 2x x*—4x+6
a) Hacemos el cambio # = cos 2x — du = 2sen2xdx — - ﬂ = sen 2x dx

fﬂafxz—L . =—larctgu+k=—%arctgco:2x+k

1+ cos” 2x 20 1447 2

b) Como el denominador no tiene raices reales:

7= _ 3x+2 dx = JZ
x* —4x +6

(2x 4)+ 2
3J. ZX +8J. 5
x —4x+6 4x+6 x“—4x+6

Calculamos la segunda integral:

[t e[ Ll 1 4
x“—4x+6 x“—dx+4+2 (x—2)“+2 2 x—2\ |
+
&)
= %iamtg % 2 p= £m’ctg ﬁz +k
J2
El resultado final es:
_3 2 _ x—2
I= 2[n(x 4x+6)+4«/§¢zrctg 7 +k
13 De una funcién derivable f(x) se sabe que f(3) =26 y que su derivada es:
, 4x+3 si x<2
[ = {2x+7 si x>2
Halla la expresién de f(x).
Integramos por tramos:
2x% +3x+ by si x<2
£ = CrTx+ky, six>2
Como es derivable, tiene que ser continua y, en particular, lo serd en x = 2.
fQ2)=14+ k
lim (2x*+3x+ k)= 14+k,
x =27
lim_ f(x) — 14+k =18+k — ky=—4+Fk
x=2 lim (x*+7x+ky) =18+ k, : ? ? :
x— 2"

Luego:

2° +3x + k si x<2
s Tx—b+k si x>2

|
Por otra parte:

f(3)=26 > 26+k=26 > k=0
La expresién de la funcién es:

257 + 3x si x<2

ok {x2+7x—4 si x>2
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14 Calcula f|x+ 2| dx.

5 —x—-2 sl x<-2
|x+2] = x+2 s x=2-2

2
—%—Zx+k1 st x <=2
F(x)=f|x—2|afx= 5

%+2x+/e2 siox2-2

Como es derivable, tiene que ser continua y, en particular, lo serd en x = -2.

F(2)=—2+k

2
I X _2 /e):2 k
x_l)n;l2< 2 X + 1 + 1

ZZWZF(X) %2+k1=—2+k2%k2=4+k1

2
lim (’;—2x+/e2>=—2+/e2

x— 2"
Por tanto:
2
—%—2x+/€ si x <=2
ﬁx— 2ds =4 ,

%+2x+4+/e si x>-2

15 Halla la curva en la que la pendiente de las rectas tangentes en cualquier punto viene dada por
la funcién:

fl) = 1+ cos” x

1+ cos 2x
Se sabe también que la curva pasa por el punto P(m, 0).
Llamemos F(x) ala curva en cuestién.

Entonces:

F(x) = 1+ cos® x fl+cos X e f

1+ cos 2x 2 cos® x
e g

Como pasa por P se cumple que: F(n) =0 — tgzﬂ: +%+/e=0 — k:—%

v+ [0 g
2 cos® x

2 cos” x

CO.Y X

7 x
g+

La funcién es: F (x) = 5 % - %

16 Determina una funcién f(x) dela que sabemos:

o f""(x) =2 * r eslatangentea f en el punto 7.

(3)=2
La recta tangente en el punto 77(3, 2) tiene pendiente m =2 — U r

F3)=2
£ = [2de=2c0,
fB3) =2 > 6+k =2 > k=-4
F6) = 25— 4
f(x):f(zx_4)dx:x2_4x+/e2

fB)=2 = B3+k=2 > k=5
La funcién es: f(x) = x? —4x+5



