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Unidad 6. Problemas métricos

Resuelve
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Célculo de distancias

1. Recordando cémo se obtiene la diagonal de un ortoedro en funcién
de sus dimensiones, halla la distancia entre los puntos A4 (4, -2,-7) y 4 :
B(7,2,5). |

dist(A, B) = \(7 4> +2=(-2)>+5—(7)* = 13 u

2. Halla la distancia del punto P(8, 6, 12) alarecta 7, obteniendo pre-
viamente la ecuacién de un plano que pasa por el punto y es perpendi- . /
cular a la recta. -

x=2 /
riy=1- A

z2=7+2\ /

* Ecuacién del plano  que contiene a P y es perpendiculara 7:
0-(x—8 —-1-(y—06)+2-(z—12) =0; esdecir, m: =y +2z-18=0
* Punto, Q, decofrtede r y m:
-1-M)+2(7+20)-18=0
“1+A+14+41-18=0
S5A-5=0 > A=1
El puntoes Q(2,0,9)
e Calculamos la distancia:

dist (P, 7) = dist (P, Q) = | PQ | = |(=6,-6,-3)| = Y36 +36+9 =481 =9 u

3. Para hallar la distancia del punto P (4, 35,70) al plano 7, obtén pre- P
viamente las ecuaciones de una recta que pasa por P y es perpendicular
a T

TS5y +12z-1=0

oD — Hallamos la ecuacién de la recta, 7, que pasa por P y es perpendicular
: a .

iQ — Obtenemos el punto, Q, de interseccién de r y m.

— La distanciade P a m esigual a la distancia entre Py Q.
i
Para el punto y el plano dados:

* Recta, 7, que pasa por P y es perpendicular a m:

x=4
r:1y=35+5\
z=70+12A
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* Punto, Q, deintersecciénde r y m:
5(35+5M) +12(70 + 124) -1 =0
175 + 25X + 840 + 144A - 1=0
169A +1014=0 - A=-6
El puntoes Q(4, 5, -2).
* Calculamos la distancia:

dist (P, ) = dist (P, Q) = | PQ | = (0,30, -72)| = Y900 + 5184 = 6 084 =78 u
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ﬂ Direcciones de rectas y planos
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1 Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (1, 0, 7) y es perpendicular al plano:
5x-3z+4=0

.
El vector normal al plano, n (5, 0, -3), es un vector direccion de la recta » que buscamos. Por tanto,
las ecuaciones paramétricas son:

x=1+5A
r:9y=0
z=7 -3\

2 Halla la ecuacién implicita del plano que pasa por (1, -3, 5) y es perpendicular a la recta:

5 -6 1

x—2=J’+7_z

Si el plano que buscamos, T, es perpendicular a la recta dada, un vector normal al plano es el vector
direccién de la recta: (5, —6, 1). Por tanto, la ecuacién de T es:

S5xk—1)—06(y+3)+1(z—=5)=0 = 5Sx—6y+2z-28=0

3 Halla la ecuacidén del plano paraleloa 5x—y + 4 = 0 que pasa por (1, 0, -3).

Si son paralelos, el vector normal es el mismo, (5, -1, 0). Por tanto, la ecuacién del plano que buscamos
es:

S5x—=1)-y+0(z+3)=0 = 5x—-y-5=0

4 Halla la ecuacién del plano perpendicular a la recta » y que pasa por (5, -7, -2).

x= 3+5\
riqy=-1+2A
2= 4—06\

Siel plano que buscamos, T, es perpendicular a 7, un vector normal al plano es el vector direccién de
la recta: (5, 2, —6).

Por tanto, la ecuacién de T es:
5x=5)+2(y+7)—6(z+2)=0 = 5x+2y—6z-23=0
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S Halla la ecuacién del plano © que contiene a 7 y es paralelo a s:

x= 5+ A x=4+3\
riyy=-1 styy=3- A
z= 842\ z=5+ 4\

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normal al plano es:
(1) 0) 2) X (3> _1) 4) = (2) 25 _1)
La ecuacién del plano es:

2(x=5) +2(y+ 1) — 1(z—8) = 0; esdecir: 2x+2y—2=0
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3x-5y+72-4=0
6 Determina las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a la recta 7: vooyreE
x-2y+ z+1=0
que pasa por P(0,-1,-3).
Un vector direccién de la recta es:

(3,-5,7)x(1,-2,1) = (9, 4, -1)

Las ecuaciones paramétricas son:

x =9\
y=—1+47u
z==3-\
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1 Halla el 4ngulo entre las rectas r y s:

xj ;_;7: x—2y+3z =0
reyy= 1+ AP y v 40
Z=—

El vector direccién de 7 es E; =(-5,3,0) = u.

El vector direccién de s es el producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determi-
nan:

a;: (la_2> 3))((2,—1, 0)= (3) 6) 3) // (1) 2) 1) = _‘;

Por tanto:
lu-v| ](5,3,00-(1,2,1)| 1 ra
0sOl = ————— = = =0,070014 — o =85°59'7
lal|[v] V25+9+041+4+1 346
& Calcula el dngulo que forma la recta r: x;3 =ll=z;2 conel plano m: x+3y—2+1=0.

Llamamos 90°— 0. al dngulo formado por las direccionesde d y n sin tener en cuenta sus sentidos.
d@,-1,3) 1 r
n(l1,3,-1) L
|d-n| _[7-3-3]_ 1
AR CRORR G
90° - =87°45"1" — o=2°14"59"

cos(90° — ) = = 0,039
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1 Halla razonadamente la distancia de P (5,6, 6) alarecta »: (51,2 A, A).
Hazlo por cada uno de los tres métodos que has aprendido.

— Solucién, obteniendo previamente el punto P":

* Plano, T, que pasa por P y es perpendiculara 7:
Pl % 5x=5)-1(-06) + 1(z-06) =0
' es decir: T: 5x—y+2z-25=0

* Interseccién, P, de m y r:
560 -(2-A)+A-25=0
250 -2+A+A-25=0
27 -27=0 - A=1
El puntoes P'(5, 1, 1)
* Distancia entre Py r:

dist (P, r) = dist (P, P") = | PP | = |(0, =5, -5)| = Y50 =542 =~ 7,07 u
— Segundo método:
R(5\, 2 — A, A) esun punto genérico de la recta 7.

Elvector RP (5—5A, 4+ A, 6—A) esvariable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la recta. Por tanto,
cumple:

(5,-1,1)- RP =0; es decir:
55-50M)-14+A) +1(6-L1)=0
25-25A—4-A+6-A=0
27A+27=0 - A=1

El resto, es igual que con el método anterior.

— Solucién directa a partir del producto vectorial:

dist(P, 7)= Area= |R‘P$Xd|
. Base |d|
PG5, 6,6)..- § L RP x d=(54,6)x(5-1,1) = (10, 25, -25)

é
L)
.

A\

|RP x d|= Y100+ 625+625=y1350

|3|= V25+1+1=427
dist (P, r) = “3;0 _

50=54y2 = 7,07
50 - 50-502 =707 u
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2 Halla la distancia de P a m por el método de la recta perpendicular y aplicando la férmula.

P(11,7,9) T:3x+4z+6=0

La recta perpendicular a T que pasa por P tiene por ecuacion:
x=11+3\
reyy=7
z=9+4\
P=rNm — 3(11+3\) +4(9+4A)+6=0 - A=-3
P'(2,7,-3)
dist (P, P') = dist (P, ) = Y81+ 0+144 =15
Sustituyendo en la férmula:

33+36+6] 75

1
32442 5 o

dist (P, &) =

3 Halla las distancias a 7: 5x— 11y + 22—7 = 0 de los puntos P(5,-3,8) y Q(7, 3, %) aplicando

la férmula.

dist (P, m) = |2%7| -7 06

dist (Q, Tt) = Bj%ﬂ =0u > Qem
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4 Calcula la distancia entre la recta 7 y el plano T siguientes:

r+(1-30,2+A1-2) T:x+3y=0

A3, 1, -/ r| o~ .
- den=-3+3=0 > dln —> r/lm
n(1,3,0) L =

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en él), la distancia de » a 7 se obtiene
calculando la distancia de cualquier punto de » a m:

1+6]| 7
dist (r, M) = dist [(1, 2, 1), ] = | = ~2,21
) =it 2 0ml = e = g
5 Calcula la distancia entre estos planos:
T:y—5z+4=0 m':2y—10z=0

Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la distancia entre ellos es
la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:

P(0,5, 1) esun puntode m'. Por tanto:

|5—5+4|= 4
J1+25 J26

dist (m, ©') = dist (P, TT) = ~0,78 u
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6 Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres métodos aprendidos:

x=13+12\ x=6 x= 5A x=5+7U
a)r:yy= 2 s1yy= 6+ b)yr:{y=2- A s:yy=1-5u
z= 8+ 5\ z=-9 z= A z=1-5u

a) ® Primer método:
Hallamos el plano, T, que contienea 7 y es paralelo a s:

(12,0,5)/1'r

(0,1,0)// s } (12,0,5)x (0, 1,0) = (-5,0,12) Lm

El punto (13, 2, 8) esde 7, y, por tanto, de T.
Ecuacién de m:
Sx—13)+0(y-2) +12(z-8) =0 = —S5x+12z-31=0
_|-30-108-31] 169

dist (r, s) = dist (s, ™) = dist [(6, 6,-9), Tt] = iidd =3 - 13 u
+

¢ Segundo método:
Punto genérico de 7: R(13 + 12, 2, 8 + 5A)
Punto genérico de s: S(6, 6 + W, -9)
Un vector genérico que tenga su origan en 7 y su extremo en s es:
RS = (=7 - 120, 4+, =17 = 5))
De todos los posibles vectores RS , buscamos aquel que sea perpendicular a las dos rectas:
RS +(12,0,5)=0 — —169A-169=0 — A=—1
RS -(0,1,00=0 — 4+u=0 — u=-4

Sustituyendo en 7 yen s, obtenemos los puntos R y S: R(1, 2, 3), S(6,2,-9)
dist (1, s) = dist (R, S) = (5,0, =12)| = Y25+ 144 =169 =13 u

¢ Tercer método:

dist (1. 5) = Volumen del paralelepipedo ) [[RS,d,d]|

Area de la base |El) xd'|
R(13,2,8) d(12,0,5)
5(6,6,-9) d (0,1,0)

RS (7, 4,-17)
-7 4 -17
[ES’),H,T]: 12 0 5 | =-169 — Volumen = 169
0 1 O
|d x d'|=](-5,0,12)| = {25+ 144 = /169 =13
Por tanto, dist (r,s) = % =13 u
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b) ® Primer método:
Hallamos el plano, T, que contienea 7 y es paralelo a s:

(5,-1,1)//r

,—1,1) % (7,-5,-5) = (10, 32, -18) // (5, 16, -9) L
(7,—5,—5)//3} (5, -1, 1) x(7,-5,-5) = (10,32, -18) // (5, 16, -9) L n

El punto (0, 2, 0) es de 7, y, por tanto, de .
Ecuacién de m:
5(x=0) +16(y—2)—9(z-0)=0 — 5x+ 16y—9z-32=0
) |25+16-9-32| _0u
V254256 +81

dist (r, s) = dist (s, T) = dist [(5, 1, 1), 7]

(Las rectas 7 y s se cortan).

¢ Segundo método:
Punto genérico de 7: R(5A, 2 — A, )
Punto genérico de s: S(5+ 71, 1 =51, 1 —5)
Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en s es:
RS=(5+71—5A -1-5w+A 1-51—2)
De todos los posibles vectores RS , buscamos aquel que sea perpendicular a las dos rectas:

RS -(5,-1,1)=0 — 25+350—-27A=0 — p=0
RS +(7,-5,-5)=0 — 35499 —35A=0 — A=1

Sustituyendo en 7 yen s, obtenemos los puntos R y S: R(5,1,1), §(5,1, 1).
dist (r,s) =dist (R, S) =0u

¢ Tercer método:

dist (r, s) =

Area de la base |dxd|
R(0,2,0)0 d(5-1,1)
§6,1,1)  d(7,-5,-5)
RS (5,-1,1)

5 -1 1
[K, E, ?] =5 -1 1| =0 (las dos primeras filas son iguales).
7 -5 =5

Por tanto, dist (r,5s) =0u
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1 Calcula el 4rea del tridngulo que tiene sus vértices en estos puntos: A(1, 3, 5), B(2,5,8) y
cG5,1,-1).

AB = (2,5,8) - (1,3,5) = (1,2, 3)
AC =(5,1,-1)= (1, 3,5) = (4,2, -6)

Area tridngulo = %|Exﬁ|=%|(l,2,3)x(4, —2,—6)|=%|(—6,18, _10)|:%2~/115: 115 u?

2 Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A(2, 1, 4), B(1,0,2), C4, 3,2) y

D(1,5,6).

AB(-1,-1,-2) 141 22
AC(2,2,-2) ¢ [AB,AC,AD]=|2 2 -2|=-30
AD(-1,4,2) 1 4 2

Volumen = % 5ud
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1 Halla el L.G. de los puntos que equidistan de:

a)A(4,-1,7) y B(-2,5,1)

b)t:x+y+z-2=0y ntix—y+2-2=0

O)Mx—3y+2z2—-8=0y n:x-3y+22=0

a) dist (X, A) = dist (X, B)
V=924 0+ D24 =7 =+ 22+ (=5 + (c -1)?
x2—8x+16+92+2y+1+22—142+49=x? +4x+4+9> - 10§+ 25+ 22 -2z+ 1
—12x+12y—-122+36=0 = x—y+2-3=0

Es un plano: el plano mediador del segmento AB.
b) dist (X, m) = dist (X, =)

|x+y+z—2| ~ |x—y+z—2|
3 3

*x+y+z-2=x-y+z-2 —> 2y=0 — y=0

Dos posibilidades:

*x+y+z—2=-x+y—2+2 > 2x+2z2-4=0 > x+2-2=0

Son dos planos: los planos bisectores de los dngulos diedros formados por ® y @'. Los dos planos
obtenidos se cortan en la recta 7 determinada por los puntos (1, 0, 1) y (0, 0, 2), al igual que T y

1

.
Ademds, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1,0, 1) = 0.
c) dist (X, ) = dist (X, T")

|x—3y+2z -8 |x—3y+24

V1+9+4 V1+9+4
*x—3y+2z-8=x-3y+2z > —8=0 — Imposible.

Dos posibilidades:

ex—3y+22-8=-x+3y—-2z = 2x—6y+42-8=0 > x—3y+2z-4=0
Los planos m y @' son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.
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2 Averigua si x2 + y2 + 22 + 2x— 10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacién de una esfera, y halla su
centro y su radio.

7=J(§)2+<g)2+(%)2_0=m=1

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3 Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x —3z—3 = 0 corta a la esfera (x—2)? +

+ (y+5)2+z2= 169.
La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) ysuradioes R=13.

La distancia de Q al plano es:

d= M:&:4
J16+9 5

Por tanto: 7= «/R2 —d*-= J169 —16 =153
El radio de la circunferencia es 4153.
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4 Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados de distanciasa O(0, 0, 0)
y Q(10,0,0) es 68.

Tras efectuar los cilculos, comprueba que la superficie resulta ser una esfera de centro (5, 0, 0) y

radio 3.

(x2+y2+z2)+ [(x—10)2+y2+zz] =68
x2 492+ 2%+ x% = 20x+ 100 + y2 + 22 = 68
2x2 + 292 + 222 -20x+32=0

x2 492+ 22-10x+16=0
x2—10x+25+9y2+22-9=0

(x—5)2 +)/2 +22=9 — FEsuna esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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S Halla el L.G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0,0,5) y F'(0, 0,-5) es 26.
dist (X, F) + dist (X, F') = 26

4 P (5=5)2 x>+ > +(z+5)2 =26

Pt P r(5=5)2=26—x+ P +(z+5)°

52 x4 2+ (2+5)2 =676+ 2%+ y2+ 22+ 254102 — x> — 3% — 2> 25+ 102
52 {x%+ y* +(z+5)% =20x + 676

13 x>+ y* +(z+5)2 =52 +169

169 [x* + y* + (2 +5) %] = 252 + 1690z + 28 561

169 [x2 +)/2+z2+1()z+25]=25z2 +1690z + 28 561
169x% +169y% +169z% + 16907 + 4 225 = 252% + 16907 + 28 561

169x° + 169}/2 +1442% = 24 336
2 ),2 2
x z- _

VTRV VTS 1 — Esun elipsoide.

6 Halla el L.G. de los puntos cuya diferencia de distanciasa F(5,0,0) y F'(-5,0,0) es6.
|dist (X, F) — dist (X, F')| = 6
=52+ 122 —J(x+5) %+ > +2° =16
=524 2422 =56+ 4(x+5) %+ y7 + 22
2 —10x+25+ 97+ 22236+ (x+5) 2+ )P+ 22 £12(x+5) 2 + )2 + 2
K —10x+ 25+ + =364 +10x+ 25+ Jf + 2 £12(x+ -5+ )2 + 2
£12 (e +5)% + 5% + 2% = 20x + 36

£3)(x+5)2+ > +2°=5x+9

9lx? +10x + 25 + 3% + 2°] = 25x% + 90x + 81
9x% + 90% + 225 + 9y + 927 = 2557 + 90% + 81
—16x% + 9y% + 927 = —144

2
LoV

TR 1 — Esun hiperboloide.
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7 Halla el L.G. de los puntos que equidistan del plano x + % =0 y del punto (%, 0, 0).

¢A qué se parece la ecuaciéon obtenida?

dist (X, F) = dist (X, ), donde m: x+l=0 y F(%,0,0).

4
2
\/<x—1) +)/2+z2=
4

XZ—%X+%+}12+ZZ=XZ+%X+%

2

X+

1

x=y2+z

Es un paraboloide. Su ecuacién es muy similar a la de una pardbola.
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Punto simétrico respecto de un plano

Hazlo tu. Halla el punto simétrico de 4 (-3, -1, 0) respecto del plano: 7: 3x—2y +2z-7 =0

A'(x, y, 2): punto simétrico de A respecto del plano .

Recta perpendicular a T que pasa por A:

x=-3+3A
r: }/=—1—27\,
z=A
M=rNn = 3(-3+30)-2(-1-20)+A-7=0 — A=1

M(0> _3) 1)

M es el punto medio entre A y A’

1
(0)_3; 1)= <x£31y2)§) — A’(3;_5’ 2)

&. Punto simétrico respecto de una recta

Hazlo tu. Halla el punto simétrico de A(1,-1, 1) respecto de la recta: ;1 = =z-1

A'(x, y, 2): punto simétrico de A respecto de la recta.
Plano perpendicular a 7 que pasa por A:
T:—x+z+k=0
Aenm = -1+1+k=0 — k=0

T:—x+2z=0

M=rNmT = —-2-N)+1+1)=0 — x:%

333
353

M es el punto medio entre 4 y A"

(%’3,Q>Z<X+l’y_l,z+l) %A,(2,7,2)

2 2 2 2
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4. Punto de una recta que cumple una condicién
x= A

Hazlo tu. Halla los puntos de 7:{ y=3— A cuyadistanciaa P(1,0,2) sea y11.
z=1+2\

Aer - AN3-A, 1+20)

dist (A, P) =y =12+ B=N)2+(1+24—=2)2=y6A2 — 124 +11= y11 — A =0, A =2

Hay dos puntos: 4;(0,3,1) y 4,(2,1,5)
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8. Distancias, angulos, areas
Hazlo tu.

x—-2y+z=1

a) Halla la distancia del punto P(2,0,-1) alarecta 7: {x _y =3

b) ;Qué dngulo forma r con el eje Z2

a)Aer > A(3,0,-2)
d=(1,-2,1)x(1,-1,0)=(1,1,1)
AP =(2,0,-1)-(3,0,-2) = (-1,0, 1)

|d, x AP _|(LLDX L0 _[(L,2D] 6 _ 5

dist (P, r) = — = = = =2
|d, | 3 3 3
d(0,0,1)
b) Eje OZ:

0(0,0,0)
|ﬁ°3| 1 42

cos O = T ==
a2

oL = arc cos (%) 45°

6. Distancia entre rectas paralelas

Hazlo ti. Halla el valor de % para el cual las rectas siguientes son paralelas:

pox=1_YV_2+3 _ x+l__JV _z-2
k2 k T2k k+3 2

Calcula, en ese caso, la distancia entre ellas.

Para que sean paralelas:

k2 _k
2k k+3 2
Simplificando en la primera fraccién, tenemos que:
k_1 _
7=5 ™ k=1
Para este valor, se cumple: 7 E 3= % = %

Estas rectas son paralelas para %= 1.

Calculo de la distancia:

4,21
" P.(1,0,-3)

d,(2,4,2)
])5(_1) Oy 2)

PP =(1,0,-3)—(-1,0,2) = (2,0, -5)

diSt(V,S)ZdiSf(PS, 7')2 |dr >i>P.VP}’| _ |(1)2)1)X(2)055)| _ |(101_3;_4)| _ V100+9+16 :5\/% u

o 6 6
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7. Distancia entre rectas que se cruzan

Hazlo tu.

a) Comprueba que las rectas 7 y s se cruzan y calcula la distancia entre ellas.

1 X = z
r:x+1=’y_1 =z;3 styy=1+¢
z=2-t¢

b) Halla la ecuacién de los planos paralelos a 7 y s y que distan y14 u de s.

a:(1)_1) 2)
v Pr(_lxl)_g)

a:(lyl)_l)
" P0,1,2)

ﬁ: = (O; 1; 2) - (_1’ 1’ _3) = (1) 0) 5)

1 -1 2
1 1 =1{=9=0
1 0 5

Los vectores son linealmente independientes, no estdn en un mismo plano, por tanto, 7 y s se cruzan.
b) m: plano paraleloa 7 y s:
np=(1,-1,2)x (1, 1,-1) = (-1,3,2)

T:—x+3y+2z+k=0

7+k
VT > Tak=14 = k=7
|3+4+k|_m N \/ﬁ F '

dist (s, ™) = dist (P, ) =

J1+9+4 TR __ 1 = 7+k=-14 — k=-21
V14

Hay dos planos que verifican la condicién:
T—x+3y+2z+7=0
T:—x+3y+2z-21=0
8. Proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano

x+3 _1-y

Hazlo tu. Halla la proyeccién ortogonal de la recta 5 =1 - % sobre el plano 7: x+2y—5z—1=0.
n': Plano perpendiculara T que contienca » — contiene las direcciones ny, y d,.
ng (1,2,-5).
3:(23 _1: 2)
"1P.(3,1,0)
x+3 y-1 =z
w:| 1 2 5|=0->mix+12y+52-9=0
2 -1 2
TN

La recta pedida es:
x+12y+52-9=0
: x+ 2y-5z-1=0
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10. Lugares geométricos

Hazlo tu. Halla el L.G. de los puntos cuya distancia a A(0, 2, 1) sea el doble de la distancia a
B(-1,3,-2).

Punto genérico: P(x, y, 2)

dist (P, A) = 2dist (P, B)

-2+ @-12=2{x+ 1)+ (y)-3) +(z+2)?
x2+(y—2)2+(z—l)2=4((x+l)2+(y—3)2+(z+2)2)

2 2 2 2 2 2 B
Xty —dy+z”—2z2+5-(4x" +8x +4y” — 24y + 42" + 162+ 56) =0
—3x% — 8x — 3y + 20y — 322 —182-51=0

3x2 +3)2 +32% +8x — 20y + 182 +51=0

x2+y +zz+§x—?)/+62+17 0

(x—%) +(z-3) +< 10) +17—ﬂ:0

3 9
2
g oo

Es la ecuacién de una circunferencia.
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1. Punto mas cercano a una recta

Hallar el punto que estd mds cercano a P(1, 3, 0) de entre todos los puntos de la recta determinada
porel punto Q (-2, 2, 1) y el vector v (1, 1, 1).

Calcular la distancia del punto P a la recta.
A Mx+y+z+k=0
Penm = 1+3+k=0 = k=-4
T:x+y+z—4=0
b)A=rNm(2+M)+Q2+AM)+(1+A)-4=0 - A=1
A(-1,3,2)
o) dist (P, r) = dist (P, A) = {(1+1)*+(3-3)2+(0-2)? =22 u

2. Distancia de un punto a un plano

Determinar la relacion que deben cumplir a y b para que la distancia del punto P (a, 1, b) al plano
determinado por los puntos A(1, 1, 1), B(1,0,0) y C(0, 2, 1), sea igual a 1.

a) T: plano determinado por 4, B, C.
E = (11 0) 0)_(13 1; 1) = (03 _13_1)
AC =(0,2,1)—(1,1,1) = (-1, 1,0)
x=-1 y =z
: 0 -1 -1|=0—>mx+y—2-1=0
-1 1 0
la+1-6-1]

b) dist (P, ) = 3

lu

a—b=y3
a=b __4 a—b=-43
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3. Distancia entre rectas

x=-2+3t
Considerar el punto Q (3, -1, 4) ylarecta: r: \y= -2t
z= 1+4z

a) Hallar la distancia de Q alarecta r.
b) Justificar que la recta s que pasa por Q y tiene como vector direccién (1, -1, 1), no corta a .

¢) Calcular la distancia entre r y s.

a:(3) _2’ 4)
VP20

QP =(-2,0,1)-(3,-1,4) = (-5, 1,-3)
Qx| [51,-9xG, 29| _[(21L7)] _fE+T2048 _ e |

dist (Q, r) = r_ =
Q |d, | V9+4+16 J29 J29
3 2 4
b)|1 -1 1|=-6=%0 — Son linealmente independientes y por tanto no coplanarios.
-5 1 -3

— —>

9 dl‘fl‘(”,f)=%=i=‘/gu

4. Recta perpendicular a otra

Hallar la ecuacion de la recta s que pasa por el punto P (2, -1, 1) y corta perpendicularmente a la

recta r:
x= 3+ A
reyy=-1+2\
z= 3\
4,(1,2,3)
Y P3,-1,0)

o es perpendiculara 7 y contienea P(2, -1, 1).
o:x+2y+3z+k=0
Peo - 2-2+3+k=0 = k=-3 = o:x+2y+32-3=0

B contienea r ya P.

PP.=(3,-1,00- (2,-1,1) = (1,0,-1)

x=3 y+1 =z
B: 1 2 3 =0—>B:—2x+4y—22+10=0—>B:x—2}l+z—5=0
1 0 -1

x+2y+3z-3=0
x=2y+ z2-5=0

B)Q=rNo = B+A)+2(-1+20) +3BM) -3=14L-2=-0 — M%

1 1 2 1 22 -5 3
= —,—1 2‘—, 1=\ Y= = 5
Q (3+7 * 737><7 7 7)
55 _(22 -5 3 8 2 —4\_1
PQ =(22, 2 2)-2,-1,)=(&, £, =2 |=2(8,2,-4
Q<777>( )(777>7( )

st (X,}/, Z) = (21 -1, 1) + t(S’ 2, _4)
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5. Puntos equidistantes
Dados los planos de ecuaciones: 0:x—y+z2=0 y B:x+y—z=2:
a) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por A(1, 2, 3) y no corta a ninguno de los dos planos.

b) Determinar el punto que equidistade A(1,2,3) y B(2, 1, 0) y pertenece a la recta s interseccion
de 0. y B.

a) n, (1,-1, 1); n_g (1, 1,-1) — No son proporcionales, luego los planos no son paralelos.
dy=(1,-1, 1) x(1,1,-1) = (0,2,2) =2(0, 1, 1)

{T,(o,l,l)
r:

P23 2 erd=023+0,1D

x—y+z=0
b) — x=1, y=1+A, z=A — P(1,1+AA)
x+y—z=2

dist (P, A) = dist (P, B)

A28 +10=420% 41 = x:%

_ 99\ ({17 9
P‘<1’“8’8> (’8’8)
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Para practicar

W Angulos
1 Halla el dngulo que forman las rectas » y s en cada caso. Comprueba, previamente, que se
cortan:
x=5-2\ x=5- A
a)r:iy=4+3A siiy=4+5A
z= =2\ z= A
‘e _ 3 (x= 3431
b) r: J’+z:15 siyy= 2A
yres z=15+5\
) s {x=y ]x=0
971, 0 s y=0

a) d(-2,3,-2); P(5,4,0)
d (-1,5,1); P'(5,4,0)
Como P=P'y d, noesporporcionala d., entonces sabemos que se cortan en el punto P.
Para ver el 4ngulo que forman, hacemos el producto escalar de d, y d.:
|d - d.|=(=2,3,-2)-(=1,5,1)| =2+ 15-2| = |15]
|d)| = J4+9+4=117; |d | = J1+25+1=427

cos O = % =0,7 = o =45°33"42"
b) Las ecuaciones paramétricas de 7 son:
x=3+A
riyy=A
z=15-1A

Por lo tanto:

d (1,1,-1); P(3,0,15)

d.(3,2,5); P'(3,0,15)

Como P=P'y d. noesproporcionala d, entonces sabemos que 7 y s se cortan en el punto P.
|d, - d.|=]1,1,-1)-(3,2,5)[=3+2-5=0

Como su producto escalar es 0, sabemos que son perpendiculares, por lo que o = 90°.
o d.=(1,-1,0)x(0,0,1) = (-1, -1, 0) =—1(1, 1, 0)

d.=(1,0,0)x(0,1,0) = (0,0, 1)

o= (rs)

(1,1,0)-(0,0,1)
2.1

o= % rad — rLs

cos Ol =
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2 Halla el valor de m para que r y s formen un dngulo de 90°:

x=2-5A\ x=2+ A
riyy= A siyy=2)
z=-2-A\ z= mh\

&5, 1,-1); d, (1,2, m)
Para que 7 y s formen 90°, el producto escalar de I, y CT: tiene que ser O:

dd =c51,-1)-(1,2,m)=-5+2-m=0 = m=-3

3 Halla, en cada caso, el dngulo que forman la recta y el plano:

Cx+1 _.1""3_5
AT =TT
Tx—2y—2z+1=0

b)r:x=% y=1+2%, 2=-2
T:2x—y+2=0

T:x+2=17

Q) d(=2,4,2); n(1,-2,-1)

d.n| |-2-8-2
ws@O”—&)—' n| _ | 12 1 5 900 0-0 =5 a=90°

S |d||n| 246 12

ANNNSAC HILLERA LD

Matematicas |l

Observacion: Los vectores d 'y n tienen la misma direccién, luego la recta y el plano son per-

pendiculares, es decir, o = 90°.

b) d(1,2,0) n(2,-1,1)
_|den]  [2-2+0
|d||n]  ¥5-V6

o d@2,1,1); n(1,0,1)

cos (90° — o) =0 - 90°-a=90° = a=0°

cos (90° — ) = |d-n| _ |2+1|_ 3 3 3

1d||n| 6.2 {12 23 2

4 Calcula, en cada caso, el 4ngulo que forman los siguientes pares de planos:
a)o:z=3 b)o:2x+y-3=0
B:x—y+22+4=0 B:x+2z-1=0

2) ng (0,0,1); ng(1,-1,2)

n, - ng
05 Q = |_(3 _B)l = 2 =0,816 — (P=35° 15' 52"
Ingllng| 146

b) ng (2, 1,0); ng(1,0,1)

12,1,0)-(1,0,1)] _ 5
542 J10

cos (ﬂ) = — (ﬂ) = arc cos —2— = 50° 47'

J10

= — 90°-0a=30° - o=060°
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5 Calcula los tres dngulos de los tridngulos cuyos vértices son:
a) A(0,0,0), B(1,2,1), C(3,1,1)
b)A(2,7,3), B(1,2,5), C(-1,-2,5)
a) AB =(1,2,1)

AC =(3,1,1)
isA=AB-AC _ 6 __ _073855 — A =42°2331"

" |4B|[AC| {6-411
BA = (-1,-2,-1)

BC =(2,-1,0)
os B = BA-BC _ 0 —>§=90°

- BA-5C _ -0
|BA||BC| +6-45
C-180—A - B =47°36'29"

b) 4B = (-1,-5,2)

AC = (-3,-9,2)
~  AB.AC 52 A te o
cos A = 4246 =0,97922 > A=11°42'6
|[AB||AC| {3094
E{=(l’ 5)_2)
BC = (-2,-4,0)
osB- BABC__ 22 _ 898 - B-153"54'56"

~ |BA||BC| 430420
C=180—-A—B=14°22"58"

6 Calcula el 4ngulo que forma el plano 7 con cada uno de los ejes coordenados:
Tx—2y+2z=0

El 4ngulo entre una recta y un plano es complementario del que forma dicha recta con la direccién
normal al plano.

El vector normala 7 es H(l,—Z, 1).
* El dngulo que forma T con el eje X, de vector director (1, 0, 0), es:
— |(1)0)0)'(1)_2)1)| — 1

— 90°— 0 =65°54"19" — o =24°5"41"

cos (90° — o) = 0,408 —

* El dngulo que forma T con el ¢je Y, de vector director (0, 1, 0), es:

|(0’ L, 0)’(1’ -2, 1)| _ |_2|
[(0,1,0)-] (1,-2,1)] /6

— 90°—-PB=35"15"52" — B =54°44'38"

cos (90° - B) = =0,8165 —

* El dngulo que forma T con el ¢je Z, de vector director (0, 0, 1), es:

|(0’0’ l)' (1)_2’ 1)| _ L
[(0,0,1)]-](1,-2,1) 46

90°—7) =
cos ( v) c
— 90°-7=65°54"'19" — y=24°5"41"

=0,408 —
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7 Calcula el valor de m para que las rectas 7 y s formen un dngulo de 60°.

x=1+y x= n
riyy= «/E'Y styy=1+mu
z=1-vy z=1+ |
d = (1,y2,-1)
d=@1,m1)
o= (ns)
cos Ol = (1,«/2,—1)‘(1,771,1) =l RN ‘/zm =l
22 4m? 2 202+ m?| 2
‘/zm :1
V2 1+ m? 2m=v2+m?> = m=42
%
m m=—N2+m- — m=—
2m___, 2 2+m? 2
2+ m?
M Distancias

8 Tenemos larecta r y los planos T y G siguientes:

x=2 8 Tx+2y—z=1
e C:x— y+z=3
z=3-06M\

a) Halla el punto P en el que se cortan la recta 7 y el plano T.
b) Calcula las coordenadas del punto Q donde se cortan r y G.
¢) Obtén la distancia que separa a los puntos P y Q de los apartados anteriores.
a) La interseccién de 7 con T la podemos hallar sustituyendo las coordenadas de 7 en m:
8L+22)-(3-60)=1 > A=0
Por lo que el punto es P = (0, 2, 3).
b) De la misma forma hallamos Q:
8L—2+3-6A=3 > A=1
Asi, Q= (8,2,-3).
o) dist (P, Q) = | PQ | = (8,0, -6)] =10 u

9 Calcula, en cada caso, la distancia entre el punto P y el plano m:
a) P(2,-3,1) T:3x—4z=3 b) P(0, 1, 3) T:x—y—22+3=0
cP2,0,1) T:x+y—2z=0 d)P3,-4,1) T:y=3

a) dist (P, ) = [3:2-4-1-3| =l=0,2 u

IESVERE

0-1-2.3+3] 4

b) dist (P, ) = < =1,633 u
J141422 {6
. 12-2]
dist(P,T) = ———— =0
0 dist () = =g =0 u
d)din(p,n):@:h
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10 Calcula la distancia entre el punto Q(2, -1, 0) y el plano que contiene al punto P(2,0, 4) y

a la recta:
x=3-2A
si1y=2+3A
z=4

El plano m, que contienea P ya s, tiene como vectores direccion E: y PP’ , siendo P’ un
punto de s como P'(3, 2, 4).

Hallamos el vector normal al plano:

n=d, x PP =(-2,3,0)%(1,2,0) = (0,0,—7)

Tomamos un vector proporcional a n: (0,0, 1)

Por tanto, el plano es m: z =4

|04

=4
i u

dist (Q, ) =

11 Halla la distancia entre los siguientes pares de planos:
Q) Mirx—2y+3=0; Tp:2x—4y+1=0
b)m:3x—2y+2-2=0; Ty:2x—y+2=-5
a) Vemos claramente que los dos planos son paralelos. Por tanto, tomamos un punto de P de m; y
hallamos la distancia del punto P al plano m,.
P(-3,0,0) e m,
|2-(=3)+1] _5

y22 + 42 20

b) Los vectores normales a los dos planos no son proporcionales, por lo que los planos se cortan. La
distancia es, por tanto, cero.

=1,12u

dist (P, 1) =

12 Halla la distancia de la recta » al plano 7 en cada caso:

x= 2+4A\ x=3+2)
a)r:yy= 3\ m3x-4y-3=0 b)r:{y=5 M:7x—2y—2+1=0
z=-1+7\ z=4+ A

Lo primero que tenemos que ver es si el plano y la recta se cortan: si el vector normal al plano es
perpendicular al vector direccién de la recta, entonces, o son paralelos, o la recta estd contenida en el

plano.
a) d,(4,3,7); n(3,-4,0)
I, -n=12-12=0 — son perpendiculares

Como el punto P(2,0,-1) € 7 no estd contenido en el plano, » y T son paralelos, por lo que la
distancia de » a T es igual a la distancia de cualquier punto de » a m. Tomamos P como punto

de r.
dist (r, ) = dist (P, ) = 3:2-4-0-3| -3 =0,6u

a5

b) d, (2,0, 1)
E (71 _2; _1)
d

.n=14-1=13%0 — no son perpendiculares — 7 y T se cortan.

dist (r, 1) =0 u



Unidad 6. Problemas métricos ANANANSAC HILLERATO)

Matematicas |l

x= 4+4\
13 Calcula la distancia que hay entre el punto P(3,1,6) ylarecta : {y= 2+ A mediante los
z=-1-3)

siguientes pasos:
a) Halla un plano, 7, que sea perpendiculara » y que contengaa P.
b) Obtén la interseccién del plano hallado, 7, con 7. Llama a ese punto Q.
c) Calcula la distanciade P a Q.
a) El vector normal al plano 7 es el vector direccién de la recta 7.
La ecuacién de T es:
4(x-3)+(p-1)-3(z-6)=0 = M 4x+y—32+5=0

b) Para hallar la interseccién de T con 7, sustituimos las coordenadas genéricas de 7 en la ecuacién
de m:

44 +40) + (2+NM)-3-1-30)+5=0 > A=-1

Sustituimos A en las ecuaciones paramétricas de » — Q(0, 1, 2)

o) dist (P, 7) = dist (P, Q) = {3 -0)2+(1-1)2+(6-2)2=y9+16 =5u

Pagina 195

14 Calcula la distancia que hay entre la recta y el punto del ejercicio anterior mediante los siguien-
tes pasos:

a) Halla el vector P—Q), siendo Q un punto de la recta 7.
b) Halla el 4rea del paralelogramo descrito por el vector PQ y el vector direccién de 7.

c) Divide el 4rea calculada entre el médulo del vector direccién de 7.

P

a) P(3,1,6), Q4,2,-1)e r
PG (1,1,-7)

Q
b) PQ x d, = (4, -25,-3)

Area del paralelogramo = | PQ x d, | = Y42 +25% + 32 = /G50 u?
Area del paralelogramo _ |PQ x d,| /650

) dist (P 7) = Longitud de la base |d | 26 ou
x= 9+12A
15 Halla la distancia entre el punto P(2,2,-11) ylarecta 7: {y=-1- 3\ siguiendo los pasos de
z= 6+ S5\
los ejercicios anteriores.
P(2,2,-11) .
a) Q0,-1,6) — PQ(7,-3,17)

b) PQ xd, = (36, 169, 15)
Area del paralelogramo = | PQ x d. | = 362 +169% +15 = /30 082 u?

Area del paralelogramo ~ |P4Q> X T,| 30082
Longitud de la base - |E;| - V178 -

c) dist (P, r) = 13 u
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16 Calcula la distancia que hay entre estas rectas:

x= 4\ x=2-12A
r:qy=-10-3A siyy=1+ 9A
z=  9+5\ z2=4+ A

Para ello, sigue estos pasos:
a) Halla el plano T que contenga a la recta 7 y sea paralelo a la recta s.

b) Halla la distancia de un punto (el que quieras) de s al plano 7.
r: R(0,-10,9), d.(4,-3,5)
5:8(2,1,4), d,(-12,9,1)
a)d xd, =(4,-3,5%x(=12,9,1) = (-48,-64,0) // (3,4,0) L =t
T estd definido por un punto, R(0,-10,9), y un vector normal, (3, 4, 0).

:3(x—0) +4(y+10) +0(z—9) =0 — m:3x+4y+40=0

b) dist (r, s) = dist (s, T) = dist (S, &) = 3-2+4-1+40 _50 _ g,

V32 + 42402 5

1'7 Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejercicio anterior:

x==7+ S\ x=10-101
riiy= 4+ A s:yy=-2+ 5A
z=19+12A z2=26-24A\

* Elvector normala @ serd n=d, X d, = (5, 1, 12) X (-10, 5, —24) = (-84, 0, 35)
—84(x+7)+35(z—19)=0 — m:—-84x+352—-1253=0

* Q(10,-2,26) € s

|-84-10+35-26-1253| 1183 _

dist (r, 5) = dist (Q, ) = = =13u
(842 1 357 o
18 Calcula la distancia que hay entre estas rectas:
x=-2+3\ x= 1- A
riyy= 2\ s1y= 5\
z= 1+ A z=-2+ A

Para ello, haz lo siguiente:

a) Halla el vector PQ, siendo P y Q puntos de las rectas 7 y s, respectivamente.

b) Halla el volumen, V; del paralelepipedo descrito por PQ vy los vectores direccién de 7 y s.
c) Halla el d4rea, A, del paralelogramo descrito por los vectores direccién de » y s.

d) La distancia de 7 a s coincide con el resultado de dividir V entre A.

{df(s, 2,1) {3:(—1,5,1)
a . 5 8

P(=2,0,1)’ Q(1,0,-2)
PG =(1,0,-2)-(-2,0,1) = (3,0,-3)
3 21
byV=|-1 5 1|=]-60|=60u?
3 0 -3

o Area=|d, X d,|=]3,2, 1) x (=1, 5, 1)| = |(=3, —4, 17)| = Y9 +16 + 289 = {314 u?

d) dist (r, 5) = «/% u
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M Areas y volumenes

19 Halla el 4rea de cada uno de los tridngulos ABC donde:
a)A2,7,3), B1,-5,4), C(7,0,11) b)A(3,-7,4), B(-1,2,5), C(-5,11,6)
Justifica la solucién del segundo.
a) 4B (-1,-12,1); AC (5,-7,8)

_|AB x AC| |(-89,13,67)| {12579
- 2 - 2 )
b) AB (-4,9,1); AC (-8, 18,2)

Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estdn alineados:

| AB x AC | =0

Area ~ 56,08 u?

20 Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro de vértices:
a) (2) 1, 4)5 (1’ 0, 2)§ (4a 3, 2)5 (13 5, 6) b) (4) 1, 2)5 (2’ 0, 1); (2) 3, 4)5 (6’ 5, 1)
a) A(2,1,4); B(1,0,2); C4,3,2); D(1,5,06)

AB (-1,-1,-2); AC (2,2,-2); AD (-1, 4, 2)

1 -1 22
2 2 2 =_30—>volumen=%.30=5u3
1 4 2

b)A(4,1,2); B(2,0,1); C(2,3,4); D(6,5,1)
AB (<2, -1,-1); AC (=2,2,2); AD (2, 4, —1)

2 -1 ]
2 2 2 :30—>Volumen:%-30:5u5
2 4 -1

21 Calcula el 4rea total y el volumen del tetraedro de vértices:
AQ2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7), D(-5,-4,8)
e Area del tridngulo ABC:
AB X AC = (2,-2,-3) X (4, 0, 6) = (~12, —24, 8)

Area = |AB>2<AC| = 7284=22—8=14u2

o Area del tridngulo ABD:
AB x AD = (2,-2,-3) X (=7,=7,7) = (-35, 7, -28)

|AB x AD| _ {2058
2 T2

* Area del tridngulo ACD:
AC x AD = (4,0, 6) X (7,7, 7) = (42, -70, -28)

|AC x AD| |7 448
2 )

o Area del tridgngulo BCD:
BC X BD = (2,2,9) X (-9, -5, 10) = (65,101, 8)

|BC xBD| {14490
2 - 2

Area = ~ 22,68 u?

= 43,15 u?

Area =

Area = = 60,19 u?
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o Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?
o Volumen = AB (2,-2,-3); AC (4,0,6); AD (-7,-7,7)

2 -2 -3
4 0 6|=308 — Volumen = 328 ~51,33 u?
-7 =7 7

22 Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el plano:
T:6x—5y+32-30=0
* Hallamos los vértices:
x=0,y=0 = 2=10 = A(0, 0, 10)
y=0,2=0 = x=5 = B(5,0,0)
x=0,2=0 = y=-6 — C(0,-6,0)

¢ Calculamos el volumen:
-1 .190.5.6-= 2
V= 37 (10.5-6)=50u

* Lo calculamos utilizando el producto mixto:

0 0 10
V=g|[ﬁ,ﬁ,ﬁ]|=%l 5 0 0]=50u?
0 -6 0
-4
23 Halla la ecuacién del plano 7t perpendicular a la recta 7: * ; 3. yT = % y que pasa por el

punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada por 7 y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n (2, 3, 4).
La ecuacién del plano es:

2+ 1) +3(—1)+4(z-0)=0 = 2x+3y+42—-1=0

Calculamos los vértices:

x:y:O—)z:% %A(0,0,%)

—2-0 5 x= L 5 B[00

}/—Z— x—? 2’ >

x=2=0 —>)/=L —>C<0,L,0)

3 3

0(0, 0, 0)

1 (11 1)y 1 3
Volumen—6 <4 3 3> iz v

W Esfera

24 Justifica cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su centro y su radio:
a)x?+y?-2x+4y-8=0 b)2x? - 2y% + 22% + 4x-16 =0
©) 2x% +2y? + 222 + 4x-16 =0 dx?+3y*+22-2x2-4=0
e)3x2+3y? +32%2+ 6x—122-3=0 £) 3x% + 39% + 32% + 6x—122-30 = 0

g 2x% + 2y2 +22%—4x+ 6y-3/2=0
a) No tiene término en z2. No es una esfera.

b) Los coeficientes de x2, 2, 22 no son iguales, luego no es una esfera.
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a5

¢) Los coeficientes de x2, )/2, z2

xz, yz, z2 +2x-8=0

2 2 2
(4) (ﬁ) (£> D=14+040-(-8 =9 — radio= {9 =3
2 2 2
_B _
2

son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

A C
= -4, ,——=) = (-1, 0,
Centro ( ) ( 0, 0)

2

d) Los coeficientes de x2, )/2, z~ no son iguales, luego no es una esfera.

e) Los coeficientes de x2, yz, z2

x2, 92 2% +2x—42-1=0

2 2 2
<%) +<g> +<%> —D=1+0+4-(-1)=6 — radio= 6
B
2’

son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

Centro = (—A -=

C)._
> ——J-&—LQZ)

2

f) Los coeficientes de x2, yz, z2 son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

x2’ ),2’ 22 + 2x—4z—10=0
( ) ( ) ( ) D=1+0+4~(-10) =15 — radio= {15
B

Centro = (—é, 7 %) =(-1,0,2)
g) Los coeficientes de x2, yz, z% son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

x2, )/2, z? +2x—+3y— % =

(4] (2T (ST -pe1e 3 w0 (-2) 4 o o=

(.4 _B _CYy_[(4_3
Centro = ( T 2) (1, 2,0)

Halla la ecuacién de las siguientes esferas:
a) Centro (1, 0, -5) y radio 1. b) Didmetro AB con A (3,—4,2), B (5,2,0).
¢) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z=0. d) Centro (3,-1,2) y tangenteal plano YZ.

a) (x— 1)2+y2+ (z+5)? =1, o bien, x2+}/2+z2—2x+ 10z+25=0
b) El centro es el punto medio de AB:

_(3+5 4+2 240\ _ 4 _
c_< SR )_<4, L)

El radio es la distancia de C a uno de los puntos:
|A—C>| = J1%2432412=J11

La ecuacién es:

(x—4)2+(y+1)?2+(z—=1)2=11, obien, x> +y2 +22-8x+2y—22+7=0

¢) El radio es la distancia del centro C(4, -2, 3) al plano m: x—z=0:

4 _14-3] 1 21

r=dist (C, ) = T_E -7 -7
La ecuacién sera:

(x— 4)2+(y+2)2+(z 3)% = ,oblen

57

x2+y2+z2—8x+4y—6z+ 5 =0 —> 2x2+2y2+2z2—16x+8y—12z+57=0
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d) El plano YZ esel plano m: x=0.
El radio es la distancia del centro C(3, -1, 2) al plano m:
r=dist (C,T) = 3
La ecuacion serd:

(x=3)2+y2+22—6x+2y—42+5=0

26 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es igual a 7.
Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:
(x=2)2+ (y+1)?+ (z—4)%, obien, x? +y2+ 22 —4x+2y—82-28=0

27 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A (-2, 3, 4) sea el doble de la distancia
a B(3,-1,-2).

Consideramos un punto genérico: P(x, y, z)

dist (P, A) = 2dist (P, B)
J6+22+(-3) 2+ -42=2{x-3)2+(+1) 2 +(z+2)°

(x+22+ (=32 +(z—4)2=4((x=3)2+ (y+ )2 + (z+ 2)?)

x2 4+ 4x+y? -6y + 22— 82+ 29— (4x%2 - 24x + 4y + 8y + 422 + 162+ 56) = 0
—3x2 + 28x—3y> — 14y — 322 —242-27 =0

3x2+3y2+322—28x+ 14y + 242+ 27 =0

Es la ecuacién de una circunferencia.

28 Dados A(4,2,0) y B(2,6,—4), halla el lugar geométrico de los puntos P tales que PA sea
perpendicular a PB.

Consideramos un punto genérico: P(x, y, 2)
PA = (4,2, 0)—(xp2=4-x2-y-2)
PB =(2,6,-4)—(x,9,2) = 2 —x, 6=y, —z— 4)
PA -PB =0
(4-x2-9,-2)+2-x6-y,-2-4)=0
x2 492+ 22— 6x—8y+42+20=0

Es la ecuacién de una circunferencia de centro el punto medio entre A y B.

Pagina 196

Para resolver

29 Halla los puntos de larecta 7: x—1 =y + 2 = z que equidistan de los planos o: 4x—3y—-1=0
y B:3x+4y—-1=0.
Punto genérico de la recta: P(1 + A, -2 + A, A)
dist (P, o) = dist (P, B)

[4(1+X)=3(=2+1) 1) _ [3(1+M)+4(=2+A)—1|

- |[A+9]=|7A-6]| —

V25 25
A+9=7Ah—6 — —6L+15=0 — M%

%
A+9=—(7A—6) — 8A+3=0 — x=_%
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Hay dos soluciones:

x+ y—2z+1=0

30 a) Halla la ecuacién del plano T que contiene a la recta 7: { _0 Vs perpendicular

xX+2y+2
al plano 6:2x—y+3z+1=0.
b) Obtén las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por © y G.
¢) Halla el dngulo que forma la recta 7 con el plano ©.
a) Obtenemos un punto y un vector direccién de la recta 7:
P(l,-1,)er > P(1,-1,1)emn
(1,L,-Dx(1,2,)=6G,2)=d //r > d3,-2,)/In
Si T esortogonal a G, el vector normal de G es paraleloa m:
ng(2,-1,3) Lo — (2,-1,3) /I
Obtenemos un vector normal a 7:
(3,-2,1)x(2,-1,3)=(-5,-7,1) = (5,7,-1)
La ecuacién del plano 7 es:
Sc—1)+7(+1)-1(z—1)=0 = 5x+7y—-2+3=0
b) Ecuaciones paramétricas de la recta determninada por T y ©:
T:5x+7y— z+3=0
O: 2x — y+3z+1=0}
Vector direccién de la recta:
(5,7,-1)x(2,-1, 3) = (20, -17,-19)

Punto de la recta:

__1
- +3z+1=0) _ __ 1 272
2

Ecuaciones de la recta:

x =201
y=—%—177\.
z=_%_19x
Q) o= (75)
B=(rny
o=90°-P
cos B = (3,-2,1)-(2,-1,3) _6-2+3 1 S B -60°

a2 r12.22 0 (C1)2+32 14414 2
0 = 90° — 60° = 30°
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-2z+3=0
y—- z-4=0
T, que pase por el punto P (2, 1,-1) y sea perpendicular a 7.

81 Sir: {x

y T: x+2y+3z—1=0, hallala ecuacién de una recta situada en el plano

Un vector direccién de 7 es:
(1,0,-2)x(0,1,-1)=(2,1, 1)

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a (1, 2, 3) (pues estd situada
en el plano m). Un vector direccidn de la recta es:

(2,1,1)x(1,2,3)=(1,-5, 3)

El punto P(2, 1,-1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada. Luego la recta es:

x= 2+ A
y= 1-5A
z=—1+3\

32 Determina la recta perpendicular comin a las rectas siguientes:
x+ y=z+4 x -2=0
m{x+2y= 7 s:{ y+3=0
Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:
x+ y=z+4
" {x +2y=7
Restando la 1.2 ecuacién a la 2.2:
y=3-2z > x=7-2y=7-23-2)=1+2z
Haciendo z=A:

x=1+2\
r: ¢y=3—A — Un punto genéricode r es R(1 +2A,3—A, A)
z=Mh
x=2
x—2=0
5t — s: yy=-3 — Un punto genérico de s es §(2, -3, 1)
y+3=0
z=H

Un vector variable de origen en 7 y extremo en s es RS (1-2A,-6+A —2).

Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

RS +(2,-1,1)=0 = 2— 4 +6-A+U—-A=0 — —6h+U+8=0
RS +(0,0,1)=0 —> H—-A=0 —> pH=A — p=A

5h+8=0 > A= 3, },L=§

5 5
Asi:
{334
S (2, -3, §)
5
La perpendicular comin a las rectas es:
x=2+\
y=-3+2\
z=8/5
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33 a) Halla p para que las rectas 7, y 7, sean perpendiculares:

pp 2 =L 2 p ®=L_ V=P _z-3
4° 2 2 1 p-1_ 3
b) Calcula su punto de interseccién y la ecuacién del plano que las contiene para el valor de p
que has hallado.
a)(4,-2,2)-(1,p—-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 = p=06
x= 4\ x=1+ W
b)r: qy=1-2A 7yt 4y =6+5U
z= 2\ z=3+3U
* Punto de interseccidn:
4h=1+ W
1-2A=6+5U¢ Sumando las dos tltimas ecuaciones: 1 =9 +8u — -8=8u — u=-1
2h=3+3u

}\‘: 3+3“':3_3 :0

2 2
1.2 ecuacién: 4 - 0=1-1. Luego A=0, p=-1.

Sustituyendo A =0 en las ecuaciones de 7; (o bien W =-1 enlasde 7)), obtenemos el punto
de corte: (0, 1, 0).

* Ecuacién del plano que las contiene:
(4,-2,2)x(1,5,3) =(-16,-10,22) — (8,5,-11) es un vector normal al plano.
Ecuacion:

8(x—0)+5(p)—-1)-11(z-0)=0 — 8x+5y—11z2—-5=0

34 Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpendicularmente a la recta
siguiente:

x +z3=2

{x—y—z:l
7

Escribimos 7 en forma paramétrica:

x—y—-2z=1— y=x—2z-1=2-2-2-1=1-2z2
" X+ z2=2 = x=2-2z

x=2—A
reqy=1-2A

z= A

Un punto genérico de 7 es: R(2—A, 121, A)

P(1,2,1) Sillamamos al punto P(1, 2, 1), el vector PR hade ser perpen-
N . dicular a 7, es decir, perpendiculara d (-1, -2, 1).

Por tanto, como PR (1 —A, =1 —2A, -1 + A):
PR -d=0—> (1-A-1-24-1+1)-(-1,-2,1)=0
“1+A+2+4A—-1+A=0 = 6A=0 = A =0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1,0) (Q se obtiene susti-
tuyendo A =0 en las ecuaciones de 7).

Un vector direccién serd: w (1,-1,-1)

x=1+A
Larectaes: {y=2-A
z=1-X
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35 Los vértices del tridngulo ABC son los puntos de corte del plano 2x + y — 3z = 6 con los ejes
coordenados. Halla la ecuacién de la altura que parte del vértice B que estd en el eje Y.

Los vértices del tridngulo son:
y=0,2=0 > 2x=6 - x=3 — A(3,0,0)
x=0,2=0 > y=6 = B(0,6,0)
x=0,y=0 = -32=6 - z=-2 = (C(0,0,-2)
Debemos hallar la ecuacién de la altura que parte de B.
Su vector direccién d (a, b, ¢) debe ser:
* Ortogonala AC — AC -d =0

* Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, El)el plano 2x +y—3z =06, puesto que laaltura
debe estar contenida en dicho plano — (2,1,-3)- d =0.

Luego tenemos que:
AC +d=0 = (-3,0,-2)-(2,b,0)=0 — 3a+2c=0
2,1,3):d=0 — (2,1,-3)+(4,6,0)=0 — 2a+b-3c=0
Soluciones: (<2t, 13¢,3¢t) — Si t=-1, d (2,-13,-3)

Ecuacién de la altura que pasa por B:

x =2\
y=6-13L
z=-3\
36 Halla el punto P delarecta 7: x;l = y;-l =§ que equidiste de los planos:
x=-3+A
ox+y+z=-3 y P:iy= -—-A+u
z2=—-6 +[

* Un punto genérico de larecta 7 es: R(1 +2A, =1 + A, 3%)

* Escribimos el plano B en forma implicita:

x+3 1 0
y -1 1{=0 > Bix+y-2-3=0
z+6 0 1

* Ladistanciade R a o ya [ hade ser la misma: dist (R, o) = dist (R, )

1420 —1+A+3A+3] [1+2A—1+A—3L-3
Ji+1+1 V14141

6A+3=3 = 6AL=0 = A=0
6231 =3 < 13- 5 Gheab o Aol

, es decir:

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1,-2,-3)

37 Determina la ecuacién de un plano 1 paralelo al plano G: x—2y + 32+ 6 = 0 y que dista 12
unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+ 6=0 esdelaforma m: x—2y+ 3z + k=0. Tenemos que hallar 4
para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

’ I k=12/14
dist [(0, 0, 0), ] = ‘/1+4+9—m‘12<k:_12«/ﬁ

Hay dos planos: x—2y+3z+12y/14 =0 y x—2y+3z—124/14 =0
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38 a) Halla las ecuaciones de la recta que corta perpendicularmentea r y s:

x=-3+ A x= 3
rii1y=—2+5\ s:1y=—6+4A
z=0 z= 2+ A

b) Calcula la distancia entre 7 y s.
d.(1,5,0) d,(0,4,1)
a) r: 5t
P(_a’ _27 0) Q(3> _6> 2)
Vector perpendicular comun:
v=d xd.=(1,50)% (0,4 1) = (5 -1, 4)
La recta # perpendicular comin es la interseccién ® M ', con T, plano que contienea 7 y es

paraleloa v y m', plano que contienea s y es paraleloa v.

x+3 y+2 z
m| 1 5 0]=0— 20x—4y—26z+52=0
5 -1 4

x—3 y+6 z-2
w:| 0 4 I [=0 = 17x+5y—-202+19=0
5 -1 4
20x —4y — 26z +52=0
:{17x+5)/—202+19=0
b)Pe r = P(-3+A, =2 +5A,0)
Qes > Q(B,-6+4u,2+W)
El vector perpendicular comun verifica:
PQ -d, =0 6-A 4 —5h—4, 1 +2)-(1,5,0)=0 — 20— 26h—14=0
P_Q’.E}o} {(6—x,4p—5k—4,p+2)-(0,4,1):0 — 17U —-20A—14=0
A=1, u=2
Los puntos que determinan la distancia minima son:
P=(-3+1,-2+5,0)=(-2,3,0)
Q=03,-6+8,2+2)=3,2,4)

dist (r, 5) = dist (P, Q) = \/(3+2)2+(2—3)2+(4—0)2=«/@ u

39 Sea r larecta de interseccién de los planos ax+9y—3z=8 y x+ay—z=0.
Determina el valor de 2 para que:
a) Los dos planos sean paralelos.
b) Los dos planos sean perpendiculares.

c) Larecta r corte al plano XY en un punto cuya distancia al origen de coordenadas sea igual

a 2.

a) Las coordenadas de (2, 9,-3) y (1,4, —1) han de ser proporcionales:

a_-3

L= 5 4=3
2_9_3 < bl 4=3
1 a -1 2=ﬁ%ﬂ=3

a -1

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

(@,9,-3)-(1,a,-1)=a+94+3=102+3=0 — a= =3

10



Unidad 6. Problemas métricos ANANANSAC HILLERATO)

Matematicas |l

¢) El plano OXY es el plano z=0. Hallamos el punto de corte de » con el plano OXY:

ax+9y—3z=8 ax+9y=8} 14| a 9 _2_9
a

x+ay— z2=0p x+ay=0
z=0

(El problema solo tiene solucién si @2 —9 = 0, es decir,si 223 y a=-3. Si a=3 0 a=-3, el
sistema es incompatible).

8 9
|Ax|: 0 « =8a
Al 8 os
|}/| 1 0 -
8a -8
X = ;Y= ; 2=0
a* -9 ! -9

-8
42—9

-9
v [ 2]

2
8a -8 64a® + 64 _
_) _ Oda”+064
(az—9> +(42—9) @=97

6442 + 64 = 2(a* + 81 — 1842) — 64a? + 64 = 24% + 162 — 3642

El punto de corte es P ( ) Su distancia al origen ha de ser y2:

0=22%-10042+98 — 4% -5042+49=0

2 50+42500-196 5042304 50+48 — 2-49 - 4=17
2

- 2 - 2 =1 =5 a=z1

Hay cuatro soluciones: @, =-7, a,=7, az=-1, a5=1

40 Dibuja un cubo de 6 unidades de lado, con un vértice en el origen y los tres vértices contiguos
sobre los ejes de coordenadas. Halla la minima distancia de una diagonal del cubo a una diago-
nal de una cara, sabiendo que las rectas que contienen a las diagonales se cruzan.

* La diagonal del cubo para por O(0, 0, 0) y por C(6, 6, 6):

x=A
7. J/ = ?\,
z=A
* La diagonal de la cara pasa por A(6, 0, 6) y por B(6, 6, 0): -
x=06
st yy=u
z=6-L
o dist (r,s) = Volum?n del paralelepipedo ) |[d;d , _O)AH
Area de la base |dxd|
1 1 1
[4,d,041-10 1 —1|=--6
6 0 6

dxd =(1,1,1)x(0,1,-1)=(-2,1,1) - |dxd'|= 6

Por tanto: dist (7, s) = % =J6 u
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41 Halla la ecuacién del plano cuyo punto mds préximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mds préximo al origen es P(1, 3, 2), el vector oP (1, 3,2) esnormal al plano.
Por tanto, la ecuacién del plano es:

lx—1)+3(p—-3)+2(z—2)=0 = x+3y+22—-14=0

42 Halla los puntos simétricos de P (1,2, 3) respecto del plano 0: x—3y— 2z + 4 =0 y respecto de
la recta:

x—y +3=0
"lax -z =0

— Simétrico respecto del plano:

* Ecuacién de la recta que pasa por P y es perpendicular a a:

x=1+ A
)/:2—37»
z=3-2A\

¢ Punto de corte de a con la recta anterior:
(1+A)-32-30)-23=-20N)+4=0
1+A—6+9A—-6+4A+4=0

14h—7=0 — 7»:%

La recta y el plano se cortan en (%, %

P' el simétrico de P respecto del plano o. Luego, si P'(x, y, z), entonces:

x+1 J*2 z43) (3 1 vy
( T )-(2,2,2> - P'(2,-1,1)

, 2). Este es el punto medio del segmento PP’, siendo

— Simétrico respecto de la recta:

* Escribimos la recta en paramétricas:

x=A\
x—y+3=0— y=x+3 300
4 —2=0 — z=4x A

z =4\

* Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a 7 que pasa por P:
Ix—1)+1(y—2)+4(2—3)=0 = x+y+42—-15=0
* Obtenemos el punto de interseccién de la recta 7 con el plano:

A+3+A+160L-15=0
18L-12=0 — A= 2

3
El punto de corte es (%, %, %) Este es el punto medio del segmento PP", siendo P el

simétrico de P respecto de la recta 7. Asi, si P"(a, b, ¢), entonces:

<a+1 b+2 c+3>:(2 11 ﬁ)—)]’"<i 16 Z)
b ’3 3’

2 2 2 373
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x+y =0

43 a) Encuentra los puntos de 7: { 2o due disten % del plano m:2x—y +2z+1=0.

b) Obtén los puntos de © que distan % de los puntos hallados en el apartado anterior.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x=A
y-—x} — r:7y=—A — Un punto de r esdelaforma R(A, -\, )
z=x
z=A
S5h+1=1 = A=0
dist (R 1) = |27\,+7\,+27\,+l|=|57\,+llzl +

Va+1+4 3 3 <57u+1:—1—>7\,:—2/5

Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (—%, %, —%)

b) Los dos puntos obtenidos estdn a distancia % de m.

Se trata de encontrar la proyeccién de estos puntos sobre el plano .
e Para (0, 0, 0):
Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a 7:

x =2\
y=—Ah
z=2\

Hallamos el punto de corte de esta recta con

AN+ h+40+1=0 = N=-1 — x:_%

Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a 7:

x==2/5+2A
)/:2/5—7»
z=-2/5+2\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con T

_2 (2 _ _2 -
2( 5+27\.> (5 7»>+2< 5+27\,>+1 0

_4 _2.9_4 -
5+47\, 5+7\, 5+47\,+1 0

M-1=0 —>x=%

_ 8 13 8
Elpuntoes( 45" 45’ 45>.



Unidad 6. Problemas métricos ANANANSAC HILLERATO)

Matematicas |l

44 Dados los puntos A(-1, 3,-1), B(-3,1,-7) y C(0,5,1):
a) Prueba que son los vértices de un tridngulo.
b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccién sobre AC.

a) Es suficiente probar que no estdn alineados:
E = (_3’ 13 _7) - (_1) 33 _1) = (_2) _2a _6)
AC =(0,5,1) = (-1,3,-1) = (1,2,2)

% # % — Los puntos no estdn alineados, son vértices de un tridngulo.

b) El segmento que nos piden es la altura del tridngulo que forman.
Calculamos el drea del paralelogramo, AP’ que forman AB y R’), la dividimos entre la medida

de la base, | AC | v obtenemos la altura:
Ay |AB x AC | =(-2,-2,-6)x (1,2,2)| = [(8,2,2)| = 64+ 4+4=62
Medida de la base: |AC | = 1+4+4 =3

La longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccién sobre AC es:
6_‘5 - 2@ u
3
3x+2y+22=0

¥—2y+25-0 y otro sobre

45 Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta #: {
x-3_J -1 _%+5

2 -1 -2
a) Calcula el 4rea del cuadrado.

b) Si uno de los vértices del cuadrado es (0, 0, 0), ;cudl es el otro vértice situado sobre la recta 7?

s

3x+2)l+2z=() .
a) r: — x=-h y= <A z=A
X—2}/+2z:0 2
dj(—l,l,l> d,2,-1,-2)
r 2 ) s
P.(0,0,0) P, (3,1,-5)

I =-2 I - rlls

El lado del cuadrado es la distancia entre las rectas.

7,8 xd,| |3.1,-5)x(2,-1,-2)
e

_ |(_7)_4)_5)| _ \/49+16+25 :m u
[(2,-1,-2) V4+1+4

[ =dist (r, s) = dist (P,, 5) =

Area = 10 u?

b) Un punto genérico de 7 es:

1
A <—7», ?7», l)

2
dist (A, 0) = J10 — \/(_x)%(%x) +(V?=J10 - %7&:10 —

—m:%m,x:_%m

Hay dos posibles soluciones:

A(-gm,;mgm) yA'(gﬁ,-;ﬁ,-gm)
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46 Halla el punto del plano de ecuacién x — z = 3 que estd mds cerca del punto P (3, 1, 4), asi
como la distancia entre el punto P y el plano dado.

* Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

x=3+A
riqy=1
z=4-\

* El punto que buscamos es el punto de corte de 7 y el plano:
B+AMN-(4-2=3
3+h-4+A=3 - 2h=4 — A=2
El punto es P'(5, 1, 2).

* La distancia entre P y el plano es igual a la distancia entre P y P"

dist (P, P') = | PP | = |(2,0,-2)| = J4+4=48 =~2,83u

47 Se consideran los puntos P2(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1,3, 1):
a) Comprueba que no estdn alineados y halla el 4rea del tridngulo que determinan.

b) Si desde el punto V(1, 1,-1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P, Q y R, se obtiene
una pirdmide. Halla la altura de dicha pirdmide y su volumen.

PQ(-1,3,2)
a) —
PR(-1,2,2)

No tienen las coordenadas proporcionales, luego los puntos no estdn alineados.

PQ X PR =(2,0,1) = A, euisiocmmo = | PQ X PR | = J4+1=45

A 5 ~ 1,12 u?

TRIANGULO — P

b) La altura es la distancia de V' al plano determinado por P2, Q y R.
Un vector normal al plano es P—Q) x PR = (2,0, 1). La ecuacién del plano es:
26—=2)+ 1(z+ 1) =0

T2x+2-3=0
. 2-1-3] 2
Altura = dist (V, M) = ——— == qu
5 5
Volumen = %|Area base - altura| = %ﬁ L:% u’

2 5
48 Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo que A(1, 0, 0),
B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,06,3).
Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:
» Vértice D(dy, dy, d3):
BA=CD — (-1,-3,0) = (dy — 4, dy, ds — 5)
D(3,-3,5)
» Vértice F(fy, /o f5):
AE =BF — (6,6,3)=(A-2.-3.f)
F(8,9, 3)

A1, 0,0) B(2,3,0)



ANNNSAC HILLERA LD

Unidad 6. Problemas métricos
Matematicas |l

« Vértice G (g, g2, g3) v vértice H(hy, by, b3):
AE =CG — (6,6,3) = (g — 4, g, g3 - 5)
G(10, 6, 8)

AE =DH — (6,6,3) = (b =3, hy+ 3, h3—5)
H(9,3,8)
AB(1,3,0), AD(2,-3,5), AE(6,6,3)

1 3 0
[AB, AD, AE]=|2 -3 5| =33 — Volumen =33 u’
6 6 3
49 Dadas las rectas:
x—1 y+1 2_» x—y+z=2
r: = = s
1 2 1 3x—y-z=-4
determina su posicion relativa y el 4rea de uno de los cuadrados, dos de cuyos lados estdn sobre
ry s
* Escribimos la recta s en forma paramétrica:
TEEEEE L Gumandor —2y- 24 1+2x5 522 3
. —_ = —4 — — = 5 = —_ =
)z —d—3x umando: —2y x = y=1+2x; 2 x+y=3+x
x=A
st 1y=1+2A
z=3+A

* Estudiamos la posicidn relativa de las dos rectas:
d;(1,2,1); Q(,1,3)
Las rectas tienen la misma direccién; P e r, pero P ¢ s; luego las rectas 7 y s son paralelas.

* El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y s.
@)’ (1) _2) _1)

QP xd;=(1,-2,-1)x(1,2,1) = (0, -2, 4)

| , |PQ xd;| _ ](0,-2,4)|
_ P _ sl _ =
dist (1, 5) = dist (P, 5) |—’ [(1,2,1)]

d, |

Ji+16
) l4+ 41+ \/7 \/7

e El 4drea del cuadrado es:

2
Areac | /10) 10 2
rea ( 3) 3 u
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50 Halla la ecuacién de la proyeccién ortogonal 7’ de la recta r: % ; 1.7 = z E 2 sobre el

plano o:x-3y+2z+12=0.

La proyeccién ortogonal de 7 sobre ot es la recta interseccién del plano o con otro plano, T, per-
pendicular a o0 y que contiene a 7.

P(1,1,2); d,(2,1,2); n(1,-3,2)
d xn=0212x(1,-32)=(8,-2-7)
La ecuacién de T es:
8x—1)-2(y-1)-7(z-2)=0 = mW:8x—2y—72+8=0
La proyeccién ortogonal de » sobre o es:
x—3y+2z+12=0
T l8x—2y-7z+ 8=0

51 Considera las rectas 7 y s:

x= |
e x;3=%=ZII s3 y=_u
2=

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacién de la perpendicular co-
mina 7y s

Un punto genéricode 7 es R(3 +2A, A, 1 + )
Un punto genérico de s es S(W, -, —)

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:

RS (53-20+ 1, -A—, -1 —A—p)

Este vector debe ser perpendiculara » ya s:
RS-(2,1,1)=0 = —6A-7=0 — x:_%
RS -(1,-1,-1)=0 > -2+3u=0 - p-2
Los puntos que dan la minima distancia son:

2_7_1 2 _2 _2
R(3’ 6’ 6) yS(a’ 3’ 3)

La perpendicular comun es la recta que pasa por R y §:

2)
La recta es:
_2
Y73
y:—%+7\.
z:_%_x
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52 Los puntos P(0,1,0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un tridngulo, y el tercero, S, pertenece a
x=4

la recta 7: r La recta que contienea P ya § es perpendicular a la recta 7.
2=

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el 4rea del tridngulo PQS.
a)ﬁlg;eﬁ.izo Q-1,1,1)
(4, A=1,1)-(0,1,0)=A-1=0 — A=1 ”QLﬂﬂw"""T’
S(4,1,1) K ’

— —_— 27‘(0’ 13 0)
b) PS (4,0,1); PQ (-1,0,1)

PS x PQ =(4,0,1)x(-1,0,1) = (0,5, 0) Sé.A 1)
) PS x PQ
Area = %:% =2,5u?

53 Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1,-1) y tiene uno de sus lados en la recta:

x-2_)-1 2.1
1 1 0

a) Halla la ecuacién del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, m, que contienea C ya r: E:(l, 1,0); P(22,1,1) € r
L ca,1,-1)

o PC (-1,0,-2) /I &

Un vector normal al plano es:

r:

n=(1,1,0%(1,0,2) = (2,-2,-1)
La ecuaci6n del plano es:
2-1)-2(y-1)-1(z+1)=0 = 2x-2y—2-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del cuadrado.
. ca,1,-1
d, x PC =(1,1,0)x(-1,0,-2) = (-2,2, 1) ( '\)

|d, | = JT+1=42

; |P—Q)XH)| Vd+4+1 Y9 3 32

dist (C, r) = - = Y0 _IoNe
i T e a2

%:%ﬁ — lado del cuadrado = /= 342 =~ 4,24 u

54 En lafigura adjunta, calcula el ingulo que formala recta BC con la recta que
une B con el punto medio del lado AD. B

Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen:

A
Ast: A(1,0,0); B(1,1,1); C(0,1,0) D(1,0, 1); M(l,o, %)
BE(4,Q—U;&V<Q_L_ )
_|BC-BM| 12 1

~|BC||BM| {2-{5/4 {10

N —

0s Ol

~ 0,316 = o =71°33" 54"
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2y—2-1=0
55 Sealarecta 7: {3x+ V=
x+y -1=0

a) Determina la ecuacién de la recta s que corta perpendicularmente a 7 y pasa por (0, 2, 2), y
las coordenadas del punto P intersecciénde 7 y s.

b) Halla la ecuacién del plano © que contienea » ya s, yla delarecta ¢ perpendiculara w
por el punto P.

©) Si Q es cualquier punto de #, explica, sin hacer ningiin cilculo, qué relacién hay entre las
distanciasde Q a r, a s ya T.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

=\
3x+2y—2—-1=0 = z=3x+2y—-1=1+x x
1=0 - y=1 ry=1-h
X+ —-1= =1-x
J J z=1+A

Un punto genéricode 7 es R(A, 1 —=A, 1 + ).
AR ha de ser perpendicular a 7; es decir, AR - d. =0.

A -1-A-1+A)-(1,-1,1)=0

A+1+A—-1+A=0 = 3A=0 =2 A=0

RO, 1-A, 1+A) R(0,1,1)

La recta s pasa por A(0, 2,2) ypor R(0,1, 1).

x=0
R_A>(0,1,1) — siqy=1l+A
z=1+A

El punto de interseccién de 7 y s es P(0, 1, 1).
b) Ecuacién del plano m que contienea 7 ya s:
n=(1,-1,1)%(0,1,1) = (-2,-1,1); P(0,1,1) e ®
2x-0-1(py-1)+1(z-1)=0 - m:2x—y+2=0

Ecuacién de la recta ¢ perpendiculara ® por el punto P:

x==2A
tiyy=1-2A
z=1+A

o) Si Qe t — dist (Q, r) = dist (Q, 5) = dist (Q, Tt) = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de @Q al punto P, luego las tres son iguales entre si.

56 a) Halla la distancia del punto P(1, -1, 3) a la recta que pasa por los puntos Q(1,2,1) y
R(1,0,-1).

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R, de manera que el cua-
drildtero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogramo.

a) Si 7 es la recta que pasa por R y por Q, entonces:

dist (P, r) = Area _ [RP X RQ

Bse |RQ|
RP(O,-1,4)| — .
. RP x RQ =(-10,0,0)
RQ(0,2,2)

|(-10,0,0] _ 10 _10 _ N

dist (P, r) =
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b) Hay tres posibilidades: que P y Q no formen un lado del paralelogramo, que P y R no formen
un lado o que Q y R no formen un lado.

‘
:
LY
:
o

S3
*Si Py R no forman un lado del paralelogramo, obtenemos S, (x, , 2):
QP =RS; — (0,-3,2)=(x—1,5,2+1) = 8§(1,-3,1)
*Si Py Q no forman un lado del paralelogramo, obtenemos S,(a, &, ¢):
RP=QS, — (0,-1,4)=(a—1,b-2,c-1) = (1, 1,5)
*Si Q y R no forman un lado del paralelogramo, obtenemos S(ct, B, 7):
PQ =RS; — (0,3,-2)=(@—1,B,y+1) = S(1,3,-3)

57 Halla el plano de la familia mx + y + 2— (m + 1) = 0 que estd situado a distancia 1 del origen de
coordenadas.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:
[m-040+0—(m+1)] |m+1]|

«/m2+1+1 _«/m2+2_

|m + 1] = ym*+2 > m+1)2=m?+2 = m?>+1+2m=m?+2

dist = 1u

1
dm=1 — = =
m m

El plano es: %x+}l+z—%=0; esdecir: x+2y+2z-3=0

x=3z+3
a los ejes coordenados.

58 Halla la distancia de la recta 7: {
y=4z-1

Hallaremos el plano ™ que contiene a 7 y es paralelo a cada uno de los ejes de coordenadas.

x—-3z-3=0

r: 4z 4120 — x=3+3Ny=-1+4A, z=1A
4,3, 4,1)

"1Pr.3,-1,0)

* Eje OX:
EOX(I’O’O)} x;3 y; T 4z+1=0
- T =y-4z+l=

. . [0-0+1] 1

dist (OX, r) = dist (OX, ) = =

ist ( r) = dist ( ») VST Vit u
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« Eje OY:
EOY(O,I,O)} |3 7;1 z
e (3) : (1)=—x+32+3=0

04043

dist (OY, r) = dist (OY, m,) = | s |:% u

« Eje 0Z:
a)OZ(0,0,l)} x=3 y;I z .
Poy(0,0,00[ T g . 1: ¥y -15=0
dist (07, 7) = dist (07,7, = 10=0=151 15 5

6+9 5

59 a) Determina el valor de 4 y & para que los tres planos se corten en una misma recta.
x+ay+ z=0
x+y-2z=b
2x+y+ z=-2
b) Halla el simétrico del origen de coordenadas respecto de la recta comin a los tres planos da-

dos.

a) Para que los tres planos se corten en una recta, los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz
ampliada tienen que ser iguales a 2.

1 a4 1 1 a1 0
A=|1 1 =2|; A=[1 1 2 b
21 1 21 1 =2

Para que ran(A) =2, tiene que ser |A| = 0.

1 a2 1 1
1 1 =2 =3¢z+6=0%a=—2;‘1 1’:3;:0
-2 1 1

Para que ran(A') = 2, anadimos al menor anterior la cuarta columna y el menor obtenido también
tiene que ser igual a 0.

1 -2 0
1 1 b|=3b-6=0— b=2
-2 1 =2

b) Para a=-2 y b =2, elsistema es equivalente a:

x—2y+ z=0
2 W SN T W P
x+ y—2z=2 3 3

Calculamos el plano perpendicular a » que pasa por O.
Tx+y+2z=0

El punto de interseccién M =r N 1 es el punto medio entre O y su simétrico O'(a, b, ¢) respecto
de la recta.
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60 Los puntos A(0,0,0) y B(1,1,1) son dos de los vértices de un tridngulo, cuyo tercer vértice,

=2
C, estd contenido en 7: {: _ 1_)’. Si el 4rea del tridngulo es 12/2, ;cuiles pueden ser las coorde-
nadas de C?
AB=(1,1,1-(0,0,00=(1,1,1)
x—2y=0
r: - x=2My=Az=1
z=1
El punto C(2A, A, 1)
AC 20, 1)
La expresion |AB>2<—AC| nos da el drea del tridngulo que forman los tres puntos.
|AB x AC| _|(LL,DXQALALD| 0= 2A-1,-0  J1-1)2+Qh—-1)%+(D)>
2 - 2 - 2 - 2
2
A —Ghe2 V2 02 6he2 -2 > h=1,h=0

Los puntos son C(2,1,1) y C'(0,0, 1).

61 Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) que equidistan de los puntos A(1,-1,0) y
B (2, 3, —4). Comprueba que obtienes un plano perpendicular a AB y que pasa por el punto
medio de AB.

Si P(x, y, 2) esun punto del lugar geométrico:
dist (P, A) = dist (P, B) = Jx=1)2+(p+ D)2 +22={(x =22 +(+3) 2 + (2 + 4)?

)(Z—2x+l+/+2y+1+,zl=xz—4x+4+/—6y+9+,zz+8z+16

T: 2x + 8y —82—27 =0 — Ecuacién de un plano.

* Veamos que T es perpendiculara AB :
AB = (1,4,-4)
Vector normal al plano — n (2,8,-8)// AB
Luego AB L.

* Comprobamos que T pasa por el punto medio de AB:

(1+2 -1+3 0-4)\ (3, _
M_< 2 S 2 b 2 )_(2’1) 2)

2-(%>+8-1—8-(—2)—27=0 — Men

El plano m es el plano mediador del segmento AB.

62 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos 0: 3x+y—-2z2+1=0y
B: x—3y+2z-3=0.
Si P(x, 5, 2) esun punto del lugar geométrico:

|3x+y—2z+1| |x—3y+2z-3|

V9+1+4 v1+9+4
[3x+y—2z+1]=|x-3y+2z-3| =

Son los planos bisectores del diedro que determinan o y B.

dist (P, o) = dist (P, B) —

3x+y—2z+1=x-3y+22-3 = 2x+4y—4z+4=0 = x+2y—-2z+2=0
3x+y—-2z+1=-x+3y-22+3 = 4x-2y-2=0 - 2x—y-1=0
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63 Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano x =y que distan 1 del
plano 2x -y +2z=2.

Si P esun punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, y, z). La distancia de P al plano
dado ha de ser igual a 1, es decir:

|2x —x+2z-2| |x+2z-2|
= =1 = |x+2z-2|=3
Jh+1+4 3 | | <

Son dos rectas:

x+2z-2=3 > x+2z-5=0

X+2z2—-2=-3 = x+2z+1=0

x+2z-5=0 x+2z+1=0
S ; S p
64 a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de ecuaciones:
o:3x—4y+5=0 B:2x—2y+2+9=0
b) ;:Qué puntos del eje Y equidistan de ambos planos?
a) Si P(x, 5, z) esuno de los puntos del lugar geométrico, entonces:
|3x — 4y + 5| ) |2x -2y +z+9| . |3x — 4y +5| ) [2x -2y + 2z +9]
{9+16 Vh+4+1 5 3

3[3x—4y+5|=5]2x—2y+z+9]

<9x—12y+15=10x—10y+5z+45 — x+2y+52+30=0
9x — 12y +15=—-10x +10y — 52 — 45 — 19x — 22y + 5z +60 =0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.

b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno de los planos ha

de ser la misma, es decir:
|4y +5| _ |2y +9] N | -4y +5| _ |2y +9|
V9+16  Vd+4+1 5 3
—12y+15=-10y+45 — -2y=30 — y=-15
3|_4y+5|:5|_2y+9|<—12y+15=10y—45 - 22y=-60 > y=3

Hay dos puntos:

Q,(0,-15,0) y Q, (o, ?‘fo)

65 Calcula el conjunto de puntos de IR3 que estdn ala misma distanciade P(-1,2,5) y Q(-3,4, 1).
:A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?
Si A(x, y, z) esun punto del conjunto, su distanciaa P ya Q ha de ser la misma, es decir:
dist (A, P) = dist (A, Q) —
- «/(x—+ 1)2+(y—2)2+(z—5)2=\/(x+3)2+(y—4)2+(z—1)2 -
- )(Z+2x+1+/Z—4y+4+zl—10z+25=;(z+6x+9+/—8)/+16+,zl—2z+1 -
— —4x+4y-8z+4=0 > mx—y+2z-1=0

Es el plano mediador del segmento que une P y Q.

La distancia de P a dicho plano serd igual a la mitad de la distancia entre P y Q:

dist (P, Q) = |PQ|=|(-2,2,-4)| =4+ 4+16=24=2/6 —

— dist (P, ) = 22—ng«@ ~2,45u
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66 a) Halla la ecuacién del plano tangente a la esfera x + y? + 22 —2x— 4y + 4 = 0 en el punto
pP1,2,1).

b) ;Cual es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?
a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esferaes C(1, 2, 0).
El plano que buscamos pasa por P y es perpendicular al vector CP (0, 0, 1).
Su ecuacién es:
0-(x=1)+0-(y—2)+1-(2=1)=0, esdecir: 2—1=0
b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera.

Sillamamos P'(x, 5, z) al punto que buscamos, C es el punto medio del segmento PP, es decir:

lex 2%) 14z )
> > = 1,2, P 1,2,—1
( tx 22) 1t ) (1,2,0) = P'(1,2,-1)

6'7 Halla la ecuacién de la esfera tangente a los planos x—2z-8=0 y 2x— 2+ 5 =0 y cuyo centro

pertenece a la recta:
x=-2
r: y= 0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, z) (pues pertenece a la recta 7).

La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademds, esta distancia es el radio de la
esfera:

|-2-2z-8|] |-4-2z+5| N |2z —10] |-z +1]
J1+4 - J4 +1 «/§ - ﬁ
2z-10=—2+1 - z=-11 - C,(-2,0,-11)
=|—z+l|< !
2x-10=2-1 - -32=9 = z=-3 — (,(-2,0,-3)

— | -2z -10]=

Hay dos soluciones:

e C,(=2,0,-11) — Radio = 12
1 5

Ecuacién: (x + 2)? +y2 +(z+11)2 = %
- 4
e (,(-2,0,-3) — Radio = =+
’ 55
Ecuacién: (x+2)%+y2+ (z+3)% = 1?6

68 Laesfera (x—3)2+ (y+ 2)2 + (z—1)? = 25 corta al plano 2x - 2y + 2—2 =0 en una circunfe-
rencia.

Halla su centro y su radio.
* Obtengamos el centro de la circunferencia:
— El centro de la esfera es P(3, -2, 1).

— La recta que pasa por P y es perpendicular al plano es:

x=3+2\
y:—2—27\,
z=1+A

— El punto de corte de esta recta con el plano dado es el centro de la circunferencia:
2B3+20) -2(-2-2M0)+(1+2)-2=0
6+4h+4+40h+1+A-2=0 > 9A+9=0 > A=-1
Q(1,0,0)
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¢ Calculamos el radio de la circunferencia:
La distancia entre los centros Py Q es:
d=|QP|=](2,-2,1)|={4+4+1=3
El radio de la esferaes R=5.

Luego el radio de la circunferencia es:

r=AR*—d*=J25-9=-J16=4

69 a) Halla la ecuacién de la esfera que pasa por los puntos A(4,1,-3) y B(3,2,1) y que tiene su
x-8 V-3 z4+4
centro en la recta > 1 T g

b) ;Cual es la ecuacién del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

x=8+2\
y=3+A
z=—4-LA

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 2A, 3 + A, —4 — ).

La distancia de C alos puntos A y B ha de ser la misma. Ademds, esta distancia es el radio de la
esfera:

dist (A, C) = dist (B, C) — |AC|=|BC|

[N+ 4, A+ 2, -A=1)|=|Q@A+5, L+ 1,-A—-5)]

oA+ 42+ A +2) 2+ (=12 ={@L+5) 2+ A+ 1)+ (-A—5)2

A7 1164160+ XF + 4+ 40+ )7 + 1420 = 47 4254200+ }Z +1+ 20+ X7 + 25+ 104
-10A=30 - A=-3 — C(2,0,-1)

|AC|=| BC|= 3 = radio de la esfera

La ecuacién es:
(x—=2)2+92+(z+1)2=9, obien: x2+y?+ 2> —4x+2z-4=0
b) Un vector normal al plano es CB - (1, 2,2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacidn es:
1-(x=3)+2-(y—-2)+2-(2-1)=0
x=3+2y-4+22-2=0
x+2y+22-9=0

70 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2, 0, 0) y (-2, 0, 0) sea igual
a6.

Si P(x, 5, 2z) esun punto del lugar geométrico:
\/(x—2)2+y2+zz+«/(x+2)2+)/2+z2=6
\/(x—2)2+y2+z2:6—\/(x+2)2+y2+z2

xz—4x+4+)/2+z2:36+xz+4x+4+yz+z2—12\/(3c+2)2+)/2+z2

12\/(x+2)2+)/2+z2=8x+36 - 3\/(x+2)2+y2+zz=2x+9

9[x2+4x+4+)/2+zz]:4x2+36x+81 - 9x2+36x+36+9y2+9z2:4x2+36x+81
2 42 2
5x2+9y2+9zz=45 - %+%+%=1

Es un elipsoide.
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71 Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de (0, 0, 3) y del plano z=-3.
Sea P(x, y, z) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:
dist = (P, (0, 0, 3)) = dist (P, {z = -3})
~ |z + 3| ~

«/x2+y2+(z—3)2— i |z + 3|

Por tanto:
xz+)/2+(z—3)2=(z+3)2
x2+y2+,zz—6z+ﬂ:,zz+6z+ﬂ
x* eyt —122=0

Se trata de un paraboloide.

72 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a (0, 5, 0) y (0, -5, 0) sea
igual a 4.

Si P(x, 5, z) esun punto del lugar geométrico:

|«/x2+(y—5)2+zz—«/x2+(y+5)2+z2|=4

\/x2+y2—10y+25+z2—«/x2+y2+10y+25+z2=14

«/xz+)/2—10}/+25+z2=i4+«/xz+y2+10}/+25+z2

x2+)/2—10)/+25+z2:16+xz+}/2+10}/+25+zziS\/xz+y2+10}/+25+z2

i8«/x2+y2+10y+25+z2=20y+16

i2\/x2+)/2+10y+25+z2:5y+4
4(x2+)/2+10y+25+zz)=25y2+40y+16
4x? + 4y* + 40y +100 + 427 = 25y% + 40y + 16

4x2—21y2+4zz=—84
X2 )’2 2 1

2174 T 21
Es un hiperboloide.

73 ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos (2, 3, 4) y

(2,3, —4) es igual a 8?

J6-22+(-3) 2+ -4 +(x-22+(+3) 2 +(z-4)>=8
=22 4(=3)2+ (z=%)7 =64+ (x=2)2 +(y+3) 2+ (z=4)° —

—16\/(96—2)2+()/+3)2+(z—4)2

16{(x—2)2+(y+3)> +(z—4)> = 64 +12y

46—+ (y+3) % +(z-4)2=16+3y
16(x* —4x + 4+ y* + 6y +9 + 2° — 82 +16) = 256 + 96y + 9y

16x% + 7y* +162% — 64x — 1282 + 208 =0

Se trata de un elipsoide.
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74 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y y del punto (0, -2, 1).

dist (P, ) = |"éy |

dist (P, Q) = {x*+(y+2)2 4 (z—1)°

2
(lx‘/_zﬂ) :x2+)/2+4y+4+z2—2z+1

x2+y2—2xy:2x2+2}/2+8)/+8+222—4z+2
x2+y2+222+2xy+8y—4z+10=0

Se trata de un paraboloide.

Cuestiones tedricas

75 ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
a) La ecuacién ax + by + cz + d = 0 representa un plano:
I) Si a=0y b=0 elplano es perpendicular al plano XY.
II) Si 6=0 y c=0 el plano es paralelo al plano YZ.
IINSi a=0 y c=0 el plano es perpendicular al eje Y.
b)Si P e r hay infinitas rectas perpendiculares a » que pasan por P.
¢) No es posible calcular la distancia entre el plano x+y—2z-5=0 ylarecta x=y=z.
d) El punto P’'(2, 6,-3) es el simétrico de P(-1, 3, 3) respecto del plano x + y—2z-5=0.
e) No es posible hallar el punto de corte de las rectas

x-1_2-1_25-3  x-3_2y+3 4

2 -6 6 T2 2 4

r:

x=1+t+s
f) La distancia entre los planos 0:x+y—z=1y B: {y=1—-¢ esiguala {3 u.

z2=2 +s
g) El plano 2x + y + 2= 2 determina con los ejes de coordenadas un tridngulo de drea y6 u?.

h)Si A(x;, y;> 3;) es un punto que estd contenido en el plano 7: ax + by + cz +d =0 y
B(x5, y5, 3,) es un punto tal que AB . (a, b, ¢) =0, entonces B e T.

a) I) Falso, pues el plano es perpendicular a (0, 0, 1), que es la direccién del eje OZ, y es paralelo al
plano XY, no perpendicular.

II) Verdadero, pues el plano es perpendicular a (1, 0, 0), que es la direccién del eje OX, y es pa-
ralelo al plano YZ.

I1I) Verdadero, pues el plano es perpendicular a (0, 1, 0), que es la direccién del eje OY.
b) Verdadero, todas las rectas del plano ® perpendiculara r» que pasan por P verifican la condicién.
¢) Falso, siempre es posible calcular la distancia entre un plano y una recta.

En este caso, como n—,: . E; =(1,1,-2)-(1,1,1) =0 y el punto (0, 0, 0) de la recta no estd en
el plano, »// m.

La distancia dist (r, M) es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.

|-5] 5
_E@u

dl.ﬂ‘ (O, TE) = ﬁ
+1+
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d) PP =(2,6,-3) - (-1,3,3)=(3,3,-6)=3(1,1,2) > PP L=

El punto medio es M = (2_1, 6+3,_3+3):<1 9 0)

227 2 2’2
Sustituimos las coordenadas de M en m:
% + % -5=0 > Menmn
Luego el segmento PP’ es perpendiculara 7 y lo corta en su punto medio. La afirmacién es ver-
dadera.
a;(2) _3) 3) a:(_z’114)

e) r: 13) s ( -3 )
Py(l)zyz ])_; 3)7’0

2 -3 3
-2 1 4 | =420 — Verdadero, las rectas se cruzan.
2 =2 =32

f) n_[; =(1,-1,0)x(1,0,1) =—(1,1,-1) = —n_(; — Los planos son paralelos.

x-1 y-1 z-2
B:] 1 -1 0 |=0 > Biz—y-x=0

1 0 1
dist (o, B) = |dist (O, o) — dist (O, - |L_o|-L
it (0, B) = | dist (O, ) — dist (O, B) ‘B ’B“
Falso, la distancia es % u.

g9 A=0XNn=(1,0,0)
B=0YNn=(0,20)
C=0ZNn=(0,0,2)
AB (-1,2,0); AC (-1,0,2)

|AB x AC| [(-1,2,0)x(-1,0,2)] |(4,2,2)] Ji6+4+4 2
2 2 e

Area =

Verdadero.
h) Verdadero, porque AB L n,.

Si A€ m, todo vector con origen en A y perpendicular al vector normal al plano tiene su extremo
en T, luego Be .

X—x%1_J~hNh _R-%&

76 Justifica que la distancia del punto A (x5, y,, 2,) alarecta 7: A
c

€s:

dist(4,r) = | (x2 — %15 ¥2— ¥15 22 — 21) X (@, b, ©)|

Ja? + b% + 2

Llamamos P(x, 1, 21) y d(a,b,c). P esunpuntodelarectay d
un vector direccién de esta.

La distancia de 4 ala recta 7 es igual a la altura del paralelogramo

determinado por PA y d, es decir:

Area paralelogramo ~ |PA xd| ey =%y y2 = y1o 20— 21) X (@, b, 0)|

Base |H| /42+é2+c2

dist (A, r) =
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7'7 Sean r la recta determinada por el punto A y el vector director d, y s la recta determinada
por By d,. Sisuponemos que 7 y s se cruzan:
AB,d,,d,
a) Justifica la igualdad dist(r, s) = M
|d, xd|
b) Justifica que la perpedicular comtn a 7 ya s se puede obtener asi:

det (AX,d,,d, xd,)=0
det (BX,d,d, xd,)=0

a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

AB . g; y E: _ _ Volumen [48,d,,d]

Area de la base |dT, X ES|

b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direcciéon d, X d,. Estarecta, p, esla
interseccién de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s y al vector E: X E:; es decir:
o: det (AX,d,d. xd,) =0, donde X=(x, 5, 2)
B: Plano que contiene a 7 yal vector d, x d.; es decir:
B: det (BX,d,d.xd.)=0
det (AX,d,d. xd,)=0

Por tanto, p: e
Ortante: 2 s (BY, d, dox d)=0

78 Comprueba que los puntos A(A, 2,1), B(2,-A,0) y C(A, 0, A +2) forman un tridngulo isds-
celes.

dist (A, B) = J2 = N2+ (h=2)2+ (N2 =302 +8
dist (A, C) = { =N 2+ (2)2+A+2-02=242
dist (B, C) = Y= 2) 2+ (-MN)2+ (L +2)2 =302 +8

Los lados AB y BC miden lo mismo, luego el tridngulo es isésceles.
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Para profundizar

79 Los puntos P(1,-1,1) y Q(3,-3, 3) son dos vértices opuestos de un cuadrado. Sabemos que
dicho cuadrado estd contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacién x +y = 0.

a) Halla los vértices restantes.

b) Calcula el perimetro del cuadrado.

a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz del segmento

N
<
.
.

N

[) .
. S
7
.. .
.
.

La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direccion el vector o
normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). X
Pasa por el punto medio del segmento PQ; es decir, por M(2, -2, 2). P <
Luego la ecuacién de la mediatriz es: )
x=2+A
riyy=—2+A
z=2

Un punto de 7 esdelaforma R(2 + A, -2+ A, 2).
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Buscamos R tal que PR . @): 0 (esdecir PR L @3)):

ﬁ(1+ A=1+A,1)
QR(-1+ A1+ A, —1)

A _ﬁ:_g

2
4446 _45@2) , 5(4‘2@‘42‘@,2)

2 >

ﬁ’.@e’=x2—1+x2—1-1=2k2—3=0<

Los vértices son: R (

La longitud de la diagonal es:
d=|PQ|=|(2,-2,2)|=y12
d*=1+1*? - d*°=2/> - 12=2/> - [= {6

El perimetro serd: P = 46 u

80 Considera las rectas 7, s y ¢ siguientes:

x=-2 x= w x = Y
riiy= A siyy= -u tryy=-1-7y
z= A z=-2-2U z= Y

Halla un punto P que esté en larecta ¢ y tal que el plano que determina con la recta s contenga
alarecta 7.

Pet—> P=0-1-v7v

d,(0,1,1)
" 1P.(-2,0,0)

d(1,-1,-2)
* ])5(03 09 _2)

PP (y,-1-77y+2)

T: plano que contienea P ya s

X oy z+2
|l -1 2 |=0 > m@+3x+2+3))y+2+2=0
Y -l=v v+2

Calculamos el valor de y para que P, € m:
Pem— (4+37)-(-2)+2=0 > -8-6y+2=0 — y=-1
La condicién para que » C T es que E: L n_; - E: . n_; =0.
ng=Gr2pp-9=(1,-1,1)
d -n,=(0,1,1-(1,-1,1)=0
Luego rc .
El punto pedido es P(-1, 0, -1).
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81 Halla las intersecciones de la superficie % . J’Z . %2 _1 con los tres planos coordenados.
:Qué figura obtienes? ;Cémo se llama la superficie dada?
2 2
§§F%+%f1
Con x=0: y—6 %2 =1 — Elipse de semiejes 4 y 3.
Con y=0: x_; %2 =1 — Elipse de semiejes 5y 3.
2L , iy
Con z=0: 2—5 - =1 — Elipse de semiejes 5 y 4.
Es un elipsoide.

82

83

Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide siguiente:
2x?+3)* + 22 -8x+6y—42-3=0
2x2 +3y2 + 22— 8x+ 6y —42-3=0
2(x? — 4x + 4) +3(y2+2y+ D+ (z2—4z+4)=3+8+3+4
2(x—2)% + 3(y + 12+ (z-2)%=18
k-7 0+ (z-2)°

=1
9 6 18
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, 46 y {18 = 342
2 yz
Halla las intersecciones de la superficie % T ﬁ =1 con los planos coordenados, y descri-

be qué tipo de curvas obtienes. ;Cémo se llama la superficie dada?

202
9 4 16
2 2
Con x=0 yz - T—G =1 — Hipérbola, semieje real 2.
2 2
Con y=0 % + T—G =1 — Hipérbola, semieje real 3.
2

2
Con z=0: x—+%=1 — Elipse de semiejes 3y 2.

Es un hiperboloide.




Unidad 6. Problemas métricos ANANANSAC HILLERATO)

Matematicas |l

84 Haz de planos

T:2x+3y—2—-4=0
O: x—2y+z+1=0
El conjunto de todos los planos que contienen a r se llama HAZ DE PLANOS de arista 7, y su
expresién analitica es:

La recta 7: es la interseccion de los planos 1 y ©.

aRx+3y-2-4) +b(x-2y+z+1)=0

/[
I M
I
r
I 4\
T

Para cada par de valoresde 2 y b (salvo para a=0 y b =0), se obtiene la ecuacién de un plano
del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

_2
b) ;Para qué valor de % uno de los planos del haz es perpendicular a la recta #: % = Y=L _z,

3 5 k

:Cudl es ese plano?
) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.

d) Escribe la expresién del haz de planos cuya arista es la recta s:

x-5 =J""1 _%-3
3 -2 1 -

e) ;Cudl de los planos de este haz dista més del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a+ 6=0 — b= 4a. Luego:
ax+3y—z—4) +4a(x—2y+z+ 1) =0; esdecir:
2x+3y—z—4+4(x-2y+2+1)=0
2x+3y—z-4+4x—8y+4z+4=0
6x—5y+3z=0

b) Un plano del haz es:
Qa+b)x+ Ba-2b)y+ (—a+b)z+(-4a+b)=0

Un vector normal al plano es:

n(2a+b,3a~2b,~a+b)

Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el vector direccién de la
recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas deben ser proporcionales:

2a+b _ 34—2/7=—¢z+b
3 5 k

102+56=92—-6b | 4+116=0 — a=-11b
Qka+kb=-3a+3b| Qk+3)a+(k-3)b=0

~11Q2k+3)+(k=3)=0 = -22k-33+k-3=0

. _ _ =36 -12 =12
21k 36_O—>/e_—21 == —>/e_—7

El plano del haz es:
-1162x+3y—2-4) + b(x—-2y+2+1)=0
~112x+3y—2-4) + (x—=2y+2z+1)=0
—22x-33y+ 1lz+44+x—2y+2+1=0
21x-35y+122+45=0
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Otra resolucién:

Sila recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a todas las rectas contenidas
en ese plano, y, en concreto, a la recta 7, arista del haz.

=(2: 3;_1)X(1)_2; 1)=(1’_3> _7)
:(335)k)
d.d =0 (1,-3,-7)-3,5 k) =3-15-7k=0 — k= #

Vector direccién de »: d
d'

Vector direccién de ¢:

A partir de aqui, obtendriamos la relacién entre 2 y &, y el plano del haz como en el caso anterior.

¢) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la recta 7. Por ejemplo:
(1,0,-2)y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

_ 1
X5 T x4 10=3y+3 o> 2x-3y+7=0

3 -2

x=5 _ z-3 _ _
3 =1 — x—-5=32-9 = x-32z+4=0
2x+3y-7=0

s
x—3z+4=0

La expresién del haz de planos cuya arista es s es:
ax+3y—7)+b(x—3z+4)=0

e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a OO’ , siendo
0(0,0,0) y O’ la proyeccién de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:
0(0, 0, 0)
L ]

Un punto genérico de la recta s es:

PGB +3A-1-2A3+A)

Un vector direccién de s es E; (3, -2, 1).

Elvector OP ha de ser perpendiculara d.:

OP +d. =0 = 3(5+30)-2(-1-20)+ 3+1) =0

15+9M+2+4h+3+A=0 — 141+20=0 — M%:#

Luego:

(5 13 11}, 007 (2. 13 11). [y
0] <7, 5 ), y el vector normal al plano es OO (7, 75 ), o bien (5, 13, 11).

El plano sera:

5<x—%>+13(y—%)+11<z—%)=0 — Sx+13y+112—-45=0
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Autoevaluacidén

Pagina 199
1 a) Calculala distancia del punto 4 (1,0, 0) al plano que pasa por P(1,-1,-2) yes paralelo al plano
T:x+2y+32+6=0.
b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano T.
¢©) ;Qué dngulo forma la recta que pasa por A y P con 2
A Mix+2y+3z+k=0
Perm' -5 1-2-6+k=0 > k=7 > m:ix+2y+32+7=0

din(A,n'):%zgﬁﬁu

b) A'(x, y, 2): simétrico de A respecto de .
r: recta perpendicular a T que pasa por A.
x=1+A
ri 9y =2\
z =3\
M=rNm — (1+A)+2QN) +308A) +6=0 > A=—

143
(L2

A'(x, y, 2): simétrico de A respecto de M.

1
2

1 4.3 =(x+1l£> _ I S '~ (0. 2. —
(2, 1, 2) 3 — x=0, y=-2, 2=-3 = A'=(0,-2,-3)

)
o AP =(1,-1,-2) - (1,0,0) = (0, -1, -2)
d(0,-1,-2)
sen (5, 70) = |(0,_1’«/_§2«)/%1,2’3)| = «/% 2 = Gm)=ar sen%ﬁ

2 a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de P(5,1,3) y Q(3,7,-1).

b) Comprueba que el plano que obtienes, T, es perpendicular al segmento PQ en su punto me-

dio.

) El plano 7 corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Calcula el 4rea del tridngulo
ABC.

d) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y O (origen de coordenadas).
a) A(x, y, z): punto genérico.

dist (A, P) = dist (4, Q)
V=524 (-1 4 -3)2={(x-3)2+ (-7 +(z+ 1)’
X —10x+ 92 =2y + 25 —62+35=x —6x + y* — 14y + 2% + 22 + 59

X —10x+ 92 =2y + 25— 62+35=(x* —6x + 3> — 14y + 5% + 22+ 59) = 0
—4x+12y-82-24=0
Es un plano:

T:—x+3y—22—-6=0
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b) n, (-1, 3,-2)
PQ =(3,7,-1)=(51,3) = (-2,6,-4) =2(-1,3,-2) = PQ // n, — nl PQ
M- (% % %) - (4,4, 1)
Sustituimos las coordenadas de M en
-4+12-2-6=0 > Me =
Luego T es perpendicular al segmento y pasa por su punto medio.

C) A(_Ga 0) 0)5 B(O) 2) 0)! C(O) 0: _3)

AB (6,2, 0)
R’ (6’ Oa _3)

Area = %|(6,2,0)X(6,0,—3)|=%|(—6,18,—12)|:g|(—1,3,—2)|:3«/1+9+4:3 14 u?

d) OA4 (-6,0,0), OB (0,2,0), OC (0,0, -3)

60 0
V=%O 2 0|=6u3
0 0 -3

3 Determina el punto simétrico del punto 4(-3, 1, 6) respecto de la recta » de ecuacién:

+3

s-1=25m 20
Buscamos un punto M de la recta de manera que el vector AM sea perpendicular al vector direccién
de 7.
Un punto de 7 esdelaforma (1, -3, -1) + A(1,2,2) = (1 + A, =3 + 2A, -1 + 2A).

AM (4 + N —4 + 20, =7 + 20
El vector direccién de la recta es (1, 2, 2).

AM +d, =4+X—8+4h—14+4h=-18+9L=0 — A =2
El punto M es (3, 1, 3).
Buscamos un punto A'(ct, B, y) simétrico de A respecto de M:

A'=M+ AM =(3,1,3) +(6,0,-3) = (9, 1, 0)

4 Considera la recta y el plano siguientes:

,x—l_J’—z_z—.’) . 6=
e T:3x+4y—-6=0
a) Comprueba que son paralelos y calcula dist (r, 7).
b) Halla las ecuaciones de dos rectas distintas que estén contenidas en T y que sean paralelasa r

y calcula la distancia entre ellas.

d.(-4,3,1)
Y P1,2,3)

T:3x+4y-6=0
d, (-4,3,1), n,(3,4,0)

d +n.=0—->d Ln, > rlin

r

3+8-6
5

dist (r, ™) = dist (P, ™) = ‘ ‘ =1u
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b) Tomamos dos puntos de 7 distintos, P y P

d=d,= (431

P2,0,1)
d=d =(-4,3,1)
t:

r2,0,2)

, . |PP" xd.| (0,0,1)x(~4,3,1)] |(=3,-4,0) 5

dist (s, t) = dist (P, t) = - = =

Wl n=die (B = 2 16:9+1 N T

x=34+2\
2x—y+ z+4=0

5 Dadas las rectas 7: {y=5- A y s:{ 43z -0

z=4+ A
a) Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmentea r ya s.

b) Calcula la distancia entre 7 y s.
) &2~ 1) d=2,-1,1)%(1,0,3) = (3,5, 1)
Por tanto, si llamamos ¢ a la recta que buscamos:

d,=(@2,-1,1)X(-3,-5,1) = (4,5, -13)

Plano o que contienea 7 ya 7r:

P(3:5’4) x—3 2 4
d@2,-1,1) \ = o:ly-5 -1 -5|=0 - o:3x+5y-2-30=0
E:(4,_5)_13) z—4 1 =13

Plano B que contienea # ya s:
Hallamos primero un punto de s haciendo x =0 en las ecuaciones de s:
—y+z+4=0 z2=0
3220 }_){y=4 — Q(0,4,0)
Por tanto:
g(o» 4,0) x -3 4
d,(-3,-5,1) — B:ily-4 -5 -5(=0 > B:2x—y+2z+4=0
3(4’ -5,-13) z 1 -13
La recta 7 es:
3x+5y—2-30=0
’ {2x—y+z+4:0
b) Expresamos la recta s en ecuaciones paramétricas para que sea ficil tomar un punto, P, y un vector

director, d,, de dicha recta. Hacemos z = A y despejamos:

x=-=3\
stdy=4-5\ P0,4,00es  d (-3,-51)
z=\

Q y d, son, respectivamente, un punto y un vector director de la recta 7:

Q(ay 57 4) € rs a:(29 _15 1)
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Hallamos el vector ﬁ (3,1, 4)

dlft (V’ S) = M—,PQ”

d, xd,

2 -1 1
[d,d,PQ]=|-3 -5 1|=-45

3 1 4

|d, x d,|=|-4,5,13] = y4%+5% +13% = 210

. _ =451~ 45 34210
dist (r, s) = B0 o 14 u

6 a) Halla el centro y el radio de esta esfera:
S:x?+y? 422 4x+22-20=0
b) Calcula el radio de la circunferencia que determina el plano 3x—4z+5 =0 al cortara S.
a) Completamos cuadrados en la ecuacién de la esfera:
(k=22 +y2+(z+1)2 =52
Por tanto, el radio es 5, y el centro, C(2,0,-1).

b) Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano m: 3x— 4z + 5 = 0:
3-2-4(D+5 15

3% + 47 5
Por Pitagoras:
r=45*-3* = 4u

dist (C, Tt) = | 3 u

3
4




