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1 Determina todos los vectores de médulo 2 que son ortogonales a los vectores u(l, -1, -1) y
v(-1,2,1).

Los vectores perpendiculares a los dos vectores a la vez son proporcionales al producto vectorial de
ambos.

w=(1,-1,-1)x (1,2, 1) = (1,0, 1)
|w|=2
LOS vectores que buscamos son:

W, = 2%(1,0,1) y W, = —2%(1,0,1)

/2 /2

2 Dados los vectores ?1(2, 0, 0), \7(1, 0,-1) y ;(—2, 3,2), calcula:
a) El 4rea del paralelogramo determinado por v y w.
b) El 4ngulo que forman u y v.
¢) El volumen del paralelepipedo que forman u, v y w.

a) Area=|v X w|

—

vxw=(1,0-1)%x(=2,3,2)=(3,0,3) — Area= y9+9=3/2 u?

b)cos(ﬁ)= H'; - (2;();0)'(1:0,—1):@
luf|v] 242 2
(G,;) = arc cos <g>= % rad
2 0 0
QV=|1 0 -1|=6u3
-2 3 2

3 Dados los puntos P(3,2,0), Q(5,1,1) y R(2,0,-1):
a) Halla la recta que pasa por Py Q.
b) Halla el plano que contienea P, Q y R.
¢) Halla la distancia entre P y Q.

a) PQ =(2,-1,1)

x=3+2A
riyy=2- A
z = A

b) PR =(-1,-2,-1)
P—Q) X P—R) = (2>_1) 1) X (_1)_29 _1) = (3: 13_5)J-TE
m:3(x=3)+1(y-2)-5(-0)=0 = 3x+y—-5z-11=0

o dist (P, Q) = 422 +1%+1% =6 u
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4 Halla la ecuacién del plano perpendicular al segmento de extremos A4(0,-1,3) y B(2,-1,1) y
que pasa por el punto medio de dicho segmento.

27 2 72
Vector normal al plano: AB = 2,-1,1)-(0,-1,3) = (2,0,-2)

Punto medio: M = <0+2 —1-1 3+1> =(1,-1,2)

La ecuacién del plano buscado es: (x—1)-=2(z=2)=0 — m2x-2z+2=0

5 Calcula el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano 2x+y +22-2=0
con los ejes de coordenadas.

Puntos de corte:
P=nN OX=(1,0,0)
Q=nNOY=(0,2,0)
R=nN 0Z=(0,0,1)
PQ =(0,2,0)—(1,0,0)=(-1,2,0)
PR =(0,0,1)—(1,0,0) = (1,0, 1)
Amumm@b=%4ﬁ§xﬁﬁp%4pLzmx@Lanp%MLLap

1.5.3 2
2 V9 2

6 Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente al eje Z y pasa por el punto P(1, 2, 3).

El vector director de 7, el del eje Z y el que une P con un punto del eje Z deben ser coplanarios.

Q(0,0,1) P(1,2,3)

a b ¢
v, =(0,0, =0 > 2a-b=
2(001) 1 2 2/=0 20—b=0
001

—

Ademés, v, -d, =0 — (0,0,1)(2, 6,0 =0 — c=0
El vector director de » es de la forma (1, 2, 0).

Por tanto, (x, 3, 2) = (1,2, 3) + A1, 2, 0)

7 Considera las rectas siguientes:
2x —y =0 x +by =3
" ax —z =0 ¥ y +z =3
a) Determina los valoresde 220 y b= 0 paraque r y s sean paralelas.

b) ;Existen valoresde a =0 y b = 0 para que las rectas sean coincidentes?

d =(2,-1,0)%(2,0,1)=(1,2, 2) d;=(1,6,00%(0,1,1) = (b, -1,1)
"1P.=(0,0,0) " 1p-6,0,3)
12 @=2
Topd o 1_2 _a
I R po 1

b) 2.7 = (3,0,3)
3

Para que sean coincidentes, necesitamos PP, =kd, — 5= % N

1

Las coordenadas no son proporcionales para ningin valor de 4, luego no existen valoresde 2= 0 y
de 6 =0 para los cuales las rectas son coincidentes.
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x —y =1
8 Sean las rectas r.x—y—zys.{x 3z 21"
a) Comprueba que 7 y s se cruzan.

b) Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente a las rectas 7 y s.

d =(1,1,1) d,=(1,-1,00%(1,0,-3)=(3,3,1)
"1P.-(0,0,0) " 1r=1,0,0)

=—-2 20 — Las rectas se cruzan.

b) Vector perpendicular comdn: w=(1,1,1)%(3,3,1) = (-2, 2,0)

n: plano que contiene a 7 y a la direccién w:

X y z
|l 1 1|=0 = 2x—2y+42=0
-2 20
' plano que contiene a s ya la direccién w :
x-1 9y z
| 3 3 1/=0 > 2x-2y+122+2=0
-2 20

La recta pedida, 7 es:
2x-2y+ 4z =0
2x—-2y+12z+2=0

2x —4z =2 x=y+2=2z_1

y s

9 Considera las rectas 7:
x +y + z =1 2 a 4

a) Estudia su posicion relativa segtin los valores de a.

b) Calcula el 4ngulo que forman en el caso a = 2.

d=(2,0,-4)x(1,1,1)= (4,-6,2) =242
" p=1,0,0 a 11:(0,-2,%)
4 -6 2 )
a) ran 2 4 2]

Las rectas se cruzan o se cortan para cualquier valor de #, pero nunca serdn paralelas.

e
7-(12)

4 -6 2 4 -6 2

A={2 2 2| > 4|=]2 a 2 =4a+26=0—>a=—12—3
-1 =2 12 -1 =2 12

* Si ﬂi—ﬁ — ran (A) =3 — Las rectas se cruzan.

13

o Si a:—T — ran (A) =2 — Las rectas se cortan.
== g 4.4 (4,-6,2)-(2,2,2) ==
b) cos (7, s)=]|cos (0, v)|=| =L——|=—2— 22 -0 — (r,s)== rad

Las rectas son perpendiculares.



Bloque Il. Geometria VANANAASACHILLERATO

Matematicas |l

10 a) Halla las ecuaciones implicitas de la recta que pasa por A(0, 2, —4) y es paralela a 7:
S5— 3y+ 2z— 1 =0
x+ 3y— 22+ 4 =0°

b) Calcula la distancia del punto P(1,1,0) a 7.

a) Calculamos el vector director de 7, d, .

d, =(5,-3,2) % (1,3,-2) = (0, 12, 18)

Como son paralelas, di// d - d =(0,273)
x=0

Entonces, s: {y=2+2A
z=—4+3\

D U A
— X = 2,_)/ 37\' 6)z}\‘

5x—3y+2z—-1=0
b) r:
x+3y—2z2+4=0

PP xd.
dist(l’,;’)z"i_i“d’|

|d,|
di—(o,l,l)=l(o,2,3); p,:<_L,_Z,o>

) 2o L2 /143
(-3, 13 oy 2B
PP,-( > 6,0) — dist (P, r) = g =3 u
PP Xa::(_%’_l_g’ 0>X(0) 23 3):<_£:2, —2>

11 Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1, 0,-1), es paralelo a la recta

-2 =0
r: {x Y z <0 VS perpendicular al plano 0:2x—y+z+1=0.

(1,-2,0) % (0,0,1) = (=2,-1,0) // (2,1,0) = d.

Sea T el plano buscadoy n su vector normal. Entonces:
nllr = I, In
nlo= nl@-L1)

Por tanto, n = (2, 1,0)x (2,-1,1) = (1, -2, -4)

Ecuaciénde m: 1(x—1)-2(y—0)—4(z+1)=0 — x—2y—4z-5=0

12 Considera el plano m: x + y—2=0 yel punto P(1, 1,-1). Obtén:

a) El punto Q del plano 7 tal que la recta s determinada por P y Q sea perpendicular al
plano m.

b) Los puntos R dela recta s tales que la distancia de R a T sea el doble que la distancia de
P am.

a) s: recta perpendiculara © que pasa por P.
x=1+A
stiy=1+A
z=—1-1A
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Q debe ser la interseccién del plano T y la recta perpendicular a T que pasa por P:

Q=sNmn
IT+A)+Q+A)-(-1-A)=0 > A=-1
Q=1(0,0,0)

b) dist (P, n) = % — dist (R, n):%

A+ +(1+A)=(=1-N) ‘=6

dist (R, ) =

ist (R, 1) 3 3
3A+3 _ 6

EEE] 3L+3=6 — A=1
3L+3 __ 6 - 3L+3=—6 = A=-3

5B

Hay dos soluciones: R, = (2,2,-2), R, =(-2,-2,2)

13 Halla la ecuacién de la recta que estd contenida en el plano 0: x + y + z=3, es paralela al plano
B:x =0 y que pasa por el punto simétrico de P(-1, 1, 1) respecto de 3.

Sea M: BN 7 con LB que pasapor P.

x=—1+A
ryy=1
z=1

-1+A=0 > A=1 > M=(0,1,1)
P" simétrico de P respecto de B — M es punto mediode Py P.
P'=(x, 9, 2)

1
M:(x51>-y;: ,Zgl):(o,l,l)%l)':(l,l,l)

Los planos paralelosa B son: x+£=0

La recta s pedida tiene como ecuaciones implicitas:

X+y+2=3
5t
x+k=0
Para calcular 4 tenemos que tener en cuenta que P €s:

X+y+z=3
1+k=0 = k==1 — s:
x—1=0

14 Dadas las rectas:
x +y + 2z +m =0

c2x-1 _4_ .
" 1=y==y S.{?)x -4z +1 =0

calcula m para que estén en el mismo plano.

1 -1 1
sd, =(1,1,1) % (3,0, —4) = (-4, 7,-3)

Evidentemente, las rectas no son paralelas. Veamos como ha de ser 7 para que se corten.

pX=W2) _y=l s g o
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Conviene expresar cada una de las dos rectas como interseccién de dos planos. Obligamos a que los
cuatro planos tengan algin punto comun:

72x2_1=z—>2x— 2z=1 { X+y+ z=-—m
7 :
l-y=2 — y+ z=1 3% — 4z =-1
Para que el sistema tenga solucion, es necesario que el determinante de la matriz ampliada sea cero.
20 =2 1
01 1 1
=2m-8 2m—-8=0 & m=-4
11 1 -m
3 0 -4 -1

Si m =—4, las dos rectas se cortan. Por tanto, estdn en un mismo plano.

15 Dados la recta y el plano siguientes, halla la ecuacién de un plano paralelo a 3 que diste 3
unidades de la recta 7:

2% —5y -1 =0
r:{ . 452 +7 =0 B:x—3y-2+6=0
Los planos T paralelosa B son: x—3y—z+ k=0.
moor-iet Sh—7, y=—2h—-3, 2=\
" |x+5z+7=0 O

d =(-5,-2,1)
P =(7,-3,0)

(-5,-2,1)-(1,-3,-1)=0 — 7//B

. . |[-7+9+k| |2+F|
dist (r, ™) = dist (P, T) = =
ist (r, ) = dist ( ) i b

2+k

=3 > k=3y11-2

m m

2tk _ 3 4 p- 30112

J11

Hay dos soluciones:

Ty =x-3y—2z+3J/11 =2=0, Ty=x—3y—2-311 =2=0

=0
16 Halla un punto de la recta x = —y = z tal que su distanciaa 7: {x i _3 Sea igual a 1 uni-

dad. ==

x=\ .

dr=(1)l’0)x(0)011)=(11_1)0)

styy=-A = P=(,-AA) r: P.-(0.0.3)

z=) T
dl'st(])s’r)=m=l

||
PP =(-AA3—1)
PP.xd, = (A A3 —4) x(1,-1,0)=(3 - A, 3 A,0) %dist(Px,r):%z(S—k):l
| PP, x d; =23 -2

dist(P,7r)=1 = 3-A=1 > A=2

P=(\ MM =(2,-2,2)
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1'7 Calcula las ecuaciones de la recta 7’ sabiendo que es la proyeccién ortogonal de la recta:

x= A
riiy= —2+3\ sobre mix—y+2z+4=0.
z= 3

Larecta 7' es interseccién de dos planos: el T y un plano o que contienea 7 y es perpendiculara .

Un vector normal a o es perpendicular al vector direccién de 7 y al vector normal a 7.

Por tanto:
(1,3,0) % (1,-1,2) = (6, -2, —4) I/ 3,-1,-2) = n; n Lo
0,-2,3) € o ]

o:3x—0)—(y+2)—2(z-3)=0 = 3x—y—22+4=0

3x—y—-2z+4=0

x—y+2z+4=0 r
=7

18 Dada la esfera x2+ y2 + 22 —2x + 6y — 39 = 0, halla:

a) Su centro y su radio.

Larectaes r'=

b) La ecuacién correspondiente al plano tangente en el punto (1, -3, 7).
a) Centro: C(1,-3,0)
Radio: r=7
b) (1, -3, 7) spertenece a la superficie esférica?
1+9+49—-2-18-39 =0. Si pertenece, pues cumple la ecuacién.
(También podriamos haber comprobado que dist (P, C) = 7).
Elvector CP es perpendicular al plano tangente, T
cP (0,0,7)//(0,0,1), perpendiculara m.
Ecuacién del plano tangente a la esfera en el punto P es:

T:0(x—1)+0(p+3)+1(z-=7)=0 = z=7



