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Obtencién experimental de la probabilidad

Cuadriculamos un folio con cuadrados de 3 cm X 3 cm.

Si dejamos caer sobre él una moneda de 2 céntimos de euro (19 mm de didmetro), puede caer “tocan-
do raya”, como A, o “sin tocar raya”, como B.
y y

Vamos a estimar la probabilidad del suceso S:

S = “LA MONEDA CAE SIN TOCAR RAYA”

Para ello, se realiza la experiencia muchas veces y se A

calcula la frecuencia relativa del suceso S. "(:.y

Supongamos que 30 personas (los alumnos de una

clase) lo realizan 100 veces cada una (un total de 2
3000 experiencias), y que se contabiliza que el su- ;‘3')3

ceso S ha ocurrido 385 veces.

La frecuencia relativa y la probabilidad serdn:

_ 385 _ .
F8) = 3000 = 128 — PIS1=0,13

» Estima td la probabilidad de § lanzando 100 veces una moneda de 2 céntimos sobre una cuadri-
cula como la que se acaba de describir.

Experiencia préctica para el alumno.

Calculo matematico de la probabilidad

Resolvemos ahora el problema anterior de forma matemaitica.
La posicién de la moneda queda determinada por su centro.

:En qué puntos de la cuadricula debe quedar el centro de la moneda
para que esta no toque raya? Es claro que debe estar en el interior del
cuadrado pequeiio, es decir, su distancia a cada raya debe ser mayor que
el radio de la moneda.

Area del cuadrado grande: 32 = 9 cm?

Area del cuadrado pequeno: (3 — 1,9)% = 1,21 cm?

1,21
9

Probabilidad: P[S] = = 0,134

La probabilidad obtenida por este método (0,134) ha sido sensiblemente igual a la obtenida por el méto-

do experimental (0,13).

m Calcula matemdticamente cudl es la probabilidad de que un botén de 1 cm de didmetro “no toque raya”
en la cuadricula de 3 cm X 3 cm.

Area del cuadrado grande = 3% = 9 cm?

Area del cuadrado pequeno = (3 — 1) = 4 cm?

4
P== =044
9 0
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E Experiencias aleatorias. Sucesos
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1 Numeramos con 1, 2, 3 y 4 las cuatro caras de un dado con forma de tetraedro. Lo dejamos caer y
anotamos el niimero de la cara inferior.

a) ;Cudl es el espacio muestral?
b) Escribe un suceso elemental y tres que sean no elementales.
¢) ;Cudntos sucesos tiene esta experiencia?
a) £=1{1, 2,3, 4}
b) Suceso elemental: {2}
Sucesos no elementales: {1, 2}; {1, 2, 3}; {1, 2, 3, 4}

¢) Esta experiencia tiene 2% = 16 sucesos.
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& Consideramos la experiencia “lanzar un dado”. A partir de los conjuntos:
A= {13 2,3, 4}’ B= {la 3, 5}; C= {2) 4}
a) Obtén los conjuntos AU B, AN B, A', B

b) Obtén los conjuntos (4 U B)', (AN B)', A'U B, A'N B', y comprueba que se cumplen las
leyes de Morgan.

o) Calcula BU C y BN C, y razona los resultados.
Q) AUB=1{1,2,3,4,55 AN B={1,3} A'={5,6}, B'={2, 4,06}
b)(AUB) ={6}; (AN B)' =1{2,4,5 6 A'UB'=1{2,4,5,6), A'N B'= (6}
(AUB)=A'NB’
ANB)=A"UB’
) BUC=11,2,3,4,5)
BNC=0

Alser B 'y C conjuntos disjuntos, la interseccién es vacia.
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1 ;Verdadero o falso?

a) Estoy jugando con un dado correcto y en las dltimas 20 jugadas no he conseguido ningtin “5”.
Segtn la ley de los grandes nitmeros, en la siguiente jugada es muy muy probable que ya me salga
((5”.

b) Aunque en las dltimas 20 tiradas no haya salido ningtn “5”, la probabilidad de que ahora salga
“5” sigue siendo la misma que antes de la racha: 1/6 (el azar “no tiene memoria”).

a) Falso. La ley de los grandes niimeros solo dice que la frecuencia relativa de un suceso tiende a estabi-
lizarse en torno a la probabilidad del mismo cuando se repite el experimento un niimero muy alto de
veces. El resultado de la siguiente jugada apenas afecta a la correspondiente frecuencia relativa.

b) Verdadero. Los resultados de los diferentes lanzamientos del dado son independientes entre si.
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2 Conocemos las siguientes probabilidades:
P[A]=04 P[B]=0,7 P[A'UB'|=0,8
Calcula P[(4 N B)'], P[AN B, P[A U B).
PlA]=1-P[A]=1-04=06
P[B1=1-P[B]=1-0,7=0,3
PIANB)]=P[A'UB]=1-08=0,2
PIAU B] = PlA] + P[B] - P[AN B] = 0,4 + 0,7 - 0,2=0,9

3 Sabemos que:
PIMUN]=0,6 PIMNN]=01 P[M']=0,7
Calcula P[M], P[N], P[N'], P[M'N N'].
PIM =1-PM]=1-07=03
P[MU N] =P[M] + P[N]-P[MN N] — P[N]=P[MU N]+PIMN N]-P[M] =
=0,6+0,1-0,3=04
PIN'1=1-P[N]=1-04=06
PIM'ONN']=P(MUN)']=1-P(MUN)] =04
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Hazlo tu. Repite el problema con los datos siguientes:
P[cora] = %, Plas] = %, P[ni COPA ni AS] = 1i6 Halla P[As DE copas] y di cudntas cartas hay.

Llamamos A al suceso Asy C al suceso copras.

Plas pE copas] = PIA N C] = P[A] + P[C] - P[AU C] = %&
3 3 0, M3 1. o
2 —PAUCl= 2 —[1-PlAVCO)]|= = -1+ P[AUC)]

- _1 ‘N1, 5 _ 1
= 4+P[AﬁC]— 4+16 T

Como el suceso As DE coPas es un suceso elemental y todas las demds cartas tienen la misma probabilidad
de salir, en el mazo hay 16 cartas.

—-P[AU C] =
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1 Lanzamos un dado “chapucero” mil veces. Obtenemos:

F) =117  f(2)=302 f(3)=38 f(4) =234 f(5)=196 f(6)=113

Estima las probabilidades de las distintas caras y, basindote en ellas, calcula las probabilidades de
estos sucesos: PAR, MENOR QUE 6, {1, 2}.

_ 117 _ _
P[1] = 1000 =0,117 P[2] =0,302 P[3] =0,038
P[4] = 0,234 P[5] = 0,196 P[6]=0,113

P[MENORQUEG] =1-P[6]=1-0,113=0,887

[
P[prar] = 0,302 + 0,234 + 0,113 = 0,649
|
P[{1,2}] =0,117 + 0,302 = 0,419

2 ;Cudl es la probabilidad de obtener 12 al multiplicar los resultados de dos dados correctos? ;Y la
de obtener 92 ;Y la de obtener 42

Los casos favorables al primer suceso son: (2, 6); (3, 4); (4, 3) y (6, 2). Luego, P[12] = 4 =%

36
El segundo suceso solo tiene un caso favorable, (3, 3). Luego, P[9] = 3%
Los casos favorables al tercer suceso son: (1, 4); (2, 2) y (4, 1). Luego, P[4] = % = %

3 ;Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados correctos la diferencia de sus puntuaciones sea
22 ;Y la probabilidad de que la diferencia sea 1?

Si suponemos que el orden en el que se restan las puntuaciones de los dados es indiferente, al no ser los
dados distinguibles, las probabilidades serdn:

* Los casos para que la diferencia sea 2 son: (1, 3); (2, 4); (3, 5); (4, 6) y los casos “simétricos”. Por tanto:

8§ 2
PR3 -2
2] 36 9
* Los casos en los que la diferencia es 1 son: (1, 2); (2, 3); (3, 4); (4, 5); (5, 6) y los casos “simétricos”.
Por tanto:
10 _ 5
PRI 36 18
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1 Observa las bolas que hay en la urna.

a) Completa el cuadro de doble entrada en el que se reparten las VIR|N rom
bolas segtin el color (V; R, N) y el ndmero (1, 2). 1 2

b) Calcula la probabilidad de ROJO, NEGRO, VERDE, 1y 2, sin més 2 3
que observar la composicién de la urna. TOTAL 5

¢) Comprueba que las probabilidades obtenidas en b) se pueden obtener sumando filas o colum-
nas del cuadro formado en a).

d) Calcula las probabilidades condicionadas: P[1/rR0jO], P[1/VERDE], P[1/NEGRO], P[2/ROJO],
P[2/VERDE], P[2/NEGRO], P[rOJO/1], P[VERDE/1].

e) Di si alguno de los caracteres ROJO, NEGRO, VERDE es independiente de 1 o de 2.

a) A" R N |TOTAL
1 2 2 2 6
2 0 3 1 4
TOTAL| 2 5 3 10
by P[R]= > =-L-0,5
10 2 ’
_3 _
PIN]=2--0.3
2 _1_
PVI=+5=5=02
_6 _3_
PlI)=5= 2206
_ 4 _2_
PR)= <=2 =0.4
d) P[l/R]:%; P[1/V]=1; P[l/N]:%
P[2/R]=%; P[2/V]=0; P[2/N] =%
_2_1, _2_1
PIRM)= 2= L5 PIVI=2 -4

e) No son independientes.
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1 ;Verdadero o falso?

a) En una bolsa tenemos 5 bolas verdes y 5 bolas rojas. Extraemos una bola y luego otra. Las dos
extracciones son independientes.

Por tanto: P[1.? ROJAy 2.* VERDE] = P[ROJA en 1.%] - P[VERDE en 2.%] = lio . li() = % =0,25.

b) Tenemos dos bolsas, cada una de ellas con 5 bolas verdes y 5 bolas rojas. Extraemos una bola de
la primera bolsa y una bola de la segunda bolsa. Las dos extracciones son independientes. Por

tanto: P[1.% ROJAy 2.? VERDE] = P[ROJA en 1.?] - P[VERDE en 2.?] = % . % = % =0,25.
a) Falso, porque la composicién de la bolsa, cuando se va a extraer la segunda bola, depende de la pri-

mera bola extraida. En este caso las pruebas compuestas no son independientes.

b) Verdadero. Al extraer de dos bolsas distintas, las pruebas son independientes.

& Calcula la probabilidad de obtener TRES CUATROS al lanzar tres dados.

3
1. 1 1 _(1y__1 _
P- <6> S =0,0046

3 Calcula la probabilidad de que no nos salga el niimero 6 (NINGUN SEIS) al lanzar cuatro dados
(cuatro veces NO SEIS).

4
5.5.5_(2).
555 (5) 0

4 Calcula la probabilidad de obtener ALGUN SEIS al lanzar cuatro dados. (ALGUN SEIS es el suceso
contrario de NINGUN SFIS).

1 — P[NINGUN 6] = 1 — 0,48 = 0,52

5 Calcula la probabilidad de obtener ALGUN SEIS al lanzar seis dados.

5 6
P[NINGUN 6] = (E) =0,335

P[ALGUN 6] = 1 — P[NINGUN 6] = 1 - 0,335 = 0,665
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6 ;Verdadero o falso?

En una bolsa tenemos 5 bolas verdes y 5 bolas rojas. Extraemos una bola y luego otra. La segunda
extraccion depende del resultado de la primera. Por tanto:

2Dy22Q] = . 2l A== .2.25_5
P[12QJy22Q]=PL[Denl?] - P[QDen2.2/)en 1.7] 10°9-90"18
Verdadero, porque cuando se va a extraer la segunda bola, queda una bola menos en la urna y todavia
estdn todas las bolas verdes dentro de ella. Las dos experiencias son dependientes.
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7 Tenemos un dado y las dos urnas descritas en el dibujo que aparece a continuacién.

Lanzamos el dado. Si sale 1 o 2, vamos a la urna I. Si sale 3, 4, 5 o 6, acudimos a la urna II. Extrae-
mos una bola de la urna correspondiente.

S

6 3,4, 5, 6}

a) Completa las probabilidades en el diagrama en 4rbol.
b) Halla:
P[{3, 4,5, 6} y Q] P[Q/1] P[I/5] P2y Q]

a)

4
6 3, 4, 5, 6}

© © 066 ¢ ¢

b) P[{3, 4, 5,6} y D] = %.i=%

10
Pion] = 10 %
PIO/5] = 10 %
rey@-L1.S-L
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Hazlo tu. En el ejercicio anterior, calcula P[Q] y P[Q].
Comprueba que la suma P[QJ] + P[] + P[QD] esigual a 1.

2.6 4 2 _1
P[\)]-6 0 e 1073

2.1 .4 2 1
P[O]'G 10 6 10 6
P[»)]+P[Q]+P[Q]=%+%+%=1

Hazlo tu. En el ejercicio anterior, si la probabilidad de que cace al ratén es 0,44, entonces la proba-
bilidad de que escape () es 0,56 (P[] =1-P[+] =1-0,44 = 0,56). Calcula dicha probabilidad,
P[], siguiendo todo el proceso.

P[7==03-0,6+0,5-0,4+0,2-09=0,56

1 ;Verdadero o falso?

T
Primero extraemos una bola de I y la introducimos en II. Después
extraemos una bola de II.
I II

a) P[22 Q/1.2Q)] = %
b) P[22 Q/1.2Q)] = %
o P22Q/1.2Q)] = %
d) P[1,Qy2.2Q] = %%=%

Solo debemos fijarnos en la composicién de la segunda urna después de haber pasado cada bola.
a) Verdadero.
b) Verdadero.

c) Falso. P[2.2Q/1.2Q)] = %:1

a agr- 2.1
d) Falso. P[1.2Qy 2. Q]_3 773
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2 Tenemos dos urnas:

La experiencia consiste en extraer una bola de I, introducirla en II, remover y extraer, finalmente,

una bola de II. Calcula la probabilidad de que la segunda bola extraida sea:

a) roja b) verde ) negra
_1.3_3
y’u_)])[‘”u]_6 57 30
o |Co| e —rlerelis-5
I 13
o —rorel Lty
1/6
2 2 4
o @ rlove]- 2 3o
2/6 (SR 2/5 2 2 4
I 1/5 [ ] i )
—> = — .= = —
3/6 ¢ POy ®l-55- 5
3 2 6
s U_’P[QYU]—Z'g—g—O
(& v 1/5 3 1 3
voe| SO —rleyel-t o5
I 2/5 6
© — rloyel-2.2-5
a1 .4 3 _8 _ 4
) PRI = 55+ 3535730 = 15
a1l .2 6_9_3
b) P22@N = 55+ 35+ 36 =30 = 10
ap). 3 ., 4 6 _13
) PRAQI = 55+ 35+ 30 = 30
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Hazlo tu. Si lo que se obtiene finalmente es bola roja, ;qué probabilidad hay de que provenga de la
URNA I2 Es decir, calcula P[1/Q)].

2 3
Pl1/Q] 6 10 1
Pll/Q] = = - L
o] P@ 2.3 4.6 5
6 10 6 10

1 ;Verdadero o falso?

En el ejemplo de los teléfonos GUAY y PUAF visto anteriormente, sabemos de un teléfono que, pa-
sado el tiempo prudencial, NO TIENE AVERIAS. Ignoramos la marca pero podemos calcular sus pro-

babilidades.

G, 80 242, ¢ y NoAv, 78
100< T

NO AV, 90
p,20 —%10 . y NOAvV, 12 —

P[GUAY/NO AV] = ;—g = 0,87

212 _
P[PUAF/NO AV] = 90 0,13

Verdadero. Este razonamiento es andlogo al desarrollado en el ejemplo de la pdgina anterior.

7 A

Se extrae una bola de I y se introduce en II. Se remueve y se extrae
%{{ I M una bola de II.
A=A A

a) Sabiendoquelasegundabolahasidonegra, ;cudleslaprobabilidaddequelaprimeratambiénlofuera?

P[1.2Q/2.2Q]

b) Sabiendo quelasegundabolahasidoroja, ;cudleslaprobabilidad de quelaprimerahayasidonegra?
P[1.2Q/2.2Q]

©) ;Cudl es la probabilidad de que la primera fuera verde siendo verde la segunda? P[1.2/2.> Q]

amnn o L@yQ@l 330 3
a) P[12Q2.2Q) = PRrol - 133013

2
I

aanaa . L@yl 130 1
b) P[1.2Q@/2.2 Q) = gl " 073

anpan . LQyQl 630 _6_2
o P1.2Q22Q] = Prol 93093
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Ejercicios y problemas resueltos
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2. Propiedades de las probabilidades

Hazlo tu. Si P[A] = 0,3; P[B'] =0,4; P[A'U B'] = 0,8; calcula P[4 U B] y P[AN B].
P[B]=1-P[B']1=1-0,4=0,6
PIANBl=1-P[ANB)]=1-PIA'UB]=1-0,8=0,2

PIAU B] =P[A] + PIB]-P[AN B]=0,3+0,4-0,2=0,5

3. Probabilidad condicionada. Sucesos independientes

Hazlo tu. Si P[A] = 0,3; P[B] =0,6; P[A'U B'] = 0,82; ;son independientes A y B?
PIANBl=1-P[ANB)]=1-P[A'UB]=1-0,82=0,18

P[A]-P[B]=0,3-0,6=0,18
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8. Probabilidades en tablas de contingencia

Hazlo tu. Calcula P[vID/MAY].

P[viD/MaY] = % (De los 120 mayores, 13 practican videojuegos).

Pagina 264

6. Experiencias compuestas. Probabilidad total y probabilidad “a posteriori”

Hazlo tu. Calcula P[Q en II] sin utilizar la probabilidad del suceso contrario y halla también
P(Qenl/Qenll].

PQenll] =P[Qenl] - P[Qenll/Qenl] + P[Qenl] - PIQenIl/P[Qenl]] =
2 3 .3 4 9

" 510 5 10 25
2.3
P@enl/@enll] - PlQenl/Qenll] _ 510 _1
P enII] 9 3
25

7. Experiencias compuestas. Probabilidad total y probabilidad “a posteriori”

Hazlo tu. Calcula P[NO PREMIO] sin utilizar la probabilidad del suceso contrario. Halla también
P[A/NO PREMIO].

P[NoO PREMIO] = 10,6 ,9 25

36 36 36 36

P[A/~No PrEMIO] = P[A y NO PREMIO] : P[NO PREMIO] = —~: == ==
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Ejercicios y problemas guiados
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Conjuntos y tablas de contingencia
En una comunidad de 40 vecinos, 15 de ellos tienen perros, 8 tienen gatos y 5 tienen perros y gatos.
Se elige al azar un vecino de esta comunidad. Calcular las siguientes probabilidades:
a) P[PERRO o GATO]
b) P[ni PERRO ni GATO]

¢) P[PERRO/GATO]

PERROS | NO PERROS | TOTAL
GATOS 5 3 8
NO GATOS 10 22 32
22 TOTAL 15 25 40
a)P[PERRO 0 GATO] = % = % =0,45
b) P[ni PERRO ni GATO] = % =0,55
c) P[PERRO/GATO] = %: 0,625 (de los 8 que tienen gato, 5 también tienen perro).

Probabilidades en experiencias compuestas

Un dado estd trucado de manera que son iguales las probabilidades de obtener 2, 4 o 6; también son
iguales las probabilidades de sacar 1, 3 0 5, y la probabilidad de obtener 2 es el doble que la de sacar 1.

Deducir razonadamente cudl es la probabilidad de que, al lanzar el dado dos veces, se obtenga una
suma de puntos igual a 7.

Llamamos:
p="P[1]=P[3] = P[5]
Entonces:
P(2] = P[4] = P[6] =2p
Ahora bien:
1=P[E]=P[1] + P[3] + P[5] + P[2] + P[4] + P[Ol =p +p+p + 20+ 2p + 2p = Ip
Por tanto:

1=9 —>p=%

Las parejas cuya suma es 7 son: (1, 6); (2, 5), (3, 4) y sus “simétricas”.

Cada pareja estd formada por un ndmero par y uno impar. Como los lanzamientos son independientes

entre si, la probabilidad de cada pareja es 1.2_2

99 81"
Por tanto:

- 6.2 12 _
Plsuma 7] = 6 81 = 81 0,15
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Probabilidad total

Suponemos que el tiempo (climatolégico) solo se puede clasificar como bueno o malo y que, en cierta
zona, la probabilidad de que se produzca, de un dia para otro, un cambio de tiempo es de 0,3. Si la
probabilidad de que haga buen tiempo (en esa zona) el 20 de junio es de 0,4; ;qué probabilidad hay
de que el 21 de junio haga buen tiempo?

1.6 dfa 2.°dfa

0,7 B
0.4 B<
0,3 M
0,3 B
0,6 M<
07 M

P[2°B]=P[1°By2°B] + P[1.°My2°B] =0,4- 0,7 + 0,6 - 0,3 = 0,46

Probabilidad “a posteriori”

El 12 % de la poblacion de un pais padece cierta enfermedad. Se dispone de una prueba para detec-
tarla, pero no es fiable.

* Da positivo en el 90 % de los casos de personas realmente enfermas.
* Da positivo en el 5 % de personas sanas.

¢Cudl es la probabilidad de que esté sana una persona a la que la prueba le ha dado positivo?

0,90 Positivo
0,12 E<
0,1 Negativo
< 0,05 Positivo
0,88 S<
0

95 Negativo

Plrosrrivo] = 0,12 - 0,9 + 0,88 - 0,05 = 0,152

P[SANAS y POSITIVO]  0,88-0,05

» / _ = =0,2
[SANAS/POSITIVO] PIPOSITIVO] 0.152 9
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Para practicar

M Espacio muestral. Sucesos

1 Di cudl es el espacio muestral correspondiente a cada experiencia aleatoria:
a) Lanzar dos monedas y decir lo que sale en cada una.
b) Lanzar dos monedas y anotar el niimero de caras.
¢) Lanzar una moneda y un dado.
d) Extraer una carta de una baraja y anotar el palo.
e) Lanzar una pelota a canasta (encestar o no).
f) Preguntar a una persona por el dia de la semana en el que cae su cumpleaios este afio.
a) E={(C, ), (C, ), (+, O), (+, +)}
b) £=1{0, 1, 2}
0 E={(C 1), (G, 2),(G3),(C4),(C,5),(C6), (+, 1), (+,2), (+, 3), (+, 4), (+,5), (+, 6)}
d) £ = {OROS, COPAS, ESPADAS, BASTOS}
e) £ = {ENCESTAR, NO ENCESTAR}

f) E = {LUNES, MARTES, MIERCOLES, JUEVES, VIERNES, SABADO, DOMINGO}

2 Se extrae una carta de una baraja espafiola. Consideramos los sucesos A4, FIGURA; B, BASTOS, y C,
MENOR QUE 4.

a) Expresa en funcién de 4, B y C estos sucesos:
* Se realiza alguno de los tres.
* No se realiza ninguno de los tres.
* Se realizan los tres.
* Alguno no se realiza.
* Serealizael A oel B, peronoel C.
b) Describe los elementos correspondientes a cada uno de los sucesos del apartado a).
a)e AUBUC
cA'NB'NC
cANBNC
cA'UB'UC
cAUBNC
b) » Cualquier figura o basto o cualquier carta menor que 4.
* Oros, copas o espadas mayores o iguales que 4 que no sean figuras.
* Este suceso es imposible porque no hay figuras con numeracién menor que 4.

* Este suceso es seguro porque entre las cartas que no son figuras y las que tienen numeracién mayor
o igual que 4 reunimos toda la baraja.

* Cualquier figura o cualquier basto con numeracién mayor o igual que 4.
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3 Lanzamos tres monedas y anotamos el resultado, C y +, de cada una. Consideramos los sucesos
A = “Sacar mds caras que cruces” y B = “Sacar una o dos cruces”. Halla todos los casos que inte-

gran los sucesos AU By AN B.

A={C,C, +),(C +,0),+ CC),(CC O}

B={(C,C +),(C +C), = C,QC), (+,+C), (+, C, +), (C, +, +)}
AUB={(C,C, +),(C,+0C),+C,C),(+ +C), (+,C, +), (C, +,+), (C, C, C)}
AN B={(C,C, +),(C, +,0), C, C)}

4 Relaciona cada diagrama con un suceso.

a) A@Z>B LANB'

b)®>3 II.LA'-B’'

) @ ML A'"U B’

d)@ IV.A'N B’

a) —> 11 b) - IV c)—1 d) > III

5 Aytdate de diagramas para resolver cada apartado.

a) Expresa A U B como unién de tres sucesos incompatibles. Puedes utilizar alguno de los si-
guientes: A, B, A-B, B—-A, AN B.

b) El suceso A — B es igual a algunos de los siguientes sucesos; di a cudles: AN B, AN B, A'N

B, A-(ANB
Q)[4 A0B. £ b= e
B B
AUB=A-B)UANB)U(B-A) A-B=ANB=A-(ANB)
M Propiedades de la probabilidad
6 Observa los siguientes conjuntos:
A B
O
Calcula P[AU B], P[A'IB], P[A/B'] y P[AN B'].
23
28 .36 .23 87 gm 100 23
PIAV Bl = 556 100 * 100 ~ 100 PLATE] - 36 , 25 51
100 100
28
", 100 _28 q_ 28 _ 7
P[AIB'] = 1 (36 23>-41 P[AN B'] 100 =25
~\100 100
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7 Delos sucesos A y B se sabe lo siguiente:
2 1 ' n_A1
P[A] = = P[B] == P[A'NB'] = =
Ll 5 L8] 3 [ ! 3

Calcula P[AU B] y P[AN BJ.
e PIA'NB1=P[(AUB)=1-P[AU B]

-%ﬂ—PMUM—»PMUE:%

* P[AUB]=P[A]+ P[B]- P[AN B]

2_2.1
~Z=%2+5-P[ANB
5-5 3~ LlANBE]
_ 1
PlANBl= ¢

8 Sean A y B dos SucCesos ta.les que:
PlA Bl = _3 P B’ = _2 P[A N Bl = l

Calcula P[A], P[B] y P[A'N B].

Uo|r—‘

9 Sean A y B dos sucesos de manera que P[4] = 0,4; P[B] =0,3 y P[AN B] =0,1. Halla ra-

zonadamente:

a) P[A U B] b) P[A'U B'] c) P[AN B'] d) P[A'N B']
a) PIAU B] = P[A] + P[B]-P[AN B]=0,4+0,3-0,1=0,6

b) PIA'U B']=P[ANB)]=1-P[ANB]=1-0,1=0,9

o) PIAN Bl =P[A]-P[ANB]=0,4-0,1=0,3

d)PIA'NB1=P[(AUB)]1=1-P[AUB]=1-0,6=04

10 Se sabe que P[A] = %, P[B]==y P[AU B] = % Determina si los sucesos A y B son
compatibles o incompatibles.
Dos sucesos A y B son incompatibles cuando P[4 N B] = 0.
Como:

P[AU B]=P[A]+ P[B]- Pl[AN B]

1,1 - L
3-4%2 PIANB] - P[ANB] 12::0

Los sucesos A y B son compatibles.
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11 Sean A y B dos sucesos del mismo espacio muestral con P[A] = 0,7; P[B] =0,6 y P[AU B] =0,9.
a) Justificasi A y B son independientes.
b) Calcula P[A/B'] y P[B/A'].
a) P[AN B] = P[A] + P[B]-P[AU B]=0,7+0,6-0,9=0,4
P[A] - P[B] =0,7 - 0,6 = 0,42
Por no ser los resultados iguales, los sucesos no son independientes.

PIANB] _0,7-0,4
P[B'] 1-0,6
PIBNAT _0,6-0,4
PlA] 1-0,7

b) P[A/B'] = =0,75

P[B/A'] = =0,67

M Probabilidades en experiencias compuestas

12 Lanzamos cuatro monedas. Calcula la probabilidad de obtener:

a) Ninguna cara.

b) Alguna cara.

- - . . : 1.1 1. 1_ 1
a) P[NINGUNA CARA] = P[CUATRO CRUCES] = P[+] - P[+] - P[+] - P[+] R R T
b) P[ALGUNA CARA] = 1 — P[NINGUNA CARA] = 1 — 1—16 = %

13 De una baraja se extraen dos cartas. Calcula la probabilidad de que:
a) Dos sean copas.
b) Al menos una sea copas.
¢) Una sea copas y la otra espadas.
Considera dos procesos distintos:
I. Después de extraer una se devuelve al mazo.
IL. Se extraen las dos a la vez.

I. Se devuelve la primera al mazo

a ccom] - 1010 _ 1
a) P[1.2 coray 2.2 copa] = 40 40 " 16

a a _ L - _&.ﬂzl
b) P[1.2 cora o 2.2 cora] = P[(NINGUNA cora) '] = 40 40 16

¢) P[1.2 coray 2.2 ESPADA] + P[1.2 ESPADA y 2.2 COPA] = % . % + % . % = %

II. Se extraen las dos a la vez.

a a = E.izi
a) P[1.2 coray 2.2 cora] 40 39 " 32
a a _ "= _ﬂ.ﬁzﬁ
b) P[1.2 copa 0 2.2 cora] = P[(NINGUNA cora) '] = 1 40 39 52
c) P[1.2 copay 2.2 EspaDA] + P[1.2 ESPADA y 2.2 cOPA] = B350 3973

14 Se extraen dos cartas de una baraja espafiola y se tira un dado. ;Cudl es la probabilidad de que
las cartas sean sotas y el nimero del dado sea par?

P[DOs SOTAS y PAR] = 4 3 3__1

40 39 6 260

Ya que hay independencia entre las extracciones de las cartas y el lanzamiento del dado.
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M Probabilidades total y "“a posteriori”

15 Extraemos una bola de cada una de estas urnas:

©

:Cudl es la probabilidad de que sean del mismo color? ;Y de distinto color?

6.5 ,4 6,2 7 _30 24 14 _68 _17

12 18 12 18 112 18 216 216 216 216 54
17 37

P[distinto color] = 1 — P[mismo color] = 1 - =~

54 54

P[mismo color] =

16 Hay dos cajas de bombones; la primera tiene 7 bombones de chocolate blanco y 3 de chocolate
negro y la segunda, 3 de chocolate blanco y 6 de chocolate negro.

Se extrae sin mirar un bombén de la primera caja y se pone en la segunda. ;Qué probabilidad
hay de que al coger un bombén de la segunda caja sea de chocolate blanco?

Para resolver el ejercicio construimos el siguiente diagrama en drbol:

1.* EXTRACCION 2.2 EXTRACCION

4/10__ oy pranco
CH. BLANCO
7110 /10 CH.NEGRO

3/10 _ ¢y pranco
310 oy NeGrO
2710~ CH.NEGRO

4 .3 3 _37

. /. 4,3 3
P[2.2 chocolate blanco] = 10 10 F10 10 T 100

1'7 Observa estas cajas con bolas de colores:

Tenemos un dado que tiene cuatro caras marcadas con la letra A y las otras dos, con la letra B.
Tiramos el dado, elegimos la caja que indica y sacamos, al azar, una bola.

a) ;Cudl es la probabilidad de que sea roja? ;Y negra?
b) La bola extraida ha resultado ser roja. ;Cudl es la probabilidad de que proceda de la caja B?

Describimos el experimento en el siguiente diagrama en 4rbol:

CAJA COLOR DE LA BOLA » 45 )
5/10_ ROJO a) P[roja] = T TtE

10 10 15
3/10
A AZUL
4/6 E P[NEGRA] = %-—2 -2

4 7

2/10 ~ NEGRO 10 15
4/10 2 4
2/6 ROJO .
B PlcajaAByROJA] 6 10 2
P B = - L
6/10 ~ AZUL b) P[caja B/roja] PROJA] 7 7
15
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18 Un bote A contiene 6 clips blancos y 4 negros. Otro bote B tiene 5 clips blancos y 9 negros. Ele-
gimos al azar un bote, extraemos dos clips y resultan ser blancos. Halla la probabilidad de que

el bote elegido haya sido el A.
La probabilidad de elegir cualquiera de los dos botes es % .

Como las extracciones se realizan simultdneamente, tenemos:
P[dos blancos] = P[caja A y dos blancos] + P[caja B y dos blancos] =
1 6 5 1 5 4 121

T 27109 214 13 546
Pleaia Ay dos bl : 1.6 5
. _ Plcaja Aydosblancos] 210 9 91
P[caja A/dos blancos] = Pldos blancos] T T
546

Para resolver

19 Un estuche contiene 2 ldpices azules y 3 rojos. Se extraen dos ldpices del estuche.

a) Escribe los resultados elementales que definen los sucesos M = “Solo ha salido un ldpiz rojo”
y N = “El segundo ldpiz extraido es azul”.

b) Halla las probabilidades de M, N y M N N.
¢) :Son los sucesos M y N independientes?
a) M = {(rojo, azul), (azul, rojo)}

N = {(rojo, azul), (azul, azul)}

_2_1

b P[M] = 22
_2_1
PINT=4=3
P[MﬂN]:%

¢) Silo son porque verifican la relacién: P[M N N] = P[M] - P[N]

20 A unas elecciones se presentan seis candidatos: A, B, C, D, E y E. Se estima que B, C y D tienen
la misma probabilidad de ganar, que es la mitad de la probabilidad de que gane A. Ademis, E
y F tienen la misma probabilidad de ganar, que es el triple de la probabilidad de que gane A.

Calcula:

a) La probabilidad que tiene de ganar cada candidato.
b) La probabilidad de que gane Ao F.
a) Llamemos p = P[A]. Entonces:

P[B] = P[C] = P[D] = g P[E] = P[F] = 3p

Como los sucesos A, B, C, D y E forman el espacio muestral, se tiene que:
p+3- §+2-3p=1 - %p:l - p:%

Por tanto:

A= %
P[B] = P[C] = P[D] = %
P[E] = P[F] = %
b) P[A U F] = %7+1_67-%
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21 El 30% de los habitantes de una ciudad lee el diario La Nacid; el 13 %, el diario XYZ y el 6%

lee los dos.
a) ;Qué porcentaje de habitantes de esa ciudad no lee ninguno de los dos diarios?

b) De entre los habitantes de esta ciudad que no leen el diario XYZ, se elige uno al azar. ;Cuil
es la probabilidad de que lea el diario La Nacié?

Organizamos los datos en un gréfico:

LA NACIO w7 a) P[NO LEE NINGUN PERIODICO] = 63 %

% 79 24/100 _ 8 _ 5760

24% b) P[LEE LA NACIO/NO LEE X¥Z] = 87100 ~ 29

63%

22 En una encuesta a pie de calle, el 80 % de los entrevistados dice que ve la televisién o lee; el 35 %
realiza ambas cosas y el 60 %, no lee. Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar:

a) Vea la televisién y no lea.

b) Lea y no vea la television.

¢) Haga solamente una de las dos cosas.

d) No haga ninguna de las dos cosas.

e) ;Son independientes los sucesos “ver la tele” y “leer”?

Como el 60% no lee, si lo hace el 40 %. Asi, podemos construir el gréfico:

40

TELEVISION LECTURA a) P[VER TELEVISION Y NO LEER] = 100 - 40%
3% , 5
40% ® b) P[LEER Y NO VER TELEVISION] = 100 - 5%
20%
c) P[HACER SOLO UNA DE LAS DOS]| = 2,19 _ 45%
5 20 20
d) P[NO HACER NINGUNA DE LAS DOS| = % = % =20%
e) Por una parte:
P[VER TELEVISION Y LEER] = S 7 35%
100 20
Por otra:
. 75 40 3
P . P -2 .4V _ O _3p0
[VER TELEVISION] - P[LEER] 100 100 =10 30%

Luego los sucesos no son independientes.
23 En una ciudad, el 40 % de la poblacién es rubia, el 25 % tiene ojos azules y el 15% es rubia de
ojos azules. Se escoge una persona al azar:
a) Si es rubia, ;cudl es la probabilidad de que también tenga ojos azules?
b) Si tiene ojos azules, ;cudl es la probabilidad de que sea rubia?
¢) ;Cudl es la probabilidad de que no sea rubia ni tenga los ojos azules?

Construimos la tabla:

15 3

0JOS AZULES | 0JOS NO AZuLEs | TotaL | @) ’[0J0s AzULES/RUBIO] = %08

CABELLO RUBIO 15 25 40 3

b) P[RUBIO/OJOS AZULES] = —= ==

CABELLO NO RUBIO 10 50 60 25 5
VAL 25 75 100 | () P[NI RUBIO NI OJOS AZULES] = ISTOO = %
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24 Un 20% de los estudiantes de una universidad no utiliza el transporte piblico para ir a clase y
un 65 % de los que si lo utilizan, también hacen uso del comedor universitario.

Halla la probabilidad de que, seleccionado al azar un estudiante de esa universidad, resulte ser
usuario de los transportes piblicos y del comedor universitario.

El 80 % de los estudiantes si usan el transporte ptblico. Por tanto:
P[TRANSPORTE PUBLICO Y COMEDOR UNIVERSITARIO] =

, , 6 1
= P[TRANSPORTE PUBLICO] - P[COMEDOR UNIVERSITARIO/TRANSPORTE PUBLICO] = 80 65 _13

100 100 25

25 En un centro se ofertan tres modalidades excluyentes, A, By C, y dos idiomas excluyentes, inglés
y francés. La modalidad A es elegida por un 50 % de los alumnos; la B, por un 30% y la C, por
un 20 %.

Se sabe que ha elegido inglés el 80 % de los alumnos de la modalidad A, el 90 % delaBy el 75 %

de la C, habiendo elegido francés el resto.

a) ;Qué porcentaje de los alumnos ha elegido francés?

b) Si se elige al azar un estudiante de francés, ;cuél es la probabilidad de que sea de la modalidad A?
El siguiente diagrama en drbol describe la situacién:

MODALIDADES IDIOMA

80/100__ 1xgres
A
20/100 FRANCES

30/100 90/100 INGLES
B

10/100 FRANCES

20/100 75100 _ \ncGrEs

C
25/100 ~ FRANCES

50 20 , 30 10 20 25 _ 18
100 100 '~ 100 100 ' 100 100 100

El 18 % de los estudiantes ha elegido francés.

a) P[FRANCES] =

50 20
b) P[MODALIDAD A/FRANCES] = P[MODALIDAD A y FRANCES] - 100 100 _5
P[FRANCES] 18 9

100
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26 La ciudad A tiene el doble de habitantes que la B. Un 30 % de ciudadanos de B lee literatura, y
solo un 10 % de ciudadanos de A lee literatura.

a) Si sabemos que un ciudadano vive en la ciudad A o en la B, ;qué probabilidad hay de que lea
literatura?

b) Si nos presentan a un ciudadano de alguna de las dos ciudades que lee literatura, ;qué proba-

bilidad hay de que sea de la ciudad B?

Como la ciudad A tiene el doble de habitantes que la B, un ciuda-

dano elegido al azar entre las ciudades A o B tiene doble probabi- CIUDADES - LEER LITERATURA

lidad de pertenecer a A que a B. Por tanto: A s
203 NO
a) P[LEER LITERATURA] = % . % + % . % = % e
301100 _
l ) 30 1/3 \p
P[By LEER LITERATURA] 3~ 100 3 70/100  NO

b) P[B/ = =
) P[B/LEER LITERATURAJ P[LEER LITERATURA]
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27 Se ha hecho un estudio de un nuevo tratamiento sobre 120 personas con cierta enfermedad. Se
sabe que 30 de ellas ya habian padecido esta enfermedad con anterioridad. Entre las que la ha-
bian padecido, el 80 % ha reaccionado positivamente al nuevo tratamiento. Entre aquellas que
no la habian padecido, ha sido el 90 % el que reaccioné positivamente.

a) Si elegimos dos pacientes al azar, ;cudl es la probabilidad de que los dos hayan padecido la
enfermedad?

b) Determina la probabilidad de que al elegir un paciente al azar, no reaccione positivamente al
nuevo tratamiento.

©) Si un paciente ha reaccionado positivamente, ;cudl es la probabilidad de que no haya padeci-
do la enfermedad con anterioridad?

Nos basamos en el siguiente diagrama en 4rbol:

PADECIERON LA REACCION POSITIVA

ENFERMEDAD
80/100 _
30/120 o
20/100  NO
90/100 _
90/120"™\ no
10/100  N©
30 29 29
a P LOS DOS PADECIERON LA ENFERMEDAD| = . =
) Pl ] 120 119 476

30 20 . 90 10 _1

b) P[NO REACCIONAR POSITIVAMENTE] = 20120 120 100 "8

90 10
_ 120 100 _3
c) P[NO HABER PADECIDO LA ENFERMEDAD/NO REACCIONAR POSITIVAMENTE| = —22 - = 2

1 5

8

28 En una ciudad, el 35 % de los censados vota al partido A; el 45 %, al partido B y el 20 % se abs-
tiene. Se sabe, ademads, que el 20 % de los votantes de A, el 30 % de los de By el 15 % de los que
se abstienen, son mayores de 60 afios. Elegimos una persona al azar:

a) ;Cudl es la probabilidad de que sea mayor de 60 afios?
b) Si es menor de 60 afos, ;qué probabilidad hay de que haya votado al partido B?

MAYOR DE 60 ANOS

20/100 _ ¢
PARTIDO A

80/100 NO

30/100 _ ¢
PARTIDO B

70/100  NO

15/100 _ g
ABSTENCION

85/100 NO

35 20 45 30 20 15 _ 47

a) PImavor b 60 = 00505+ 706 700 * 100 100 - 200

_q,_ 47 _ 153
b) P[MENOR DE 60] = 200 - 200
. o .70
) y MENORDEGO] 100 100 _ 7
P[B/MENOR DE 60] = P[MENOR DEGO] 153 17
200
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29 Hay una epidemia de célera (C). Se considera como uno de los sintomas la diarrea (D), pero
el sintoma se presenta también en personas con intoxicacién (/), e incluso en algunas que no
tienen nada serio (V). Las probabilidades son:

P[DIC] = 0,99 P[DII] =0,5 P[DIN] = 0,004

Se dan los siguientes porcentajes: el 2% de la poblacién tiene célera; el 0,5 %, intoxicacién, y
el resto, 97,5 %, nada serio. Si una persona tiene diarrea, ;cudl es la probabilidad de que tenga

colera?
DIARREA
0,99 SI‘
COLERA
0,01 NO
’ 2 0,5 97,5
P[D] = —2—.0, .0, .0,004 =0,0262
05 PT= 750 %2* 160 > 700
INTOX.
0,5 NO
’ _ P[CND] (2/100)-0,99
97,5/100 0,004 _ PLeD] = P[D] ~  0,0262 =0,76
NADA SERIO
0,996 NO

30 Una de cada cuatro veces me tomo un café después de comer. Por la noche me cuesta dormir
las tres cuartas partes de los dias que he tomado café y la mitad de los que no tomé nada. No
me acuerdo bien si me tomé un café al mediodia, pero si hoy tengo mucho sueiio, ;cuinto mds
probable es no haberme tomado café que habérmelo tomado?

CAFE  CUESTA DORMIR 1 1.3 1_7
P[NO CUESTA DORMIR] = — - =+ + =-. — =
34 [ R
Vs O 1.1
1/4 , 4 4 _1
P[TOMAR CAFE/NO CUERTA DORMIR] = — =
12 e
3/4 \NnO
NO , 1_6
172 P[NO TOMAR CAFE/NO CUESTA DORMIR] = 1 — 7=

Por tanto, es 6 veces mds probable no haber tomado café que haberlo hecho.

31 En una ciudad, los ascensos de barrendero a jefe de grupo son muy disputados. Se puede acceder
por tres conductos: por oposicién, por concurso de méritos o por enchufe. La probabilidad de
que un barrendero alcance la plaza si oposita es de 0,2; si concursa, es de 0,8 y si tiene enchufe,
seguro que la consigue. Los aspirantes a jefes de grupo se reparten de este modo:

* 70 % son opositores

* 25 % concursan

* 5% tienen enchufe

Calcula:

a) ;Cudntos de los 120 jefes de grupo consiguieron el ascenso por enchufe?

b) ;Cuadl es la probabilidad de que un cierto jefe de grupo haya alcanzado la plaza por concurso?

¢) ;:Qué probabilidad tiene un jefe de grupo escogido al azar, de haber obtenido la plaza oposi-

tando?
ASCENDER  2) P[ASCENDER POR ENCHUFE] = D=L 0,05
02 g 100 20
OPOSITOR © El nimero de jefes que ascendieron por enchufe fue:
08 120 - 0,05 = 6
0.8 s

25
CONCURSANTE < b) P[HABER CONCURSADO Y ASCENDER] = 100 0,2=0,05

0.2~ No
c) P[ASCENDER] = 7—0'0,2+£-0,8+ >

<1 st 100 100 100
ENCHUFADO
NO 0,14

0 P[HABER OPOSITADO/ASCENDER] = 0.39 0,39

-1=0,39
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Cuestiones tedricas

32 ;Se puede asegurar que P[{1,2}] < P[{1, 2, 7}]?
Como {1,2}C{1,2,7}, podemos afirmar que P[{1, 2}] < P[{1, 2, 7}] pero no tiene por qué darse
la desigualdad estricta.

33 Sirvete de un diagrama para verificar estas afirmaciones y, si no fueran ciertas, pon un ejemplo:
a)Si AN B=, entonces A'N B=8B.
b)Si A U B'=E, entonces P[B] =0.
¢) Si A y B son incompatibles, entonces A’ y B’ son incompatibles.

a) Verdadero. Podemos comprobarlo en el siguiente diagrama:

b) Falso. Si B es un suceso no vacio contenido en A, se cumple la hipétesis y P[B] no es 0.

A

¢) Falso. Usando el primer diagrama, en el que los sucesos son incompatibles, vemos que:

A'N B'= (AU B)' puede ser no vacio.

34 El siguiente enunciado es falso: “Si A" y B son compatibles, entonces A y B' son compa-
tibles”. Pon un ejemplo de un experimento y dos sucesos A y B de forma que A' y B sean
compatibles, pero A y B’ sean incompatibles.

Consideramos el experimento que consiste en el lanzamiento de un dado y los sucesos del siguiente

diagrama:
6
2
B 4 A=11,3,5}
1
4 > B={1,2,3,4,5)

Entonces: A'= {2, 4, 6} B'= {0} A'N B=1{2, 4} ANB'=Y

35 Si la probabilidad de que ocurran dos sucesos a la vez es p, ;cuil es la probabilidad de que al
menos uno de los dos no ocurra? Razénalo.

Si P[A N B] = p, entonces:
PIA'UBT=P[ANB)']=1-P[ANB]=1-p

36 Al tirar tres dados podemos obtener SUMA 9 de seis formas distintas:
1-2-6, 1-3-5, 1-4-4, 2-2-5, 2-3-4, 3-3-3
Y hay otras seis de obtener SUMA 10:
1-3-6, 1-4-5, 2-2-6, 2-3-5, 2-4-4, 3-3-4
Sin embargo, la experiencia nos dice que es m4s ficil obtener SUMA 10 que SUMA 9. ;Por qué?
1,2,6; 1,3,5; 2,3,4 — cada uno da lugar a 3! formas distintas. Es decir: 3-3!=3-6=18
1,4,4; 2,2,5 — cada uno da lugar a 3 formas distintas. Es decir: 2 -3 =6

18 + 6 + 1 = 25 formas distintas de obtener suma 9.

_25_25
Plsuma 9] = o " 216
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1)3)6; 1)4)5; 2)3;5 — 6'3= ISfOrmaS
2,2,6; 2,4,4; 3,3,4 = 3.3=9 formas
18 + 9 = 27 formas distintas de obtener suma 10

27

P[suma 10] = 216

Estd claro, asi, que P[suma 10] > P[suma 9].

3'7 Demuestra la siguiente propiedad:
P[A U B] = P[A4] + P[B] - P[A N B]

descomponiendo A U B en tres sucesos distintos.

A-(AN B ' B—(AN B

PIAUB]=P[A-ANB)]+P[ANB]+P[B-(ANB)] =
=P[A]-P[ANB] + PIAN B] + P[B] - P[AN B] =
= P[A] + P[B] - P[A N B]
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38 Tenemos una urna con tres bolas blancas y tres negras. Tiramos un dado y extraemos de la urna
tantas bolas como indica el dado. ;Cuadl es la probabilidad de que sean todas blancas?

P[TODAS LAS BOLAS SON BLANCAS] = P[1 y UNA BLANCA] + P[2 y DOS BLANCAS] + P[3 y TRES BLANCAS] =

1 3 3 2 3.2 1_1

1 5. 13 2 135 2 1_1
"6 67665665 4 3

39 Gemay Pascual juegan al tiro al plato. Gema acierta 1 de cada 3 disparos y Pascual, 1 de cada 2.
Al lanzar un plato al aire, se oyen dos disparos consecutivos; que de forma equiprobable fueron
hechos ambos por Gema, ambos por Pascual, o uno por cada uno. Observamos que el plato no
ha sido alcanzado.

a) ;Qué probabilidad hay de que haya sido Gema la que hizo los dos disparos? ;Y de que fuera
Pascual?

b) ;Y de que haya hecho un disparo cada uno de los dos?

Puesto que se oyen dos disparos consecutivos, podemos su- DISPAROS ALCANZAR EL PLATO
poner que el primer disparo no acierta en el plato. Hay 4 213-1/3
secuencias posibles de disparos y cada una tiene probabili- GEMA - GEMA
dad 2/3.2/3 N0
ad —.
4 23112
El siguiente diagrama en 4rbol recoge las probabilidades: GEMA - PASCUAL o
2/3-1/2

1213
PASCUAL - GEMA
1/2.2/3 NO

12172
PASCUAL - PASCUAL
1/2-1/2  NO
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49
144
1. 1 1
P[PASCUAL 2 DISPAROS/NO ALCANZAR EL PLATO] = 442792 = %
144
1 2 1.1 1 2
43 274 23 24
b) P[1 DISPARO CADA UNO/NO ALCANZAR EL PLATO] = 75 = v
144

40 Una moneda se arroja repetidamente. Calcula la probabilidad de que salga dos veces consecuti-
vas el mismo lado si el experimento consta:

a) Exactamente de 4 lanzamientos.

b) Exactamente de # lanzamientos, 7 > 2.

c¢) Como miximo, de 10 lanzamientos.

a) Consta de cuatro lanzamientos si ocure:
C+CC obien +C++

Por tanto:

1 4 1 4 1 4
Plcuatro lanzamientos] = (5) +<5> :2.<7> :(

n—1
b) P[#» lanzamientos] = (%)

¢) P[10 o menos lanzamientos] = P[2 lanzamientos] + P[3 lanzamientos] +

4 Lagami lanzami L\, (1Y, (1Y 1)
P[4 lanzamientos] + ... + P[10 lanzamientos] = <3)+(3) +<?> ++(3)

Nos queda la suma de 9 términos de una progresién geométrica con:

1 1
ﬂlziyrzi

Por tanto:

lanzami 1\ (1Y, (1Y 1Y
P[10 o menos lanzamientos] = <?>+<?) +(§) ++(7) =

1 <L) 1 %II_G)
2 \2) 2 1\ 1 511

1 1
2 2

41 De una urna en la que hay 2 bolas blancas, 3 rojas y 4 negras, se extraen 3 bolas simultineamen-
te. Halla la probabilidad de que dos de ellas (y solo dos) sean del mismo color.

Calculamos:

P2 blancas y 1 de otro color] = 3- %

teniendo en cuenta que la bola de otro color puede salir en primer, segundo o tercer lugar.
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P[2 rojasy 1 de otro color] = 3. = . =. S

P[2 negras y 1 de otro color] = 3-

Por tanto:

P[sOLO 2 BOLAS DEL MISMO COLOR] = 1,1 > _ 55

3614427252
Lanzamos 3 dados. ;Cudl es la probabilidad de que el valor intermedio sea 52 ;Y 22 ;Y 12

* Ten en cuenta que, por ejemplo, el valor intermedio del resultado 5-1-4 es 4; el de 2-1-2 es 2 y el de 4-4-4
es 4.

Para que el valor intermedio sea 5, los resultados pueden ser:

* (5,5,5)

* Desde (5, 5, 1) hasta (5, 5, 4), (5, 5, 6) y sus reordenaciones: 5 - 3 = 15 casos.
* (¢, 5, 6) y sus reordenaciones, donde ¢ puede ser 1, 2, 3, 4: 4 - 6 = 24 casos.

Luego:
1415424 _ 5
P [VALOR INTERMEDIO 5] = 36 =37
Para que el valor intermedio sea 2, los resultados pueden ser:

°(2,2,2)
* (2,2,1), desde (2, 2, 3) hasta (2, 2, 6) y sus reordenaciones: 5 - 3 = 15 casos.
* (1, 2, ¢) y sus reordenaciones, donde ¢ puede ser 3, 4, 5, 6: 4 - 6 = 24 casos.

Luego:
P[VALOR INTERMEDIO 2] = % = 2—57
Para que el valor intermedio sea 1, los resultados pueden ser:
* (1, 1,1)
* Desde (1, 1, 2) hasta (1, 1, 6) y sus reordenaciones: 5 - 3 = 15 casos.
Luego:
1+15 2
P 1] = ==
[VALOR INTERMEDIO 1] 216 =7
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1 En el experimento aleatorio de lanzar una moneda tres veces se consideran los siguientes sucesos:
A = “Sacar al menos una cara 'y una cruz”’
B = “Sacar a lo sumo una cara”
a) Determina el espacio muestral asociado a ese experimento y los sucesos A y B.
b) ;Son independientes ambos sucesos?
a) E={(C,C,QO),(CC+),(C+0O),+CO0,(IGC +14),+ C4), (+ + C), (+,+ +)}
A={(C,C, +),(C +C), (+, C O), (C, + 1), (+,C, +), (+, +, C)}
B={(C, ++), (+, C, +), (+, +, C), (+, +, +)}
b)AN B={(C, +, +), (+,C, +), (+, +, C)}

= P[A] - P[B], luego son independientes.

2 Dados dos sucesos R y S de un mismo experimento aleatorio tales que:
P[R] =0,27 P[S']1=0,82 P[RU S] =04
Calcula las siguientes probabilidades:
P[S], P[RN S], P[(RUS)'] y P[R'U S']
P[S]=1-P[S]1=1-0,82=0,18
P[RN 8] =P[R] + P[S]-P[RU §]=0,27 + 0,18 — 0,4 = 0,05
P[(RUS)T=1-P[RUS]=1-0,4=0,6
PIRUST=P[(RNS)]=1-P[RNS]=1-0,05=0,95

3 Dadas esta urna y la siguiente tabla, copia en tu cuaderno y completa la tabla:

D! Q| Q@ |ToTAL
2
TOTAL
Calcula:

b) P[Q N 1], P[D/1], P[1/Q)]. Explica el significado de estas probabilidades.
o P[Q/1], P[Q/1]

d) El suceso “1” es independiente con uno de los sucesos D, @ o @. ;Con cudl? Explica por qué.

9 9 Q |TOTAL
1 3 1 2 6
2 2 1 1 4
TOTAL| 5 2 3 10
.5 _1 .2 _1 .3 _ 6 _3 _ 4 _2
a)P[J]—lo—z,P[Q] 0 5,P[O] 10,1’[1] 10 5,1’[2] 10°5
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b)e P[QN1]-= liO Significa P[bola roja con el ndmero 1].

PlD/1] % L Sabemos que la bola tiene un 1. ;Cudl es la probabilidad de que sea roja?
P1/Q] = % Sabemos que la bola es roja. ;Cudl es la probabilidad de que tenga un 12
2_1
o P[Q/1] PIQ/1] =<3

d) El suceso “1” es independiente respecto a (@ porque P[Q/1] = P[] = %

No es independiente respecto a @ porque P[@/1) # P[], ni es independiente respecto a @ por-
que P[Q/1) = P[Q].

4 Extraemos al azar una bola de la urna A y la metemos en B. Removemos y volvemos a extraer al
azar una bola, pero esta vez de la urna B. Calcula las siguientes probabilidades:

a) P[12Q y2.2Q], P22Q/1.2Q]
b) P[1.2Qy 2.2 Q], P[2.2Q/1.2Q], P[2.*J]
o P22 Ql, P12Q/22Q)

2 2 2 4
/,"'"‘ug Z/YQ Pl12Q y22 Q) = 5 4" 12
, .9 299l .
7( %\Ao P[laQ y 2.2 Q]: g Z: E
Q99 S o
® Z PA@y2: Ol - o te L
ER 9 |/
%\‘Q P[1,agy2.ag]:%_%zﬁ

2) PI1:Q@y 22 Q@ = %% 12=%

PRAQINAQ] = %

b) P12 @y 22Q] = T p =15

PRAQNAQ] = %

PR2QJI=P12Qy22Q] + P[12Qy 2.2 Q] = %ﬂs_z

o PRAQI=P12Dy2 Q)+ P[1.2Qy2.2Q] = %=1_72
anam . L@y 22 Al 112 1
Pl12Q/22Q)] = Toag] 373
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5 Un grupo de 15 personas van a ver una pelicula, 9 de las cuales quieren ver una de miedo, y 10, una
de accién. Hay tres parejas que no soportan las peliculas de miedo; entre ellas, Marcos y Lidia, que
tampoco les gustan las de accién. Al final han comprado entradas para la de accién.

a) Si se pregunta a uno del grupo al azar, ;qué probabilidad hay de que le haya gustado la eleccién?
b) Y si le ha gustado, ;qué probabilidad hay de que no le hubiera importado ir a la de miedo?

©) Si se pregunta a uno de los que les gustan las peliculas de miedo, ;qué probabilidad hay de que
esté conforme con la eleccién?

Como hay 2 personas que no soportan ni un tipo ni otro de peliculas, en total son 13 las personas que
quieren ver peliculas de miedo o de accién. Por tanto, hay 6 personas a las que les gustan ambos tipos
de peliculas.

Teniendo en cuenta el resto de los datos, tenemos:

a) PlaccioN] = 10 _2 b) P[MIEDO/ACCION] = 6 _3

15 3 10 5

2

¢) P[ACCION/MIEDO] = 5

NC1oN

6 Berta ha ido al cine, al teatro o de concierto con probabilidades 0,5; 0,2 y 0,3, respectivamente. El
60 % de las veces que va al cine se encuentra con amigos y se va de marcha con ellos. Lo mismo le
ocurre el 10 % de las veces que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto.

a) ;Qué probabilidad hay de que se quede de marcha?
b) Si después del especticulo ha vuelto a casa, ;qué probabilidad hay de que haya ido al teatro?

0.6 __»AMIGOS P[CINE y AM] = 0,5 - 0,6 = 0,30
CINE/
0.5 0,4 NO AMIGOS P[CINE y no AM] =0,5- 0,4 =0,20
02 yAMIGOS P[TEATRO y AM] = 0,2 - 0,1 = 0,02

<~ ° ., TEATRO
o,\gwo AMIGOS ~ P[TEATRO y no AM] = 0,2 - 0,9 = 0,18
0.3 0,9 _»AMIGOS P [cONCIERTOY AM] = 0,3 - 0,9 = 0,27
CONCIERTO<
0,1 NO AMIGOS P [CONCIERTOy no AM] = 0,3 - 0,1 = 0,03

a) P[am] = P[CINE y AM] + P[TEATRO y AM] + P[cONCIERTO y AM] = 0,30 + 0,02 + 0,27 = 0,59

P[TEATRO y no AM]
P[no AM]

b) P[TEATRO/NO AM] = . Calculemos:

P[TEATRO/NO AM] = 0,18

Plnoam] =1-P[am] =1-0,59 = 0,41

(También se podria haber calculado sumando P[CINE y no AmM] + P[TEATRO y no AM] + P[CONCIER-
TO y no AM]).

0,18
0,41

Esto significa, dicho de forma ingenua, que de cada 100 veces que vuelva a casa pronto, en 44 de ellas
ha ido al TEATRO.

P[TEATRO/NO AM] = = 0,44
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1 Resuelve las integrales siguientes:
7.2 1
a) f(gx —2x+5)dx
b) [1=2 g
2
D [(Z+2 )
)f 2 +y2x

e) fxv2x2+ldx

3 3
3_5x 2 3-5x\ 21 (35, —2(3-5¢
C)H )dx_ f ( ) ‘53(2)”6 15<2>+/€
2 2 12 x1 x3!2 2 242 3
d)f<?+ 2x) fo dx+f«/7x =2 «/73/2 =—Tt3 3k

3/2
o J.x\/2x2+ldx:%J‘4x(2x2+1)1/2dx:lu+/€: S )3k

1
4 3/2 6
f)fx+3x 2dx

2
X7+ 3x—2 x—1 Dividendo . resto

2 —FF———— = cociente +

—-x“+ x x+4 divisor ivisor
4x — 2
x—2 B2 o 2
—4x + 4 x—1 x—1
2

2
fwdx=f(x+4+ 2 )dx:x—2+4x+21n|x—l|+/€
x—1 x—1 2

2 Calcula:
3
2
2) f—l x+2 dx

b) [* 31y
1/3

)f 2 de= bl 2]’ =205 - n1)= 205

w1 5 1 (2 aac-1_1[3-1]2 _ 1.5 o _e—1
b) 1/3 dx_3 1/336 _3[€ ]1’3_3(6 )= 3
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3 Representa el recinto limitado por f (x) = 4x — x2, el eje X ylasrectas x=3 y x=5. Después,
calcula su drea.

Representamos la pardbola teniendo en cuenta sus puntos notables.
Cortes con los ejes: (0, 0) y (4, 0)
Vértice: (2, 4)

Y
p RN
5 U/
/ \
o/ \

-/ N
I 3 A0S X
7 \

13
11,
| 1% \i
1 \

Primitiva de la funcién:

G(x) = f(4x— x2) dx = 2x* — %3

o R 25
GB3)=9; G@4) = 3 G(S)_—S
Por tanto:
‘ 2) Jx = _32 _¢_5
L(4x—x)aﬁx—G(4)—G(3)_ 2 _9-3
° 25 32 7
L(4x_xz)dx:G(S)_G(@:T_T:_?

Area total = %+ % =4 u?

4 Lacurva y= 4 % el eje X, eleje Y yla recta x =4 limitan una superficie S. Represéntalay
x+

calcula su drea.

4

x+4

Representamos y = . Sus asintotas son x=-4 ¢ y=0.

\ ¥

o)

. 4
Area= [ A deodllnle 4]y = 4Un8—tnd)=dtn 8 4122277 02
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5 El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene dado por la expresién ¢(z) = —£2 + 8¢+ 20,
siendo ¢ el tiempo en horas, 0 < #<6.

¢Cuénto consume el motor durante las 6 horas que dura dicho trabajo?

El consumo equivale al drea encerrada por la funcién ¢(#) entre las rectas x=0 y x=06.

6 3 82 6 63
C=L(—t2+8t+20)dx=—%+%+20t =0 1 4.6%+20.6=192
0

6 Para cerrar una vidriera, se ha de colocar un cristal cuya superficie estd limitada por las funciones
y=2 e _y:—(x—2)2+6.

Dibuja el cristal y calcula su 4rea (x e y en dm).
y=—(x— 2)2 + 6 es una paribola de vértice (2, 6).
Puntos de corte con los ejes:
x=0 — y=2
x =-0,45
y=0 — —xz+4x+2=0<x:4’45

Puntos de corte de la curva con y=2:

x=0, y=2
2:—(x—2)2+6—>—x2+4x:0< 4 J )
X = 5 )/:

. 4 4
Area del cristal:f [—(x—2)2+6—2]dx=f (—x? + 4x) dx =
0 0

4
X 2] __ 64 35 32 40
3 +2x "3 +32 = 3 dm

7 Representa grificamente la regién limitada por las graficas de las funciones siguientes y calcula su
drea:

[ = %xz glx) = %(Sx +20) h(x) = %(—Sx +20)
Representamos la pardbola f(x), y las rectas g(x) y A (x).

2047
6

N

N\

/PN

* Cortesde f(x) y g(x):

i 2_l 2_ a_ .X'=—2, _y=5

436—2(5x+20)—>x 2x 8_O<x=4,y=20
* Cortesde f(x) y h(x):

i Z_L_ 2 ol x=—4, }/=20

495—2(5x+20)—>x+2x 8_0<x=2,y=5

4
. 4 2 3
- 1 _3 2 ge=n| L(5x _o x| _80)_200

Area-2[f02(5x+20) 4x]dx 2[2<2 +20x) i3, 2(60 3> 3 U
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1 En el experimento aleatorio de lanzar una moneda tres veces se consideran los siguientes sucesos:
A = “Sacar al menos una cara 'y una cruz”’
B = “Sacar a lo sumo una cara”
a) Determina el espacio muestral asociado a ese experimento y los sucesos A y B.
b) ;Son independientes ambos sucesos?
a) E={(C,C,QO),(CC+),(C+0O),+CO0,(IGC +14),+ C4), (+ + C), (+,+ +)}
A={(C,C, +),(C +C), (+, C O), (C, + 1), (+,C, +), (+, +, C)}
B={(C, ++), (+, C, +), (+, +, C), (+, +, +)}
b)AN B={(C, +, +), (+,C, +), (+, +, C)}

= P[A] - P[B], luego son independientes.

2 Dados dos sucesos R y S de un mismo experimento aleatorio tales que:
P[R] =0,27 P[S']1=0,82 P[RU S] =04
Calcula las siguientes probabilidades:
P[S], P[RN S], P[(RUS)'] y P[R'U S']
P[S]=1-P[S]1=1-0,82=0,18
P[RN 8] =P[R] + P[S]-P[RU §]=0,27 + 0,18 — 0,4 = 0,05
P[(RUS)T=1-P[RUS]=1-0,4=0,6
PIRUST=P[(RNS)]=1-P[RNS]=1-0,05=0,95

3 Dadas esta urna y la siguiente tabla, copia en tu cuaderno y completa la tabla:

D! Q| Q@ |ToTAL
2
TOTAL
Calcula:

b) P[Q N 1], P[D/1], P[1/Q)]. Explica el significado de estas probabilidades.
o P[Q/1], P[Q/1]

d) El suceso “1” es independiente con uno de los sucesos D, @ o @. ;Con cudl? Explica por qué.

9 9 Q |TOTAL
1 3 1 2 6
2 2 1 1 4
TOTAL| 5 2 3 10
.5 _1 .2 _1 .3 _ 6 _3 _ 4 _2
a)P[J]—lo—z,P[Q] 0 5,P[O] 10,1’[1] 10 5,1’[2] 10°5
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b)e P[QN1]-= liO Significa P[bola roja con el ndmero 1].

PlD/1] % L Sabemos que la bola tiene un 1. ;Cudl es la probabilidad de que sea roja?
P1/Q] = % Sabemos que la bola es roja. ;Cudl es la probabilidad de que tenga un 12
2_1
o P[Q/1] PIQ/1] =<3

d) El suceso “1” es independiente respecto a (@ porque P[Q/1] = P[] = %

No es independiente respecto a @ porque P[@/1) # P[], ni es independiente respecto a @ por-
que P[Q/1) = P[Q].

4 Extraemos al azar una bola de la urna A y la metemos en B. Removemos y volvemos a extraer al
azar una bola, pero esta vez de la urna B. Calcula las siguientes probabilidades:

a) P[12Q y2.2Q], P22Q/1.2Q]
b) P[1.2Qy 2.2 Q], P[2.2Q/1.2Q], P[2.*J]
o P22 Ql, P12Q/22Q)

2 2 2 4
/,"'"‘ug Z/YQ Pl12Q y22 Q) = 5 4" 12
, .9 299l .
7( %\Ao P[laQ y 2.2 Q]: g Z: E
Q99 S o
® Z PA@y2: Ol - o te L
ER 9 |/
%\‘Q P[1,agy2.ag]:%_%zﬁ

2) PI1:Q@y 22 Q@ = %% 12=%

PRAQINAQ] = %

b) P12 @y 22Q] = T p =15

PRAQNAQ] = %

PR2QJI=P12Qy22Q] + P[12Qy 2.2 Q] = %ﬂs_z

o PRAQI=P12Dy2 Q)+ P[1.2Qy2.2Q] = %=1_72
anam . L@y 22 Al 112 1
Pl12Q/22Q)] = Toag] 373
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5 Un grupo de 15 personas van a ver una pelicula, 9 de las cuales quieren ver una de miedo, y 10, una
de accién. Hay tres parejas que no soportan las peliculas de miedo; entre ellas, Marcos y Lidia, que
tampoco les gustan las de accién. Al final han comprado entradas para la de accién.

a) Si se pregunta a uno del grupo al azar, ;qué probabilidad hay de que le haya gustado la eleccién?
b) Y si le ha gustado, ;qué probabilidad hay de que no le hubiera importado ir a la de miedo?

©) Si se pregunta a uno de los que les gustan las peliculas de miedo, ;qué probabilidad hay de que
esté conforme con la eleccién?

Como hay 2 personas que no soportan ni un tipo ni otro de peliculas, en total son 13 las personas que
quieren ver peliculas de miedo o de accién. Por tanto, hay 6 personas a las que les gustan ambos tipos
de peliculas.

Teniendo en cuenta el resto de los datos, tenemos:

a) PlaccioN] = 10 _2 b) P[MIEDO/ACCION] = 6 _3

15 3 10 5

2

¢) P[ACCION/MIEDO] = 5

NC1oN

6 Berta ha ido al cine, al teatro o de concierto con probabilidades 0,5; 0,2 y 0,3, respectivamente. El
60 % de las veces que va al cine se encuentra con amigos y se va de marcha con ellos. Lo mismo le
ocurre el 10 % de las veces que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto.

a) ;Qué probabilidad hay de que se quede de marcha?
b) Si después del especticulo ha vuelto a casa, ;qué probabilidad hay de que haya ido al teatro?

0.6 __»AMIGOS P[CINE y AM] = 0,5 - 0,6 = 0,30
CINE/
0.5 0,4 NO AMIGOS P[CINE y no AM] =0,5- 0,4 =0,20
02 yAMIGOS P[TEATRO y AM] = 0,2 - 0,1 = 0,02

<~ ° ., TEATRO
o,\gwo AMIGOS ~ P[TEATRO y no AM] = 0,2 - 0,9 = 0,18
0.3 0,9 _»AMIGOS P [cONCIERTOY AM] = 0,3 - 0,9 = 0,27
CONCIERTO<
0,1 NO AMIGOS P [CONCIERTOy no AM] = 0,3 - 0,1 = 0,03

a) P[am] = P[CINE y AM] + P[TEATRO y AM] + P[cONCIERTO y AM] = 0,30 + 0,02 + 0,27 = 0,59

P[TEATRO y no AM]
P[no AM]

b) P[TEATRO/NO AM] = . Calculemos:

P[TEATRO/NO AM] = 0,18

Plnoam] =1-P[am] =1-0,59 = 0,41

(También se podria haber calculado sumando P[CINE y no AmM] + P[TEATRO y no AM] + P[CONCIER-
TO y no AM]).

0,18
0,41

Esto significa, dicho de forma ingenua, que de cada 100 veces que vuelva a casa pronto, en 44 de ellas
ha ido al TEATRO.

P[TEATRO/NO AM] = = 0,44




