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Funcién derivada

m Continda escribiendo las razones por las cuales g(x) es una funcién cuyo comportamiento respon-

de al de la derivada de f(x).

/’

* Enelintervalo (4, 6), f(x) es decreciente. L /4
Por tanto, su derivada es negativa. Es lo que y4
le pasaa g(x) en (4, b). )4

* La derivadade fen & es0: f'(6) = 0. / Qe
Y también es g(4) = 0.

* En general:

2(x) =f"(x) =0 donde f(x) tiene tangente
horizontal.

2(x) =f"(x) >0 donde f(x) es creciente. N, g \
2(x) =f"(x) <0 donde f(x) esdecreciente. “ \

x) = £\

=
1
=

m Las tres graficas de abajo, A, B y C, son las funciones derivadas de las grificas de arriba, 1, 2y 3,
pero en otro orden. Explica razonadamente cudl es la de cada una.

1)B

1 2 3
2) A
\
3) C \
La derivada se anula en los puntos de tan- \
gente horizontal, es positiva donde la funcién .
es creciente, y es negativa donde la funcién
decrece. \
A B C
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1 Halla, paso a paso, las derivadas siguientes:

2

a) 4x—x” en x5=3

b) ,73 en x, 2
1
1 —
c) en x, = 2

d) (x-3)% en x5=1

fB+h)- fB3) 4B+h)-B3+h)? -3 12+4h-9-6h—h*-3 ,
2 h - h ) h h-2

o fBrh-fB) i
R

b) f(2+h})1_f(2) ) (2+h£3—8 ) 8+12h+6}1112+h3—8 W bhala

@)= lim M = lim (h? + 6h + 12) = 12

5 f(2+h})l—f(2): 211;1_%:2(}12)
f &=, w AT

d f(l+h})1_f(l)=(l+h_h3)2_4=(h_2}32_4=h‘4
f = lim M = lim (h—4) =4

2 Halla, paso a paso, la derivada lateral £'(0*) de f(x) = Jx y justifica la respuesta.

Si hso0, SO+h)-f0) yh-0_1

h h Jh
o flO+h)-f0O 1 . o
hlzno T © hh—;;”oﬁ = +00 — No existe f'(0%).

3 ;Qué condicién debe cumplir una funcién, f; para ser derivable en el intervalo [1, 5)?

Para que f sea derivable en [1, 5), debe serlo en el intervalo abierto (1, 5) y, ademds, debe existir la

derivada lateral f7(1%).
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4 Estudia la derivabilidad en xy =3 de la funcién:

x“—3x, x<3

f@ = {3x 9, x>3

* Continuidad en x; = 3:
, o, 2 _
iy 9= -39

lim £ ()= lim(3x=9)=0 Jim, fx)=f(3)=0

Por tanto, f(x) es continua en x; = 3.

* Derivabilidad en x; = 3:
lim f'(x)= lim 2x-3)=3= f'(3")
x—>3" x—>3"
lim f'(x)= lim 3=3= f'(3")
x—3* x—3*

Las derivadas laterales existen y coinciden.

Por tanto, f(x) es derivable en x;=3. Ademds, f'(3) = 3.

5 Estudia la derivabilidad en xy =0 de la funcién:

x“—5x+3, x<0
f(x)={—x2+2x+3, x>0

* Continuidad en x; = 0:

lim_ f(x)=lim (x*-5x+3)=3
x—0" x—0"

I =3. Ademis, £(0) = 3.
lim F)= lim (2 + 24 3) =3 [ 00y /(=3 Ademds, f(0) =3
x—=0* x =0

Por tanto, f(x) es continua en x; = 0.
* Derivabilidad en x, = 0:
9 { 2x—5 si x<0 . x/in%_f(x)lei%_(Zx—5)=—5=f(0_)
X) =
2 sixn0 | b f@= o (2x4D)=2= £0Y)
x—0* x—0*

Las derivadas laterales son finitas pero no coinciden. Por tanto, no es derivable en x; = 0.

6 Estudia la derivabilidad de la siguiente funcién en x = 0:

——x, x<0
f(x):{& x>0

* Continuidad en x; = 0:
lim f(x)= lim (- J=x)=0
x— 0" x— 0"

i ()= lim (=0 [ /0970 Ademis, f0)=0.

Por tanto, f(x) es continuaen x; = 0.

* Derivabilidad en x, = 0:

1 .
si x<0 lzm )= lim =+00
24— _
Feg-] 2 = o 2”
ﬁ si x>0 x/i%+f(x)—x/i% F‘*’“

Las derivadas laterales no existen al ser infinitos los limites. Por tanto, no es derivable en x, = 0.
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7 Calcula m y n paraque f(x) sea derivable en |R:
2
f&) = { 2

x“—mx+5, x<0
* Si x# 0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.

—X“ +n, x>0

¢ Continuidad en x = 0:

, _ , 2_ _
xlz}é_f(x)—xll_i)no(x mx +5)=5

, _ , _ 2 _
xli%+ f(x)-xlz)%o( X“+n)=n
f0)=5

Para que f(x) sea continuaen x =0, hadeser: 7n=5.

* Derivabilidad en x = 0:
Uim_ 9= lim (2x—m)=-m= £0)
. S =t ~2x=0= 1109
Para que sea derivable en x=0, hadeser: —-m=0 — m=0

Por tanto, f(x) es derivable en R para m=0y n=>5.
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1 Utiliza las reglas de derivacién para calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones:

Q) f() = 122 b f () = 1=%

_ 1-x _ l-zgx
f @ =l l+x Of e = l+zgx
e)f(x)=\/@ £) f(x) = Ines*
g) f(x) = y3**1 h) £(x) = log(sen x - cos x) 2
i) flx) =tg2x+sen’ x j) f(x) = sen{x+1.cos yx -1
k) f(x) = 7°" @* 1) 1) f(x) = sen(3x> — 2yx +32x)

m) f(x) = Vsenx +x% +1 n)f(x):coszS«/x+(3—x2

1 _—1'(1+x)—(1—x)'1_—1—x—1+x: -2
2.f16 = (1+%)° (1+%)° (1+%)°

b) Utilizamos el resultado obtenido en a):

£ =

-1

1 -2 _
1-x ‘ 1+X2_ —x)(1+2)°
2T 14297 Y1-21+x

¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):

fr(x) — 1 -2 -2 (l + .X') _ —2
1

—x (1+x)?2 ) (1-2)(1+x)2 -

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

f(x)=In(1-x)—In(1+x). Derivamos:

vy =L 1 Zl-x—l+x__ -2
S = I-x l+x 1— 2 1— %2

2 2
d)f'(x): _(l+tg x)(1+fgx)—(1;tgx)~(l+tg .X') _
(1+12g x)

~ (1+tg2x)[—1—tgx—l+tgx] ~ —2(1+tg2x)

(1+tgx)2 (1+tgx)2

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

e _——2 . p =2 1+t )=_
f'®) TR [7g «] (1+tgx)2(+tg x)

e) Teniendo en cuenta el resultado obtenido en d):

£ = 1 —2(1+tg2 x) —(l+tg2 X)

) [1-1gx (1+tgx)2 ‘/(l—tgx)(1+tgx)3
l+tgx

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando los resultados del apartado en b).




Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivaciéon VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

f)f(x) =In W=[n€(tgx)/2=tg7x

£ = 1+tg X

g)f(x) = Wza(ﬁwl)/z
Fog=gee . Lo i3 e

h) f(x) = log (sen x - cos x) 2.2 [log (sen x + log (cos x)]

1) = cosx 1 —senx _ 1 |__2 .coszx—senzx:
senx In10  cosx 10| [n10  senx-cos x

_ 4 cotx—sen’x __4  cos2x _ 4
10  2senx-cosx  In10 sen2x [n10-1g 2x

De otra forma:

Fx) = log (sen x - cos x)* =2 log < sen 2x )

cos 2x 4
S0 = anO (sen 2x)12 ~ n10-1g 2x

i) fx) = Ztgx-D[tgx]+25€nx-D[senx]=2tgx-(1+tg2 x) + 2sen x - cos x = 2 (tg x + tg x) + 2sen x - cos x

) £ - cos yx +1 - cos «/x L sen dx+1-(=senx—1)
’ B 24x + 2yx -1 B

_cosyx+1-cosx —1 B sen {x +1 -sen yx —1
2eel 2051

k) f'(x) = 7‘6”(’52* V.7 . Dlsen(x?+1)] = 7‘”’(’62+ D7 2xcos(x? + 1)

D) f'(x) = cos(3x5—2«/}+3«/ﬂ) (ISx —L 3;\//—7)

m)f’(x) = %.(co:x.kz’x‘)zw

24sen x + x> +1 2«/.cenx+x2+1

n)f(x)—2cosm —senm 1+2(3 X) - (l)_
[ N+ B =xD))?

_ =2 cos 3«/x+(3—x)2.cm 3\/x+(3—x)2-(2x—5) _ (5—2x)-sen(23«/x+(3—x)2)
33x+(3-02)? 30+ 3-2)2

2 Halla las derivadas primera, segunda y tercera de las siguientes funciones:

a) y=x> b) y =xcosx o) y=sen’x+cos?x+x
a)y:x5 - y'=5x4; y”=20x3; )/”':60962
b)y=xcosx — y'=cosx—xsenx

y"'=—sen x — sen x — x cos x = —2sen X — X ¢0s X

9= =2cos x — cos x + x sen x = —3c0s x + X sen X
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o f(x) = 3sen” x - Dsen x]+ 2cos x - D[cos x] + 1= 3sen” x - cos x — 2cos x - sen x + 1
" 2 2 2 2 3
f"(x) = Gsen x - cos x — Bsen” x - sen x + 2sen” x — 2cos” x = Gsen x - cos” x — 3sen” x + 2sen x
f"'(x) = Gcos x - cos® x + Gsen x - 2cos x - D{cos x] — 95en’ x - Dsen x] + 4sen x - D [sen x] — 4cos x =

2 2
=60053x—125m x - cos x — 9sen x'cosx+4senx'cosx+4£05x«senx=

2
= Geos® x — 21cos x - sen” x + 8cos x - sen x

3 Calcula f'(1) siendo:
x3Bx 4
2°/3x2

4
_x3Bx 4 kM3 LB 3B A a0 B0t 13m0
flo) = e = = = "X
S 5315 255 2 2

[ =

15 4 15 4
vy . A9-et 13 7o 13 °¥9-e 30/17
SO =55 "% 7

13 15«/§-€4

Por tanto: f'(1) = 0

4 Calcula f '(%) siendo:

[ @) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x

sen12x

fx) = (60.\‘2 3x — sen’ 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x = 3

f'x) = W = 6cos 12x

Por tanto: f” (%):6-0% lén =6.-cos(2M)=6-1=6

5 Calcula f'(0) siendo:

fx) = ln«/x2+x+l—%-(2x+1)2

fx) = ln«/x2+x+l—%(2x+l)2 = %ln(x2+x+1)—%(2x+l)2

' 4(2x +1)
()= L. 26+l 4 (50, )2 2+l )
f 2 XPix+l 3 2x% + 2x + 2 V3
x4l 8x+d4 _—16x7— 24"+ (23 -24)x+3-8
2% + 2x + 2 3 3 (2x% +2x+2)
3-8

Por tanto: £'(0) =
£'0) o
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1. Funcién derivada a partir de la definicion de derivada

Hazlo tu. Obtén la funcién derivada de la siguiente funcidn utilizando la definicién de derivada:

_ 1
f(x)_x+l
Representa las gréficas de f'y de f.
_ 1
foe+b) = x+h+1
_ 1 1 x+l—x-h-1 _ —-h
S+ ) =f) = x+h+1l x+1 (c+h+D)(+1) (+h+1)(x+1)
f(x+h)—f(x)_ -1
h T (x+h+1)(x+1)
y 1 1
f(x)‘h[i”o (x+h+])(x+1) (x+1)?
iy
is
i 4
H s

—

EuSSiuSRERESES
-5 —4 -3 -2 -1
SRR
)

l
T
1
T

—

2. Estudio de la derivabilidad de una funcién definida a trozos

Hazlo tu. Estudia la derivabilidad de la siguiente funcién:

P +b4x+2 si x<—-1
flo) =143 si —1<x<1
3x si x>1

Representa las grificas de fy f"

f(x) estd definida por funciones polinémicas en los intervalos (oo, —1), (=1, 1) y (1, +oo). Por tanto, es

continua y derivable en ellos.

En x=-1 es continua porque /i;ml fl) =f(-1) =-1.
sl
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En x=1 nolo es porque no existe /z’m1 f (%) ya que los limites laterales son distintos:
X —

lim x> =1
x—1"

lim 3x=3

x—1F

No puede ser derivable en x =1 por no ser continua.

2x+4 si x<-1 C1)=2
f(x) = 3x? si —l<x<l — {f,_ "~ — No es derivable en x=—1.
3 si 1<x f14)=3
Grifica de f(x): Grifica de f"(x):
4 Y/ oY
2
X X
-4\ =2 2 4 -4 | A 2 4
k) =2
—4 -4
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3. Reglas de derivacion

Hazlo tu. Calcula las derivadas de estas funciones:

_ x-1
S0 = (2x -3)2
b) f(x) = 33-4>

o) fx) = —x3e?*

d) f( x) - sen23x

_ 3 —2x?
) f () = ln ((3x+1)2-3x)

(2x—-3)?—(x-1)-2(2x-3)-2 _ 2x=3)—4@x-1)  _2x+1

DI (2x —3)4 (2x-3)° C (2x-3)°
2 2
b) ()= Box)5 = )= L BB (a2 3 (3_,3)=45_ B3
" ) SWms i s i 535G -4

Q) () =3x2 e¥ —x? ¥ . 2= e x2(2x + 3)

d)f'(x) = %6053X-3=%c‘053x

_ _ 2_ _ 1 _ —4.X' _ 6 _
O f9 = n(3-2) = 2n(Bx+ D =x 3 = f9= =27 2603
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4. Funcién continua y derivable

Hazlo tu. Calcula @ y & para que f sea derivable.

f(x)={

223 -1 si x<1
ax*+b si x>1
6x% si x<1
2ax si x>1

o |

Si x= 1 lafuncién es derivable. Estudiamos ahora su derivabilidad en x = 1.

* f debe ser continua en x = 1:
Iim (2% —1)=1

x—>1"

D=a+b; It =
S =a xz_7>n1f(x) < lz’m+(ax2+b)=a+b

x—1

Para que f sea continuaen x =1, debe cumplirse que « + 6= 1.

* f debe ser derivable en x = 1:

faj=eo
f'(1%) =2a
Para que f sea derivable en x =1, debe cumplirse que 24 = 6.

a+b=1
2¢=6

20=6 > a=3 > 3+b=1— b=-2

Resolviendo el sistema { , obtenemos los valores pedidos:

Por tanto, si 2=3 y b=-2 lafuncién es derivable.
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5. Funcién derivada

Hazlo ti. Calcula la funcién derivada de esta funcién y representa f'y f
f&x) =]2-x|+]|x+1]

5 2—x six<2 1 —x—-1 si x<-1
|2 -] = 2+x si x22 [ 1] = x+1  si x2-1

1-2x  si x<-1
fx) =13 si —1<x<2 — Esuna funcién continua por ser suma de funciones continuas.
—1+2x si 2<x

-2 si x<-1
f'(x) =70 si —l<x<2
2 si2<x

f'(=17)==2, f'(-1") =0 — No es derivable en x=-1.
f'(27)=0, f'(2*) =2 — No es derivable en x = 2.

Grifica de f(x): Grafica de f"(x):
o/ 4
& 2 Y, S —
2 v 4 -2 2 4X
) 2| 4 ~
=2 —4
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6. Valor de un parametro para que f sea derivable

Hazlo tu. Halla el valor que ha de tener 4 para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en todo R:

f(x)={ax4—2x2—2 si x<0

Py si x>0

f(x) estd definida por funciones polinémicas en los intervalos (—eo, 0) y (0, +e0). Por tanto, es continua
y derivable en ellos.

Continuidad en x = 0:

/Zno f(x) =f(0) =—2 — Lafuncién es continua para cualquier valor de a.
X

Derivabilidad en x = 0:

dax® — 4x i (07) =
flx) = zzx X : ’; ig : ']; '§g+;=g — f(x) es derivable para cualquier valor de 4.

Por tanto, la funcién es derivable en IR para cualquier valor de 4.
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Obtencién de los valores de dos parametros para que la funcién sea derivable

Calcular los pardmetros a y b para que la siguiente funcion sea derivable en x = 1:

Pr2lib.e* 1 si x<1

fe)=y , %

si x>1
x+1

Como queremos que la funcién sea derivable en x = 1, primero debe ser continua en dicho punto.

lim f(x)= lim <x2+£+b~ex_l>=l+a+b
x—1" x—1" X
lz'mlf(x)z — l+a+b=1— a+b=0
¥ lim f(x)= lim 2

x—1* x—1t x+1

Ademis, como f(1) =1+ a+ b, la relacién anterior garantiza la continuidad en x = 1.

Por otra parte, para que sea derivable en x =1, las derivadas laterales en dicho punto deben ser iguales.

2x——ﬂz+b-ex_1 si x<1 = f'(17)=2-a+b
J6) = 2x = 2-a+b=-
- - an- 1
e st x>1 = f'(1%)= 3

|

Resolvemos el sistema y se obtienen los valores buscados:

a+b=0

2 45
_4+z;=_% > a=p b=y

Simplificacion de la funcién antes de derivarla utilizando las propiedades
de los logaritmos

Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a)y=1In {3 cos’ x b)y:ln‘/%

a)y=ln(3xcos3x)l/2= %(xln3+3lncosx) - y'=%<ln3—3w>= In3 —itgx

cos X 2 2

_ x_ 2_ 12 _ 1 2 ' 1 2x _ _x
b)y=mh4—in(x"-1) xin 4 2ln(x 1) > y'=h4 12T In4 2

Puntos de derivada nula

Calcular los puntos de la siguiente funcion en los que la derivada se anula:

f(x)=2x.100 - x?

3 3
69 = 2x {100 — 22 = J4x% (100 — %) = {40052 — 4x* — fi(x) = 800x—16x" _ 400x — 8x
29400x% — 4% {400x% — 4x*

f'x) =0 — 400x - 8x3=0 — x= {50, x=-+50, x=0 (no vilido porque en ese punto se anula el
denominador de la derivada).

x= 50 = F(/50)=2-450-y100-50=2-50 = 100
x= =50 = f(=/50)=2-(=y50)-4100-50 = -2.50=-100
Los puntos son (=450, -100) y (/50,100).
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4. Ecuaciones de las rectas tangentes a una funcién en varios puntos

Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes de la siguiente funcion en los puntos de abscisas x = 0

y x=3:
_ (x—1)?
fe- B0
f0)=1
@ =4
e
£ = 21 —(x-1D%¢" _2(6-D-(x-1D> _ 2x-2-xP+2x-1 _-x"+4x-3
2x X X X
e € e e
f0)=-3
f3)=0
En x=0 larecta tangentees y=1—3x.
En x=3 larecta tangente es y= iS
€
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Para practicar

M Definicidon de derivada

1 Halla la tasa de variacién media (T.V.M.) o cociente incremental de las siguientes funciones en
los intervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h].
A f(x)=x?+1 b) f(x) =7x-5 ofx)=3 d) f(x) =2%
:En cuiles de ellas es constante la TV.M.? ;Qué tipo de funciones son?
Q) flx) =x2+1
En[3,-1] — TvM.- DS

2
En [0, 2] - TVM.= M=2
En [2, 5] —  TVM.-= M=7
En[l,1+h] — TVM.= f(1+hil_f(1)=h2}+12h=h+z
b) £() = 7x— 5
En[-3,-1] — TVM. = w=7
En [0, 2] —  TVM.- M=7
En [2, 5] - TVM.= M=7
En(l,1+h T.V.M.:Mz%=7
o flx)=3
En[-3,-1] — TVM.-= ww
En [0, 2] —  TVM.-= M:O
En [2, 5] >  TVM.= M:O
En[l,1+h] — T.V.M.:M:O
d) fx) = 27
En[-3,-1] — TVM.= w=%
En [0, 2] -  TVM.-= M:%
En [2, 5] S5 orvm - [OS@ (5);f @ -2
. h
Enll,1+h] — TVM.= f(1+hi1—f(1)=21 ;—2=2(2h‘1)

La funcién b) f(x) = 7x—5 es una funcién lineal y la T.V.M. es constante.

La funcién ¢) f(x) =3 es una funcién lineal y la T.V.M. es 0 (constante).
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2 Halla con calculadora el cociente incremental % para xy=2y h=0,1 de:

a) f(x) = Jx
b)f(x) =x*-5x+1

9f@=1

x
Compara resultados con las derivadas de estas funciones en el punto de abscisa 2.

3 Af _f@D-f@ _ 21-42 49

h 0,1 0,1
‘o) = —L )1 _
[ = o - f(2)-2ﬁ 0,354
Af  fQD-fQ) _ 2,1°-5-2,1+1-(-5) _
b) h 0,1 N 0,1 =-0,9

F@=2x-5 = f(2)=2-2-5=-1

11
Af  fQN)-f2 2,1 2
c) nc o1 =01 =-0,238

f@="1 - r@=-=1--025
X 2

3 Halla con calculadora el cociente incremental % para xy=7/3 y h=0,01 de:
a) f(x) = sen x
b) f(x) = cos x
ofx)=1tgx

Compara resultados con las derivadas de estas funciones en el punto de abscisa /3.

N Ahf ] f<%+0,01>—f<§)_ sen<%+0,01>—sen%

0,01 B 0,01 =0,496
f'(x) =cosx — f" <%>=cos%=0,5
T T T T
- +0,01) - f {5 = +0,01)—cos =
b)Af__f<3+ ) f<3>_cos<3+ ) 6053__0869
h 0,01 ) 0,01 T

f'x) =—senx — f <%> = —sen % =-0,866

0,01 - 0,01 -

) Ahf _ £ (5-001)-(3) tg<%+0’01)_tg%_4 07

F@=—t— o f(F)-—L-40

cos X
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, . ,  sen(m+h)—senm . . .
4 FEl limite hlzmo ( h) es la derivada de la funcién seno en el punto de abscisa T, es
ﬁ
decir, sen'(m). Por tanto, el limite es:
sen' (1) = cos (M) = —1

Calcula andlogamente, es decir, a partir de las reglas de derivaciéon que ya conoces, los siguientes

limites:

) Jim, @ b fin, S

) hli%o @_2 - 2‘1M=% b) h1@0$=€2
c)x/@3(’52‘3+31)‘1=2.3—3=3 d)x/@4%=3~42=48

5 Utiliza la definicién de derivada para hallar:
a) f'(3) en cada caso:

f(x) 3x 2 f(x) = x2_4 f(x) 2+x

b) f'(2) en cada caso:

f@=2=L  f)=ix+2  f@)=(x-5?
fB+h) - f(3) . (3h/7) 3
D fO = o T =l S
fG+h)-fG) . h246h
R S N I
wra .  JBHR-FG) 0 oh
R T TN A
s oy JEED Q@) >
b+ f1(@) = dim S i 2=

. F(2)= f(2+h) f@ 11

h W hez 4

fQ+h)-f)
h

* f'(2) = h/z’_7>no = lzmo (h-06)=-

6 Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x).

2 f) = 2241 b) f(x) = 32— 1 9fe=x+ 1

Of@ =15 o f(®) =x2—x £)f@) = fx?+1
SGc+h)+1  5x+1 S5h

0 f =t LW gy 2 D gy 25
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[Blr+h)?—1]-(Bx"-1) _

2

b)f) = hlzno h hlzno h h—0 h
Flerh) = £ x+h+ lh—x—l 2 by
A ) x+h : =hlinoﬁ=l—é
) 11
R e S N
e (x—2)~le+h—2) B (x:12)2

fx+h)— f(x) )

00 g, T

fx+h)— f(x) )

0= fin, 2

[(x+h)?—(x+h)]=(?=x)

2
h h +2xh—h=2x_1

h

= lim
h—0

lim
h—o0

lim \/(x+h)2+l—«/x2+l ~
T =

h—0

W+ h)2+1 =2+ D+ h) 241 +4Yx2+1) ~

(x+h)2+1-(2+1)

= lim
h—0

2xh + h?

h(f(x+h)2+1 +4x2+1)

b0 h(«/(x+h)2+1 +\/x2+1) )

2x+h

= lim = lim
h_>0h(«/(x+h)2+1+«/x2+1) h=0 Je+ h)2+1+4x2+1

M Reglas de derivacién

_ 2x _ X
20x2 1 YxP+1

7 Calcula la derivada de las siguientes funciones:

ay- 53 bl S
ay=(0.5- 5] 0 y= V3 hy= @x-3)
2y 2x - (3 +(ig:;,;22_3).2x i (lefz)z
by’ (2—x)24r(;x_+:))4.2(2—x) ) (;jj)a
Jy'= 6x.<x+&)_3x2.(1_ﬁ>= 15x% + 657 - x
(v +4x)? 2yx - (x +4x)?
9= 5(05) - (0s-45)
) y'=DEB x) = %%x—m _ 3@23& ) %
f)y'=7(2&—3)6-2.2¢&=%@¢;_3)6
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8 Halla la derivada de estas funciones:

3
I =<x2+1)
)= (x+1)2 by x
=% d =1—4x2
)y 2x+1)3 )y X —4x+4
2/3
_(1=x _2, 4
e)y_<l+x) f)y_x*-Z
2) = 3x2-(x+1)2—x3-2-(x+1) :xz-(x+3)
(x+l)4 (x+1)3
2
S I I o Y PP e
Q) ' (2x+1)3—x-3(2x+1)2:(2x+1)—6x: 1— 4x
(2x+1)6 (2x+1)4 (2x+1)4
4y “2x(’ —dx+ 4) - (1-2") 2x—4) _ 2x(x-2)°—(1-+")-2(x-2) _

(x* — 4x + 4)? (x—2)*

| 2x(=2)-(1-x)-2 _ 4x_2
(c=2)° (x=2)°

¢) r=;<l—x>_l/3.—1-(1+x)—(1—x)=;<1+x)_1/3~—1—x—1+x_
775 1w (1+x)? 3\1-x (1+x)2

2 -2 -4

3 (1—0B. 140" 31 _n+2)°

9 Deriva las funciones siguientes:

2
a)y=e¥(x-1) b)y= (l—xx)

e
c)y=«/? d)y=mh@2x-1)
- ere” fy="Te*

V= e Jy=7e

a)y'= 4-e4x-(x—1)+e4x-l=e4x-(4x—3)

b)y'=

;2. (1=x)-F—(1=x)2. ¢ _ 2. (1-x)-(1=x)?2 _ x>+ 4x -3

2x x
14 14 4

o252 2572

VN T

2
Dy'= 2.
0y (€=M —(F+e™? 3ueF o F o2 4
(x e—x)z (€x _e—X)Z (ex _ €_x)2
£) y'=-7e>
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10 Deriva estas funciones:

a)y=ln(x2—1) b)y=hil-x
c)y:ln—xx d)y:ex2+1
- 3 - 1
e)y=In <tg x) f)y=m (ln x)
’ 2x
a) y'=
7 x* -1
-1

Lo x® L
X X l-x-Inx
C)}/— 2x - X - X
e x-e
d) y'=2xe¥ 1

. x
3 x? 2, 3
tg o X"tz "
fy- L L.(_L)=_ I
g ni L1 % xin L
X X
11 Calcula la derivada de estas funciones:
a) y = sen’ x b) y = sen x?
2
) y = sen x cos? x dy=_Sen-x
1+ cos? x
€) y = sen? x? £) y=cos® 2x+ 1)

a) y'= 2sen x - cos x = sen 2x
b) y'= cos x* - 2x = 2x cos x°

' 2 3 2
C)_y= cos x - cos” x — 2cos x - sen x - sen x = cos® x — 2sen” x cos x =

= cos x—2 (1- cos® X) cos x = cos® x — 2cos x + 2c05° x = 3cos® x — 2cos x

d)y'- 2sen x cos x - (1 + cos? X) + 2cos x sen x - sen” x B
(1+ cos? x)2
3

_ 2sen x cos x + 2sen x cos” x + 2cos x sen x _

(1 + cos® %)*
2sen x cos x - (1 + cos” x + sen” X) _ 4sen x cos x
(1 + cos® %)* (1 + cos® x)?

€) y'= 2sen x* - cos x* - 2x = 4x sen x> cos x*
£) y'= 3c0s> (2x +1) - [=sen(2x +1) - 2] = — 6sen (2x + 1) cos®> 2x +1)
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12 Deriva las funciones siguientes:

a) y = cos® (7x?) b)y= tgx?2 oy= log2l

x

d)y=3«/senx2 e)y= —i+§x f)y=x+x
-2x

a)y'=5 cos? (7x%) - (=sen (7x%)) - 14x = —70x cos? (7x2) sen (7x°)

2 2
b)y'= <1+tg2x7>-%=x+xtg2x—
o) y=log, 1 - log, x

1.1 _ -1
)= x 2 xin2

d)y'= 2x - cos x>

) 33«/56712 X2

2. (1-2x)+(1+2x)-2 4
(1-2x)2 C(1-207 2

ey'= = - -
7. [1+2x 7. 1+ 2x a 2)2 /1+2x
1-2x 1-2x —2x
4 1+2x (12207 (14 2¢
Ja-29 r 2 =297 (1429

1 )_ 24x +1 2yx +1

f) y'= 1 1+ = =
)7 2x+«/§< 2Vx ) 4fx x+x 4«/x2+x«/;

13 Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las propiedades de los

logaritmos:
3
= 2 _ x? -1
a)y=In ,1+x b)y = In(x tg x) c)y—ln( 2 )
_ X, 2 = X - X
d)y=In (2. sen” x) ey ln4/x+1 )y In (sen |e¥)
_ l-x _1 ) —
a)y=In 1+x—2[/n(1 x)—In(1+x)]
_[ I S S Pl I
—x 1+x ) 1— %2 1— %2

b)y= /n(xtgx)2=2[/nx+ln (tg x)]

l+tg X

y—2 _2 + 2 cotgx + 2tg x
x

2[L+L+tgx

X g x X g x

3&
Q) y= ln( ) 13«1 2 1-lnx*-= 1ln(x -1 -2nx

1 2x 1 2 2
s —2. 1.2 _
x"=1) X 3kx“-1) X
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d)y=mQ2" sen® x)=n 2% + In sen® x) = x In 2 + 2 In (sen x)

Y= n2+2. 55X _jpo, 2
sen x g x

e)y=%-(lnx—/n(x+1))
'=L.(L_ 1 ) 1
7 2 \x x+1 2x% + 2x
£) y= ln(sen &)
1 x2 x/2
e € heose =eX/2-c05@
sen 72 2sen |é*

Pagina 169

M Derivabilidad

14 Observa las grificas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:

b \ /
a) ) \ ' 9
\ Ny NG 5l A
\ 3
f
\
d e £)
4 |
\ | ” \
\ / 14 -
\l/ \|/ 1 [
1 T2 | 4
_ ) T_l 3
I ‘T

:Alguna de ellas es derivable en todo IR?

a) No es derivable en x=-1 (tiene un punto “anguloso”), nien x =2 (no estd definida la funcién).
b) Es derivable en todo R.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

d) La funcién no es derivable nien x=-2 nien x=2 porque en estos valores tiene puntos angulosos.
e) La funcién no es derivable en x =0 porque no estd definida en ese punto.

f) La funcién no es derivable en x =2 porque no estd definida en ese punto.

La unica funcién derivable en todo IR es la del apartado b).

15 Esta es la gréfica de una funcién y = f(x). Calcula, observindola:
[0, £1() y £103).

:En qué puntos no es derivable?

)
N

* En x=-1, larecta tangente a f es horizontal; su pendiente es 0.
Por tanto, f'(-1) = 0.

* En x=1, f esuna funcién constante. Luego f"(1) = 0.

* En x=3, f esuna recta que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 5). Calculamos su pendiente:

. 5__1 = ! =
m= 2. Por tanto, f'(3) =2.

* Noesderivableen x=0 nien x=2, yaqueen ellos observamos que f'(07) = /"(0*) y f"(27) =f"(2).
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16 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos que se indican

y represéntalas:
3x—-1 i x<1 —x2 si x<0
a)f(x)={x2+x si x21 en x=1 b)f(x)={x2 si x20 en x=0
2x -1 si x<3 3x—-2 sixs<2
c)f(x):{x2_4 si x23 en x=3 d)f(x)={3x+l si x>2 en x=2
a) Continuidad en x = 1: Grifica:
I = I -1=2
- S0= fn By o
lim f(x)= lim (x?+x)=2( f(x) escontinuaen x=1. 8 /
x—1" x—1" P
f(1)=2 s /
1
Derivabilidad en x = 1: 5
. /
, 3 si x<1 — 7
f(x)={2x+l si x>1 1
i
,fuv=3} .
Lo f(x) esderivableen x=1 y f'(1) = 3. /
fan=3
b) Continuidad en x = 0: Grifica:
, , 2 |
lim f(x)= lim —x"=0 .
x—>0" x—0" =
lim f(x)= lim x*=0 f(x) escontinuaen x=0. \l2
x—=0* x—=0*
f©=0 TR
=2 \
Derivabilidad en x = 0: L4
. \
, —2x si x<0
[ = {Zx si x>0
_f%o—>=0} .
o f(x) esderivableen x=0 y f'(0) = 0.
f09=0
¢) Continuidad en x = 3: Grifica:
lim f@)= lim (2x-1)=5 2
x— 3" x—3" n
lim f(x)= lim (x> —4)=5( f(x) escontinuaen x=3. .
x— 3" x— 3" °
6 /

£3)=5

Derivabilidad en x = 3:

, 2 six<3
f(x)={2x si x>3 =4 = .

;:E::; j 2} f(x) no es derivable en x = 3.
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d) Continuidad en x = 2:
lim f@)= lim (3x-2)=4
x— 27 x— 2"

f(x) noescontinuaen x=2 (tiene una discontinuidad de

xlimz" f(x)= xli')mr Bx+1)=7 salto finito).

Derivabilidad en x = 2:

Como f(x) no es continuaen x =2, tampoco es derivable en ese punto.

Grifica:
3 /
5 )
NN
Ny
4 /

12

/

17 Comprueba que la funcién f(x) es continua pero no es derivable en x = 2:

Inx-1) si x<2
f(x)={3x—6 si x22

* Si x =2, lafuncién es continua y derivable.
¢ Continuidad en x = 2:
xliné_f(x)=xlin2 mnx-1)=h1=0
lim f(x)= lim (3x—-6)=0 f(x) escontinuaen x=2.
x—2* x—>2
f2)=0
¢ Derivabilidad en x = 2:
S SR
lim f(x)—xlznz—x_l 1=£'(27)

x—> 2"

xli;mZ+ f'(x) - xll’—iziz 3=3= f'(2 )

Las derivadas laterales existen pero no coinciden.

f(x) no es derivable en x=2.

18 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

e* si x<0 Z2e2x+1 si x<—1
a) f(x) =11 si 0<x<3 b) f(x) = 12x+2 si —1<sx<2
—x2+3x+2 si x23 2 +8x si x>2

a) Si x=0 y x= 3, lafuncién es continua y derivable.

Continuidad en x = 0:
Z/ — l/ X — 1
A S0=Jy €
xlzrfr f(x)= xlgno 1=1 { f(x) escontinuaen x=0.
F(0)=1
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Continuidad en x = 3:

lim_ f(x)= len3 1=1

x—3 L. . .

) ) ) Los limites por la derecha y por la izquierda no
xli)”g+ flo= xh_’f% (=" +3x+2)=2( csinciden. La funcién no es continua en x = 3.
f=2

Derivabilidad en x = 0:
xli’)n%_f (x) = x[i—7>”0 ¢ =1=f'(07)

xﬁ%* f,(x) - x[iﬂo 0=0= f,(o )

Las derivadas laterales existen pero no coinciden,
f (%) no es derivable en x=0.

Derivabilidad en x = 3:

Como f(x) no escontinuaen x =3, f(x) no esderivable en x = 3.

b)Si x=-1y x=2, f(x) escontinuay derivable.

Continuidad en x =—1:

, o 2 _
lzm_f(x)—x/im_1 (x"+2x+1)=0

x—> -1

lim f(x)= lim (2x+2)=0 f(x) escontinuaen x=-1.
x— =17 x—-1
f(=1)=0

Continuidad en x = 2:

} 11;74_12_ f(x)= xl[_7>n2 2x+2)=6

Los limites por la derecha y por la izquierda no coinci-

, (2 B
xli)mzaf f(x)—x[ll;ﬂz( X"+ 8x) =12 den, f(x) no escontinuaen x=2.

f2)=12
Derivabilidad en x = —1:

Z;’ml_ f'(x)=x[i')nfz_1 (2x+2)=0=f'(27)

x> - Las derivadas laterales existen pero no coinci-
lim ()= lim 2=2=f'Q2%) den, f(x) no esderivable en x=-1.
x— -1 x— -1

Derivabilidad en x = 2:

f(x) noescontinuaen x=2 — f(x) no esderivable en x=2.

19 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:

0 six<0 = & x<0
12 G 0<xel _Je si x<
a) f(x x Sfo x < b) f(x) {l—x si x>0
x sixz21

a) Continuidad:

*Si x#0 y x=1 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=0:
xli%—f(x)=x[@00=0

lim f(x)= lim x> =0p lim f(x)= f(0). Por tanto, la funcién es continua en x = 0.
x—=0* x =0 x—=0

£0)=0
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e En x=1:

, 2
xli)ml_ f(x)—xlzl)nl x =1

lim f(x)= lim (x=1)¢ lim f(x)= f(1) — Lafunciénescontinuaen x= 1y, por tanto,es
x—1* x—1 x—1 .
continua en [R.
S=1

Derivabilidad:
*Si x=20 y x=1 — Lafuncién es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 six<O0
f'(x)=12x si O<x<1
1 six>1

* En x=0:
f'(07) =0 =f7(0%). Por tanto, f(x) es derivable en x=0; y f7(0) = 0.
e En x=1:

f'(17) =2 =f'(1") = 1. Por tanto, f(x) no es derivable en x= 1.
La funcién es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 six<O0
f'x)=92x si 0<x<l1
1 six>1

b) Continuidad:
* En x=0 — Lafuncidn es continua, pues estd formada por dos funciones continuas.
* En x=0:
lim f(x)= lim ¢e* =1
x—0" /@ x—=0

lim f(x)= lim (1-x)=1¢ lim f(x)= f(0) — La funcién es continua en x =0 vy, por
x—=0* x—0 x—=0 .
tanto, es continua en todo R.
f(0)=1

Derivabilidad:

¢ Si x20 — Lafuncién es derivable. Ademis:

e™ si x<0

f®={4
* En x=0:
f1(07) =-1=£"(0")

Por tanto, f(x) es derivableen x=0 y f'(0) = -1. La funcién es derivable en todo IR. Su
derivada serfa:

f@={4

si x>0

™ s x<0

si x>0

20 a) Calcula los valores de m y n para que f sea derivable en todo IR:

x*—Sx+m si x<1

f(x)={ 2

X" +nx si x>1
b) :En qué puntos es f'(x) = 0?
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.

* Si x= 1, lafuncidn es continua, pues estd formada por dos polinomios.
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* En x=1:
lim f(x)= lim P —5x+m)=—4+m
x—>17 x—1

lim  f(x)= lim (cx?+m)=—1+n
x—1* x—1

f()==4+m
Para que sea continua en x=1, hadeser —4 + m=-1 + n; esdecir: m=n+ 3.

Derivabilidad:
¢ Si x= 1, lafuncién es derivable. Ademis:

ror-|

2x—5 si x<1
2x+n si x>1

* En x=1:
£)=-3 }
fA)==2+n

Para que sea derivable en x =1, hadeser =3 =-2 + n, esdecir, n=-1.
Por tanto, la funcién serd derivable en todo IR si m =2 y n=-1. En este caso, la derivada serfa:

2x -5 si x<1

£ = {—Zx—l six>1

b) f'(x) =2x—-5 si x<1

2x=5=0 > x= %; pero %>1

f'(x)==2x—1 si x21
2x-1=0 > x= —%; pero —% <1

Por tanto, f"(x) no se anula en ningdn punto.

21 Calcula a y b para que las siguientes funciones sean derivables en todo R:

ax* + 3x si x<2 P —x si x<0
a) fx) = {xz—bx—4 si x>2 b)f(x) = {ax+b si x>0

a) Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
* Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

* En x=2 debe cumplirse que lz'_r)nz fx) =£(2):

lim  f(x)= lim (ax? +3x)=4a+6
x— 27 x—>2
, o 2 A
xli)m2+ fx)= xlz_;)nz (" —bx—4)=-2b
f2)=4a+6
Para que sea continua, ha de ser 44 + 6 = -2b; es decir, 2a + 3 =—b obien b=-2a-3.

Derivabilidad:
¢ Si x= 2 — lafuncién es derivable. Ademas:

2ax+3 si x<2

[ = {Zx—b si x>2
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* En x=2 debe cumplirse que f'(27) = f"(2%):

F2)=4a+3
£ =4-b

Para que sea derivable, ha de ser 4a + 3 =4 — b; es decir, b=—-4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:
b=—2¢z—3} 24-3=—4a+1 = 2a=4 — a=2
b=—4a+1| b==7
Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo R, hadeser 2=2 y 6=-7.

b) Continuidad:
* En x# 0 — Lafuncién es continua pues estd formada por dos polinomios.

e En x=0:
lim  f(x)= lim (> ~x)=0
x—0" x—0"
lim fx)= lim (ax+b)=b
x—=0" x—0"
f(0)=0

Para que sea continua ha de ser 4= 0.

Derivabilidad:
* Si x#0 — Lafuncién es derivable. Ademis:
2 .
R e
* En x=0:
£1(07) = _1}
f(0")=a

Para que sea derivable, ha de ser = -1.

Por tanto, f(x) serd continuay derivablesi 2=-1y 6=0.

22 Prueba que la funcién f(x) = |x + 1| no es derivable en x=-1.

—-x—1 si x<-1
Sy =lxe 1] {x+1 siox>-1

f (%) es una funcién continua, pues estd formada por dos funciones continuas, si x = —1.
* En x=-1:

lim f@)= lim (—x-1)=0
x—=-1" x—=-1"

lim f(x)= lim (x+1)=b | f escontinuaen x=-1I.
x—-1" x—-17
f(=1)=0

¢ Su derivada, si x=—1, es:

si x<—1

-1
f(x) - {l si x>-—1
Las derivadas laterales en x =—1 son:

=19 =1
£ } No coinciden; por tanto, f(x) no es derivable en x=-1.

fl1)=-1
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23 Disi es derivable cada una de las funciones siguientes en los puntos que se indican.
Calcula en dichos puntos las derivadas laterales.
a) f(x) = |x| en x,=0
b)f(x) = |x>—x—6| en xg=—2y x, =3

—x si x<0
x six=20

a) f(x) = {
Estudiamos primero la continuidad en x; = 0:

lim f(x)= lim —x=0
x—0" x— 0"
lim . f(x)= lim L x=0

x—0 x—0

lz’_r)no f(x)= f(0)=0 — Es continua.

—1 si "07)=-1
£ = S% x<0 — f'(0+)
1 six>0— f(0M)=1
f'(07) = f'(0*) — No es derivable en x; = 0.
X —x—6 si x<=2
b) f(x) = P’ +x+6 si 2<x<3
X —x—6 six23

La funcidén es continua en IR por ser el valor absoluto de una funcién polindmica.
Calculamos las derivadas laterales en cada punto:

2x—1 si x<-2
f'(x)=1-2x+1 si -2<x<3
2x—-1 si x>3

’ _2— __
f,( +) 5} — f'(=27) = f'(-2*) — No es derivable en x;=-2.
f'29=5
f,(3+) B _5} — f'(37) =f'(3") — No es derivable en x; = 3.
f'@M=5
24 Indica en qué puntos no son derivables las siguientes funciones:
a) f(x) = |x2 - 4| b) f(x) = |2x- 3|
a) f(x) = |x2—4|
f(x) es una funcién continua, pues es la composicién de funciones continuas. La definimos a tro-
zos:

=4 i x<-2

fx) = x* 4 si 2<x<2

-4 i x>2

Si x#-2y x=2, f'(x) esderivable y su derivada es:

2x sl x<—2
fl) = 1-2x si 2<x<2
2x sl x>2

En x=-2: Hallamos las derivadas laterales:

fl27)=—4
fl2")=4

f(x) no es derivable en x=-2.
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En x =2: Hallamos las derivadas laterales:

F2)-—4
£12h-4

Por tanto, f(x) no es derivable en los puntos (-2, 0) y (2, 0).

} f(x) no es derivable en x=2.

2x+3 si x<3/2

b) f(x) = [2x~ 3] = {2x_3 si x23/2

f(x) es una funcién continua pues es la composicién de dos funciones continuas (y=2x—3 e
y=1x).
3

En x= 5 f (%) es derivable y su derivada es:

, -2 si x<3/2
f(x)={2 si x>3/2

En x= %, f no es derivable porque f” <%>_ =2/ <%> w2

25 ;Cudntos puntos que no tengan derivada hay en la funcién y = |x% - 6x- 8|2

— — — x=-2
x2+6x+8=0 = x= Gim: 6i‘/Z:—6i2< )
X =—

2 2 2
2 +6x+8  si x<—4 2x+6 si x<—4
y=1—x>—6x—8 si —4d<x<-2 y'={-2x—6 si —d<x<-2
P +6x+8  si x>-2 2%+6  si x>-2

La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.

En x=-4 = y'(-4)=-2=y'(-4")=2

En x=-2 = y'(-27)=-2=y'(-2%) =2

La funcién no es derivable nien x=-4 nien x=-2; esdecir, en (-4, 0) y en (-2, 0).

Son dos puntos “angulosos”.
g

26 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

2y=lx-2|
b)y=|x2+6x+ 8|
Oy=x+|x-3|
d)y=x2+|x|

a) Definimos la funcién por intervalos:

—x+2 si x<2

f(x): {x—2 six>2
Derivamos:

, -1 si x<2

f(x): {1 si x>2

f'(2_)=—1

fl(2+)=1

La funcién es derivable en IR — {2}.

} f'(z_) :f’(2+) — No existe f'(2)
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b) Definimos la funcién por intervalos. Para ello, calculamos los puntos en los que y = 0:

~6+436-32 __6+2 x=—4
) <x:—2

x2+6x+8=0 > x= >

x*+6x+8 si x<—4
fx) = x*—6x—8 si —d<x<-2
x> +6x+8  si x>-2

Derivamos:

2x+6  si x<—4
f'(x)=1-2x-6 si —d<x<-2
2x+6  si x>-2

Fl4)=2(-4)+6=2

Fled)=2(-4-6- 2} F4) = £4) > Noexiste f/(-4)

F(27)=-2(2)-6=-2

f(2)=-2(2)+6=2 } f'(27) = f'(=2*) — No existe f'(-2)

La funcién es derivable en IR — {4, -2}.

¢) Analizamos el signo de x —3 para definir la funcién por intervalos:

______ XE XT3
‘ x+(=x+3)=3
: x+x—-3=2x-3
x 3 x
Asf:
3 si x<3
f) = {236'—3 si x>3
Derivamos:
: 0 si x<3
0= {2 si x>3
f'3)=0

F3Y= 2} f'(3) =f'(3*) = Noexiste f'(3)

La funcién es derivable en IR — {3}.

d) Definimos la funcién por intervalos.

—x si x<0
Recordamos que |x| = . .
x six=0
Ast:
¥ —x si x<0
f(x) = 2 .
x“+x si x20
Derivamos:

, 2x—1 si x<0
f(x)={2x+1 si x>0
f(07)=2-0-1=-1 o s . '
£(0Y=2-0+1=1 }f(O)if(O) — Noedsie 10

La funcién es derivable en IR — {0}.
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27 a) Comprueba que la siguiente funcién es derivable y halla £'(0), f'(3) y f'(1):

f(x)={

3x -1 si x<1
ex six=1

b) ;Cudl es su funcién derivada?
¢) :En qué punto se cumple que f'(x) = 5?
d) ;Hay algiin punto en el que f'(x) = -12
a) Si x = 1, la funcién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
Continuidad en x = 1:
xli’)ml_ f(x)= xlz’_r)nl Bx-1)=2
m f@)= lim (x*+x)=2 ¢ f(x) escontinuaen x=1.
f()=2
Derivabilidad en x = 1:
lim_f0)= lip 3=3= (1)

Las derivadas laterales existen y coinciden.
lim  f'(x)= lz’_r)nl (2x+1)=3=f'(1")
x—1* x

Luego f(x) esderivable en x=1. Ademds, f"(1) = 3.
Asi, f(x) es continua y derivable en todo IR.

f'0)=3
f3)=2-3+1=7

b)f(x):{ 3 x<l1

2x+1 x21
o) Si f'(x) =5, entonces x> 1. Es decir:
f)=2+1=5 > x= 4251
f@=5
d)f'(x)=—1 = 2x+1=-1 — x=-1 (no es vilido porque no pertenece al intervalo de definicién).

No hay ningin punto en el que la derivada sea —1.

Pagina 170

Para resolver

28 Calcula el valor de la derivada en x = 0 de cada una de las siguientes funciones:
a) g(x) = e*"f @ si £(0)=0y f(0)=1

b) b (x) = [sen f(x)]? si £(0) = % y f10) =1
A)jx)=yln f(x) si fO)=ey f'(0)=1

a) Aplicamos la regla de la cadena:
2'(x) = D[sen f(x)] - esenf =f"(x) - cos f(x) - s )
2'(0) = £'(0) - cos f(0) - enfO Z 1. o50. eSO 1.1.1=1
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b) Aplicamos la regla de la cadena:
h'(x) = 3[sen f(x)]2 - Dlsen f(x)]=3[sen f(x)]2 - () cos f(x)

: 2 o o[ n 1V, 1.3 _32
h'(0) = 3[sen f(0)]° - £'(0) - cos £(0) = 3[:enz] -l-cosz=3<ﬁ> .l'ﬁzﬁzT
c) Aplicamos la regla de la cadena:
o Dlbf@) f
Winf@ SO 2|l fl)
1(0) = £'(0) 1 _ 1 _1
2F(0) JIn £(0) 2eylne 2ey1 2e

29 Considera las siguientes funciones polinémicas:

&) =« gx) =3x+1
Calcula:

a) (fog)'(
b) (gof)'(x)
Ofeg'®
d)f'ogx)
Q) (fog)'(x)=f"lg)] g'(x)
Como f(x)=x2y g =3x+1 = f'(x)=2x, ¢'x) =3
(fog)' () =2-(Bx+1)-3=603x+1)=18x+6
También podemos hacer:
(feg) @) =flgW)] =fBx+1)=(Bx+1)>2
(fog)'(®)=2-3Bx+1)=18x+6
b) (gof)'(x) =g'TfW)] f'(x) =3 - 2x=6x
O bien:
(gof)) =g[f]=3x*+1 > (gof)'(x) = 6x
o) (feg))=flg']=,(3)=9
d) (f'og)(x) =2-g(x) = 6x + 2, yaque f'(x) = 2x.

30 Sean fy g dos funciones tales que f(x) =x2+1 y g'(x) = cos (% x) y £(0) = 4. Calcula:
a) (f-£)'(0)
b) (g f)'(0)
9@
d(fH'6
Q) (fo2)'(0)=f"[g(0)]-£g'(0)=2-£(0)-g'(0)=2-4-cos0=38
b) (g°f)'(0) =¢g'Tf(0)]-f'(0)=¢'(1)-2-0=0

NN B 1 1 1
Sl ¢g ' @4) £0) cosO

d) Para que f sea inyectiva y se pueda determinar la funcién reciproca, supondremos que x> 0.

1y (s) 1 1 _ 1 _1
N6 - e T T
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31 Considera las siguientes funciones:

f@) =(e+1)? g) = x?
a) Calcula:

&) (fen'®w W (gof)'®
b) Si 4 es una funcién cualquiera, halla, en funcién de 4’ y de b, las derivadas de:

flh@]  flx+b@] glfx+hx)]
D) F() =20+ 1), ¢'(x) = 2x
Flx?) =2(x%+1)
(o) @) =flgW]-g'®) =f'(x?-g'(x) =20+ 1) - 2x = dx(x* + 1)
L@ =g lle+ 1) =2(x+ 1)
(gof)' () =g [f] - f/() =20+ 1)*- 20 + 1) = 4l + 1)°
b) f1h ()] =f"1h ()] - h'(x) = 2[h(x) + 1] - h'(x)
flx+h(x)] =T+ h)] - [1+h'(x)] =2[x+hlx) + 1] - [1 +h'(x)]
glfle+ b =g T flx+ AN - (flx+ AG)D (1 + h'(0)] =
=g M+ h(@) + D] (Flx+ A0 '[1+ 5'(%)] =
=2(x+ hx) + 1?20+ hl) + 1] [1+ ' (0)] =
=4(x+ hx) + 13- [1+h'(x)]
32 a) Representa la funcién £(x) = |x+ 1| + |x- 3.
Observando la gréfica, di en qué puntos no es derivable.

b) Representa f'(x).

* Ayddate de la resolucién del Ejercicio resuelto 5.

—x—-1-x+3 si x<-1 2x+2 si x<-1
a) f(x) = x+1-x+3 si -1sx<3:=14 si —1<x<3

x+1l+x-3 six>3 2x—2 si x>3

\{_/

2

-4 -2 2 4 6

No es derivable nien x=-1 nien x=3. (Son puntos “angulosos”).

-2 si x<-1
b) f'(x) =10 si —1<x<3
2 six>3
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— 2 1
33 Dada la funcién f(x)=x-|x|={ : i x<0

x° six20
a) Halla f'(x).

b) Halla f"'(x).

Representa grificamente los resultados.

a) La funcién dada es continua en R.

—2x si x<0

fe)= {2)6 si x>0

Claramente las derivadas laterales coinciden en x = 0.

Por tanto, es derivable y f7(0) = 0.

Grifica de f"(x):
6 Y
4
X
) 2 4
2

b) Como se puede ver en la grafica anterior, f"(x) es continuaen IR.

-2 si x<0

£ - {2

Claramente las derivadas laterales no coinciden en x = 0. Por tanto, no existe f"(0).

si x>0

4Y
2

X

4 -2 2 4
_—
4

34 Las siguientes funciones tienen algtin punto donde la derivada no existe. Héllalos en cada caso:
a) f(x) = /%2 b)f(x) = Jx +2
o) flx) = yx2 -1 d)f(x) = |x-3|

o f() = | 455 £) F(x) = |12 — 24|

a) f(x) =x?3 Domf=IR — f'(x) = %x‘m:#
x

f'(x) noexistesi x=0; esdecir, f(x) no es derivable en x=0.

a1
b)f(x)_zm

f'(x) noexistesi x=-2; el dominio de f(x) es[-2, +).

Por tanto, en los puntos en los que la funcién estd definida, no es derivable en x = -2.

¢) El dominio de la funcién es (—oo, —=1] U [1, +00).

f'(x) - 2x - X
2% —1  ox* -1

En los puntos en los que f(x) estd definida, no es derivable en x=-1, nien x=1.
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—x+3 si x<3 -1 si x<3
d)f(x)={x_3 six23;f(x)={1 si x>3
f(x) es continuaen IR; pero no es derivable en x =3, pues sus derivadas laterales no coinciden.
(37) = -1
f,@ +) } Son distintas.
f'3M)=1
—4x+5 5
T2 s ox<= .
2 4 -2 si x<5/4
e) f¥) = 4x —5 5,f(x)={2 si x>5/4
T Sl X 2 Z

f(x) escontinuaen IR; pero no es derivable en x = %, pues sus derivadas laterales no coinciden.

'(5/47)==2

f,( +) Son distintas.

f'(5/47)=2

x*—2x si x<0 2x—2 si x<0
£) fx) = x?+2x si 0<x<2 f'(x)=1-2x+2 si O<x<2

X —2x si x>2 2x—2 si x>2

f(x) escontinuaen IR; pero no es derivable en x=0, nien x =2, pues sus derivadas laterales
no coinciden:

£107)=-2
F£10%=2

f@)=-2
f@n=2

Son distintas.

} Son distintas.

35 ;Cudl de los siguientes apartados representa la grifica de una funcién f y la de su derivada f'?
Justifica tu respuesta.

a) / b) o)

N
T~
"
N
T~
T~

a) La funcién en rojo es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3 (la recta
verde).

Luego estas gréficas si representan a una funcién y su derivada.

b) La funcién en rojo es un polinomio de 2.° grado, una pardbola. Su derivada es una recta. En
x =0, la funcién tiene un maximo; la derivada se anula. Para que la recta fuera la derivada, tendria

que pasar por (0, 0).
No representan, por tanto, a una funcién y su derivada.

¢) La funcién tiene que ser un polinomio de 3. grado porque tiene dos extremos relativos. Su de-
rivada serd un polinomio de 2.° grado, una pardbola. En x = 1, la funcién tiene un mdximo; la
derivada se anula, f'(1) =0, y tendria que pasar por (1, 0).

Estas tampoco representan a una funcién y su derivada.

36 Estas grificas son las funciones derivadas de f; g, b y j:

f ! \ Il

o)
4

W,

N

3 2 /
] £ \ 2
2

a) ;Cudles de esas funciones (f; g, » y j) tienen puntos de tangente horizontal?

b) ;Cudl de estas gréficas es la funcién derivada de una funcién polinémica de primer grado?
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©) ;Cudl de ellas corresponde a una funcién polinémica de segundo grado?
d) ;Alguna puede ser polinémica de tercer grado?

e) ;Alguna de las funciones puede ser y = /n x?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
f tiene un punto de tangente horizontal en x =-2, pues f"(-2) = 0.
j tiene dos puntos de tangente horizontalen x=1 yen x=3, pues j'(1) =7'(3) = 0.
¢ vy b no tienen ningln punto de tangente horizontal.
b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcién constante. Por tanto, es g"

¢) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién polinémica de primer
grado. Por tanto, es f .

d) Como ;' tiene forma de pardbola, al ser una funcién polinémica de segundo grado, la funcién j
es polinémica de tercer grado.

e) D[lnx] = 1 y se corresponde con la funcién /' ya que tiene forma de hipérbola.
x

Por tanto, 4 puede ser la funcién logaritmo neperiano.

3'7 Averigua para qué valores de x es f'(x) = 0 en cada una de las siguientes funciones:

2
2) f(x) = w b) f(x) = x% + 242 O fx) = x21+ . d) f(x) = e*(x—1)

N 3x° — 8x? oy 9x? — 16x
a) fx) = = f'(x) = =13

x=0
1

Fx)=0 = 9x?—16x=0 — x(9x—16)=0< 6

¥y

b) £'(%) = 4x3 + 4x = 4x(x? + 1)
F)=0 = 4x(x>+1)=0 = x=0

Q) Fx) = _ =2x

(xz+1)2
f'x)=0 - 2x=0 = x=0
d)f'x)=e*(x=1)+e - 1=e(x—1+1)=¢"x
fx)=0 - x=0

38 Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f'(x) = 0:

a) f(») = 2;:13 b) £(%) = x26f1 O f(®) = bn(x+ 1) d)F () =10 - (x—2)*
oy 2(x+1)—(2x—3)-1=2x+2—2x+3= 5
A (x+1)> (x+1)> (x+1)>

f'(x) = 0 para cualquier valor de x.

b) £/() = 6(x2+1)—6x-2x _ 6x” + 6 —12x7 a —6x*+6

(e +1)? @2 W12
o Py ) - x=—1 — (-1,-3)
fx)=0 > -6x*+6=0 > «x _1<x=1 L (L3)
o f'(x) = x-1|-1 # 0 para cualquier valor de x.

4) £ = —4(x - 2)°
fx)=0 - x=2 — (2,10)
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39 Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes funciones en el punto de abscisa que se
indica en cada caso:

a) y=senx cosx en x=% b)y=xlnx en x=¢
2
c)y=% en x=0yx=1 d)y:e"z_l en x=1

Debemos hallar la derivada en los puntos indicados en cada caso:

2 2
a) y'= cos x - cos x + sen x(—sen x) = cos” x — sen” x

2 2
(w2 (42,
(]3] o
b)y':l-/nx+x-%=lnx+l; y(@=hne+1=1+1=2

2xe* — x° . &F _ ¢ (2x — x?) _2x— X2
(ex) 2 (ex) 2 ex

YO =0 y1)=L

d)y'=2x exz_l; y'(1)=2

y'=
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Cuestiones tedricas

40 ;Cuéntos puntos de derivada nula puede tener una funcién polinémica de tercer grado? ;Es po-
sible que no tenga ninguno? ;Es posible que solo tenga uno?

Como la derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcién polinémica de segundo
grado, tiene un mdximo de dos puntos de derivada nula.

Puede ser que no tenga puntos de derivada nula. Por ejemplo, la funcién f(x) = x> + x no tiene pun-
tos de derivada nula porque f'(x) = 3x2 + 1 nunca se anula.

También puede tener un tnico punto con derivada nula. Por ejemplo, la funcién f(x) = (x—2)> solo
tiene un punto de derivada nula porque f'(x) = 3(x — 2)? solo se anula cuando x = 2.

41 ]Justifica que una funcién polinémica de segundo grado tiene siempre un punto de tangente
horizontal.

La derivada de una funcién polinémica de segundo grado es una funcién polinémica de primer grado.
Si f(x) eslafuncién, entonces f'(x) = ax+ b con a=0.

En tal caso, la ecuacién f'(x) =0 — ax+ b6 =0 siempre tiene solucidn y esa es la abscisa del punto
de derivada nula.

42 Si una funcién tiene un punto anguloso en x = 2, ;qué podemos decir de f'(a)?

f'(@) no existe.

43 Sila derivada de una funcién es 0 en todo IR, entonces ;la funcién es lineal, constante o cero?

Si la derivada de una funcién en todo IR es 0, entonces la funcién es constante. La derivada de una
funcién lineal es el coeficiente de x vy, por tanto, no vale 0.

44 ;Puede haber dos funciones distintas que tengan la misma funcién derivada? Pon ejemplos de
funciones cuya derivada sea f(x) = 2x.

Si. Por ejemplo, las funciones g(x) = x? y h(x) = x% + 3 tienen la misma derivada, que es la funcién
fx) = 2x.

Si dos funciones se diferencian en una constante, entonces las derivadas son iguales.
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45 Supongamos que existe la derivada de f en 4. Explica cudles de las siguientes igualdades son
verdaderas. En el caso de haber alguna falsa, retécala para que sea verdadera:

—h)- -
o tim LOS@ _opi, @ i SRS g
a) hlz’_r)no M = h/l'_V)”O (‘M) =—f"(a) — Verdadero.

b) f'(a) = hl[—7>n0 w — Esta igualdad es falsa porque el resultado del limite anterior, si 2 = 0
f0) - f(a)
—a

y la funcién estd definida en 0, es . Para que sea verdadera, tenemos que sustituir h

. fla+h)— f(a)
0 h ’

por a +h y obtenemos que f'(a) = h/zm
%

fh) - £(0)
h-0

También serfa verdadera sustituyendo « por 0, ya que f'(0) = hlz'mo
ﬁ

i L@ —f@ <2‘ fla+2h) - f(a)
h—>0 h " v 5o 2h

d) hllz;”o f(a+2h)— f(a+h) _ Iom f(a+2h)— fa)+ f(a)— f(a+h) _

19) ) =2 f"(a) — Verdadero.

h h—0 h
o (f(a+2h)—f(a) B f(a+h)—f(a)) )
“ h h -

2. f(a)~f(a) = f(@) = Verdadero.

Para profundizar

46 Determina, si es posible, el valor del pardmetro 2 para que la funcién f sea derivable en todo
su dominio de definicién:

xlnx si O<x<1
f@ = {a(l—el"‘) sil<x
Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
* Si x>0, x=1: Lafuncién es continua, pues estd formada por funciones continuas.
*En x=1:
x/iml_ f(x)= x[z’_r)nl (xlnx)=1

lim f(x)= lim [a(1—¢'"%)]=0 f(x) escontinuaen x=0.
x—1* x—1

f)=0
Derivabilidad:
¢ Si x>0, x=1:

Inx+1 si 0<x<l1

Es derivable. Ademds: f'(x) = {

ae'™F s x>1

* En x=1:
1M =1
;'El; } f(x) esderivableen x=1 si a=1.
=a

Luego, para que f sea derivable en todo su dominio de definicién, ha de ser 4 = 1.
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4'7 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

x
a)f(x)=; b) f(x) = 2' |
1+|x| x° -
a) Definimos la funcién por intervalos:
1 si x<0
—-x
fx) =
si x>0
+X
Continuidad:
e Si x=0:
Es continua, pues estd formada por dos funciones continuas en los intervalos en los que estdn
definidas.
e Si x=0:
i = lim L -1
Jm =l

, 7 1 , _ . _
,/i:%* f(x)—xlzno 1 =1 xlz_f;no f(x)= f(0). Escontinuaen x=0.

f0)=1
Por tanto, es una funcién continua en IR.

Derivabilidad:
¢ Si x# 0: Esderivable. Ademas:

si x<0

(1-x)*

(1+x)2

1) =

si x>0

* En x=0:
f'(07)=1=f'(0") =-1 — No es derivable en x = 0.
Por tanto, es derivable en IR — {0}.

b) Definimos la funcién por intervalos:

— si x<0
X -1
flx) =
si x>0
2
x“—1x
El dominio de la funcién es IR —{-1, 1}. Por tanto, en x=-1 yen x=1 la funcién no es continua
(ni derivable).
Continuidad:

¢ Six=20, x=-1, x=1:

La funcién es continua, pues estd formada por funciones continuas (en estos puntos).
*En x=-1 yen x=1:

No es continua, pues no estd definida en estos puntos.

e En x=0:

lim xX)= lim —% =0
x—)O_f() x=0 4,2 _q

/ _ Iz X _ lim f (x)= f (0). La funcién es continua en x = 0.
xliﬂf)* f(x)_xlino 1 =01 ¥=0

£0)=0

Por tanto, es una funcién continua en R - {-1, 1}.
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Derivabilidad:
e Si x=0, x=—1, x= 1: Es derivable. Ademis:
2
(XZ—+112 Si X<O
’ X -
Foo=1%

X =1 i x>0
*-1)°

* En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no estd definida la funcién.
e En x=0:

f'(07)=1=f'(0") =-1 — No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en R — {-1, 1}.
48 Si f(») = x2|x|, halla Sy

x> si x<0
f) = {xa

si x>0
Derivando:
, 3x% si x<0
£ - {3962 si x20
(En x=0, tenemos que f'(07) = f"(0*) = f"(0) = 0).

—6x si x<0

[ = {Gx si x20

(En x=0, tenemos que f"'(07) = £'(0%) = f"'(0) = 0).

—6 si x<0

JECE {6

si x>0

(En x=0 noexiste /", puesto que f"'(07) =—6=/""(0") = 0).

49 Halla la derivada #-ésima de las siguientes funciones:

a) y=e™ b)y=1 Qy=ln(l+x d) f(x) = x"
x
Ay =ae™ y'=ate™ y=ad ™ L yP =a" ™
Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2,3 se cumple).
Si y”- D _ 47144 derivando obtenemos:

9" =a-a”" 1 e® = 4" ¢®, como queriamos demostrar.

7) _ (—1) "l

n+1

r _1 n 2 mnr —
bly'==39"=559"==75 0
X X X X

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

aeny_ G -1t

Siy p , derivando obtenemos:
x
_ }’l—l . _ 1 _ . . n . i
y”) - (1) (’fﬂll)'( 1)-n = ( l?ﬂln. , como querfamos demostrar.
x x
n—1
’ 1 " —1 " 2 n) (_1) (7’2 - 1)'
C) = 5 = —7F3 = —=; ... =
J 1+x J (l+x)2 J (l+x)3 J (1+x)"

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).
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I o R )l
(1+x)n_1

n_ D" (=)= (D" (1)
1+x)” 1+x)”

, derivando obtenemos:

Siy

, como querfamos demostrar.

d) £'(x) = nx" !
) =n(n-1)x""2
f"(x) =n(n- D(n—2)x""3

f”)(x) =nn—1n-2)-...-[n—m-1]x"""=n

50 Calcula f7(0) para la siguiente funcién:

_ | e +e™*
f&)=ln 2x +1

* Aplica las propiedades de los logaritmos antes de derivar.

Hallamos f'(x) y después sustituimos en x = 0.

fx) = 1 (e +e™) = nQ2x+1)]

0|

f=Lle-e 2
2

FEre™  2x+1

fO) =% (2=-1

51 Prueba, utilizando la definicién de derivada, que la siguiente funcién es derivable en x=1 y no

loesen x=-1:
f@)=01-x y1-?

El dominio de definicién es el intervalo [=1, 1]. Por tanto, el enunciado se refiere a las derivadas late-
rales en los puntos dados.

Veamos primero si existe la derivada por la izquierda en x = 1:

2
oy SO =@ -1-W1-(+b)’-0 . —h{-2h-h’

h—0- h h—0" h h—0~ h

= h[z’n% (<y—2h —h?)=0 — Existe la derivaday f'(17) = 0.
i

Veamos ahora la existencia de la derivada lateral por la derecha en x = —1:

_ _ 2
Iim SELeb) - fQA) Im (1+1-h)y1-(-1+h)*-0 _
h—0* h h—0* h

(2 —h)y2h —h? 2h — h?
= = (2 _ h) =
h—o0* h h2

= h/in%r [(Z—h)ﬂlﬁ—l] = +o0 — No existe f'(-17).

lim
h—0*
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Autoevaluacién

Pagina 171

1 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a)y=3x2x+1 b)y:i
Jx
2
= x _(1=x
9= (x+2)2 by <1+x>
_ ,2x+1 - X
e)y=e f)y=ln 3+1>

, 32x+1)+3x  9x+3
-3 2x+l+3x—2 - -
2y e x2¢2x+1 V2x +1 V2x +1

1
5.1
2{x _ -5
X 2x«/;

b)y'=

Q= (x+2)2—x-2(x+2)=x+2_2x_ —x +2
(x+2)* x+2)?°  (x+2)°

d)y'- 2<l—x) “1(1+x)-(1-2% =2<1_x> 5 —4(1-%)

l+x (1+x)? L+x (1+x)2_ (1+x)°

373  x+3

& Aplica las propiedades de los logaritmos para hallar la derivada de estas funciones:

a) f() = In x* —5x b) Fx) = In 1+ 3%
6'052 x2

) F) = n(x2=50" = Lin(? 50 — fi= L 2X=5 __2x=5

f 5 f 5 x2-5x  5(x*-5%)
3 1/2

b)f(x):ln%:%ln(x3+3x)—2[ncosx2 -

cos X

%f’(x):L3X2+3_2—5€ﬂx2-2)€_ 3(x2+1) +4XS€nx2_ 3(X2+1)

- = +4x 17 x*
2 3343 cos x° 2 (x3 +3x) cos x° 2 (x3 +3x) ¢

3 Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) siendo:

f@=L

x2

f@=L

X

2 2 )
dh)fge L 1 _x=&+h)” 2xh_h
f(x ) f(x) (x+h)2 xz (X+h)2'x2 xZ(x+h)2

_ 2sh—h* 2% _ 2
h=0 x?(x+h)?h  x* &3

fx+h) - f(x)
h

1) fin,
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4 Dada la funcién f(x) = |x| + |x2 + 2x|, definela por intervalos y obtén:
a) f'(x)
b) £ (x)
Representa f(x), f'(x) y f" ().

—x si x<0
x| =

x six=0

¥ +2x  si x<—2
|x2+2x| = {—x* —2x si 2<x<0

s2+2x  si x20

2 .
X"+ x si x<—2

F0) = | x|+ |x?+ 2x| = —*—3x si -2<x<0

x> +3x  si x20

Y|
\ T
\
S/
/
X
L/ ) 4
Grifica de f(x)

f(x) noesderivableen x=-2 y x=0 yaque los puntos son angulosos. La derivada es:

2x +1 si x<—2
fx)=1-2x-3 si 2<x<0
2x+3  si x>0

Griéfica de f'(x)
Al no existir f'(=2) ni £'(0), no existen f"'(-2) ni f"(0).

2 six<=2
fr(x)=1-2 si 2<x<0

2 six>0

Y

D24

X
4 D 4
—2

Grifica de f"'(x)
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5 Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcién:

2 +2x -1 si x<1

f(x)=|i si x>1

x+1

f(x) escontinuasi x<1 ysi x> 1, porque las funciones que la definen lo son.

Estudiamos la continuidad en x = 1.

lzm [ = lzm1 (P +2x—-1)=2

hm e < [zm f(x) - lm 42

m
x—o1* x+1

f)=1+2-1=2
Como lz’_r)nl f(x)=f(1) =2, fescontinuaen x=1.

Por tanto, f es continuaen IR.

2x+2 si x<1
Hallamos f'(x) = -4

(x+1)2 si x>1

f esderivablesi x<1 ysi x> 1.
Estudiamos su derivabilidad en x = 1.
F(1)=2-1+2=4
f(1+)—W__1 Como f'(17) = f'(1%), no existe f'(1).

f es derivable en IR —{1}.

6 Calcula el valor de los pardmetros 2 y & para que la siguiente funcién sea derivable:

ax+b si x<0

f@ = {xz 3x+2 si x20

Representa la funcién para los valores hallados de « y b.

Para que f sea derivable en x =0, debe ser continua en ese punto.

/zm (ax+b)=b
lzm X
f()< lzm (x —3x+2)=2

Para que lz’_r)no fx) =f(0) =2, debeser 6=2.

Si =2, f escontinuaen IR.

si x<0

f(x)_{Zx 3 si x>0

Veamos si f es derivable en x = 0:
f'07)=a
f'(09)=-3

Si @=-3, f esderivable en R.

} Para que exista f"(0), debe ser 2 =-3.

3x+2 si x<0 —

S = {;2_ . 1 X

3x+2 si x=20
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7 Indica en qué puntos no es derivable la siguiente funcién:
f@) = |x%—4x+ 3]

Justifica tu respuesta.

Definimos la funcién por intervalos. Para ello, hacemos:

4+J16-12 x=1
2 <x=3

x2—4x+3=0 > x=

x*—4x+3  si x<l1
fx) = P +hx—3 sil<x<3

x*—4x+3  si x23
Hallamos f(x):
2x—4 si x<1

f'(x)=1-2x+4 si 1<x<3
2x—4  si x>3

Estudiamos la derivabilidad de fen x=1 yen x=3:

F)=2-1-4=22

f'(1+)=—2-1+4=2] Como f'(17) = f"(1*), no existe f'(1).

f(3)=-2.3+4=2

FGY=2.3_4-2 } Como f'(37) = f'(3"), no existe f'(3).

f no es derivable nien x=1, nien x=3.

8 Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en cada una de las siguien-
tes funciones:

_ Py | _ x3
Q6= 54 b =

2(x® = 1) = (x? +1) 2x _ —4x
" -1)? (" -1)?
fx)=0 - —4x=0 = x=0

a) f'(x) =

3% (2 1) — &% 2x _ xt =352
*-1)? (o -1)?

fx)=0— x*-3x2=20 o x2(x2-3)=0 > x=0, x= {3, x=—43

b) f'(x) =
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Autoevaluacién

Pagina 171

1 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a)y=3x2x+1 b)y:i
Jx
2
= x _(1=x
9= (x+2)2 by <1+x>
_ ,2x+1 - X
e)y=e f)y=ln 3+1>

, 32x+1)+3x  9x+3
-3 2x+l+3x—2 - -
2y e x2¢2x+1 V2x +1 V2x +1

1
5.1
2{x _ -5
X 2x«/;

b)y'=

Q= (x+2)2—x-2(x+2)=x+2_2x_ —x +2
(x+2)* x+2)?°  (x+2)°

d)y'- 2<l—x) “1(1+x)-(1-2% =2<1_x> 5 —4(1-%)

l+x (1+x)? L+x (1+x)2_ (1+x)°

373  x+3

& Aplica las propiedades de los logaritmos para hallar la derivada de estas funciones:

a) f() = In x* —5x b) Fx) = In 1+ 3%
6'052 x2

) F) = n(x2=50" = Lin(? 50 — fi= L 2X=5 __2x=5

f 5 f 5 x2-5x  5(x*-5%)
3 1/2

b)f(x):ln%:%ln(x3+3x)—2[ncosx2 -

cos X

%f’(x):L3X2+3_2—5€ﬂx2-2)€_ 3(x2+1) +4XS€nx2_ 3(X2+1)

- = +4x 17 x*
2 3343 cos x° 2 (x3 +3x) cos x° 2 (x3 +3x) ¢

3 Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) siendo:

f@=L

x2

f@=L

X

2 2 )
dh)fge L 1 _x=&+h)” 2xh_h
f(x ) f(x) (x+h)2 xz (X+h)2'x2 xZ(x+h)2

_ 2sh—h* 2% _ 2
h=0 x?(x+h)?h  x* &3

fx+h) - f(x)
h

1) fin,
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4 Dada la funcién f(x) = |x| + |x2 + 2x|, definela por intervalos y obtén:
a) f'(x)
b) £ (x)
Representa f(x), f'(x) y f" ().

—x si x<0
x| =

x six=0

¥ +2x  si x<—2
|x2+2x| = {—x* —2x si 2<x<0

s2+2x  si x20

2 .
X"+ x si x<—2

F0) = | x|+ |x?+ 2x| = —*—3x si -2<x<0

x> +3x  si x20

Y|
\ T
\
S/
/
X
L/ ) 4
Grifica de f(x)

f(x) noesderivableen x=-2 y x=0 yaque los puntos son angulosos. La derivada es:

2x +1 si x<—2
fx)=1-2x-3 si 2<x<0
2x+3  si x>0

Griéfica de f'(x)
Al no existir f'(=2) ni £'(0), no existen f"'(-2) ni f"(0).

2 six<=2
fr(x)=1-2 si 2<x<0

2 six>0

Y

D24

X
4 D 4
—2

Grifica de f"'(x)
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5 Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcién:

2 +2x -1 si x<1

f(x)=|i si x>1

x+1

f(x) escontinuasi x<1 ysi x> 1, porque las funciones que la definen lo son.

Estudiamos la continuidad en x = 1.

lzm [ = lzm1 (P +2x—-1)=2

hm e < [zm f(x) - lm 42

m
x—o1* x+1

f)=1+2-1=2
Como lz’_r)nl f(x)=f(1) =2, fescontinuaen x=1.

Por tanto, f es continuaen IR.

2x+2 si x<1
Hallamos f'(x) = -4

(x+1)2 si x>1

f esderivablesi x<1 ysi x> 1.
Estudiamos su derivabilidad en x = 1.
F(1)=2-1+2=4
f(1+)—W__1 Como f'(17) = f'(1%), no existe f'(1).

f es derivable en IR —{1}.

6 Calcula el valor de los pardmetros 2 y & para que la siguiente funcién sea derivable:

ax+b si x<0

f@ = {xz 3x+2 si x20

Representa la funcién para los valores hallados de « y b.

Para que f sea derivable en x =0, debe ser continua en ese punto.

/zm (ax+b)=b
lzm X
f()< lzm (x —3x+2)=2

Para que lz’_r)no fx) =f(0) =2, debeser 6=2.

Si =2, f escontinuaen IR.

si x<0

f(x)_{Zx 3 si x>0

Veamos si f es derivable en x = 0:
f'07)=a
f'(09)=-3

Si @=-3, f esderivable en R.

} Para que exista f"(0), debe ser 2 =-3.

3x+2 si x<0 —

S = {;2_ . 1 X

3x+2 si x=20
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7 Indica en qué puntos no es derivable la siguiente funcién:
f@) = |x%—4x+ 3]

Justifica tu respuesta.

Definimos la funcién por intervalos. Para ello, hacemos:

4+J16-12 x=1
2 <x=3

x2—4x+3=0 > x=

x*—4x+3  si x<l1
fx) = P +hx—3 sil<x<3

x*—4x+3  si x23
Hallamos f(x):
2x—4 si x<1

f'(x)=1-2x+4 si 1<x<3
2x—4  si x>3

Estudiamos la derivabilidad de fen x=1 yen x=3:

F)=2-1-4=22

f'(1+)=—2-1+4=2] Como f'(17) = f"(1*), no existe f'(1).

f(3)=-2.3+4=2

FGY=2.3_4-2 } Como f'(37) = f'(3"), no existe f'(3).

f no es derivable nien x=1, nien x=3.

8 Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en cada una de las siguien-
tes funciones:

_ Py | _ x3
Q6= 54 b =

2(x® = 1) = (x? +1) 2x _ —4x
" -1)? (" -1)?
fx)=0 - —4x=0 = x=0

a) f'(x) =

3% (2 1) — &% 2x _ xt =352
*-1)? (o -1)?

fx)=0— x*-3x2=20 o x2(x2-3)=0 > x=0, x= {3, x=—43

b) f'(x) =



