RESOLUCION DE SISTEMAS
MEDIANTE DETERMINANTES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Determinantes de orden 2

H Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de

coeficientes:
2x +3y=29

a)
3x— y= 5
4x+ y=17
5x+2y=19
18x + 24y =0
15x + 20y =5
26+ 3y =2

o XY= 2 3 |- 120
3x — y= 5 3 -1

S5x—3y= 8 5 _3_0
—10x + 6y = -16 -10 6
4+ y=17 4 1

c 5x+2y=19} 5 2‘—39&0
—-6y=7 _

o XY 9 =00
—6x + 4y =11 -6 4
18x+24y=6} 18 24

e) =0
155 + 20y = 5 15 20‘
3x+ 11y = 127
vy } 5 11‘——109;&0
8x— 7y= 48 8 -7
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5x-3y= 8
—10x + 6y =16

Ix—-6y= 7
—6x+ 4y =11

3x + 11y = 127

8x— 7y= 48

Solucion: x =4, y=7

. 8 .3
Sol. Px=—+=A y=A
olucion: Xx 5 5 , V

Solucion: x=5, y=-3
Incompatible

Solucion: x = — — %k, y=»A

L
3

Solucion: x =13, y=8




Resolucion de sistemas 2 x 2 mediante determinantes

H Resuelve, aplicando la regla anterior, los sistemas de ecuaciones a), ¢) y f) del
apartado anterior.

S BTTE RS

IA,C|=‘259 _51‘=—44

IA_V|=‘§ 29’=—77

Por tanto: x=%=%=4;y=%lﬂ=%=7
. 4 + y=17} |A|=’4 1‘=5

S5x+ 2y =19 5 2

=]y 3=

i3 5]

Por tanto: x = ||1:1:|| =%=5; y=%=?=_5

zil;ﬁ:li;} IA|=B 5‘=—109

|Ax|=‘14287 g‘=—1417

|Ay|=‘fg 14287‘=—872

Por tanto: x = llil:ll = __1140197 = 13; y=||—1:|L|=%=8

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 3
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1. Calcula el valor de estos determinantes:
31 1 11 373 141 7 0
b d
D 7‘ )‘3 33‘ C)‘o 0 ‘ )‘0 —2’
a3-7-4-1=17
b) 0, porque la 2.2 fila es proporcional a la 1.2,
©) 0, porque la 2.2 fila solo tiene ceros.
d7-(=2)=-14
2. Calcula:
a b a* b? a b a b
a) c d’ b) a’ b3 ) 0 0‘ ac bc
ADa-d-b-c

b)a?- b3 —a’- b*=a*- b*(b-a)
©) 0, porque la 2.2 fila solo tiene ceros.

dDa-b-c—b-a-c=0, otambién obsérvese que la 2.* fila es proporcional a la 1.2
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1. Calcula los siguientes determinantes:
5 1 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)|-1 1 0
9 6 8 0 21
5 1 4 9 0 3
a0 3 6|=-114 b|-1 1 0]=3
9 6 8 0 2 1

2.

Halla el valor de estos determinantes:

0 4 -1 10 47 59

a1 2 1 b)|0 10 91

30 1 0 0 10

4 -1 10 47 59
D1 2 1]=14 b)|0 10 91| =1000

0 1 0 0 10
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

317 4 1 7
a0 0 0/=0 b2 9 1 ]|=0
111 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
A2 9 7|=0 D4 1 1(=0
27 94 71 510

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 3.2 fila es proporcional a la 1.2
(3.2 =(=2)- 1.3 (propiedad 6)

¢) La 3.2 fila es combinacion lineal de las dos primeras:
(32=12+10-2% (propiedad 9)

d) La 1.2 fila es combinacion lineal de las otras dos:
(12=10 22+ 3% (propiedad 9)

Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto
sin desarrollar:

x y z
5 0 3[=1
1 1 1
3x 3y 3z 5x 5y 5z X y z
a5 0 3 b)|1 0 3/5 Q2x+5 2y 2z+3
1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 =z+1
3x 3y 3z Xy z
a5 0 3|=35 0 3|=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z 1xyz
b1 0 3/5/=5-=[5 0 3|=1-1=1
11 1 1111
x Y z Xy z
Ol2x+5 2y 2z+3|=(5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la
matriz M.

2 3 -5
4 6 2 7
M=|5-12 6
4 11 5
0 0 3 4

Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3/-1 5
4 6] 2 7
MmM=5 -1 26 ‘2 3‘=0, 2 6‘=4
i 111 s 4 6 15
0 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1|5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=|5 1 276 4 6 2]=68 |1 1 5/=21
411 1 5 5 -1 2 0 3 4
010 3 4

2. Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, az; y g
de la matriz:

0 2 4 6
|2 -135
4=11 1 2 3
4 6 5 7
3 5
a,=|1 2 3|=-2 A4, =CD'"*"? 0,=-1-(=2)=2
4 5 7
0 2 6
= - . = 3. =1 . =
O35 2 -1 5| =108, Az = (D3 o5 =1-108 = 108
4 6 7
0 2 6
0 =1{2 -1 5[=16; Ayy=CD1"3 a5 =-1-16 =-16
1 1 3
Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes 5
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollan-
dolo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
526
9 8 4

=3:2:44(=5) 8 (D +7:6:9-(=1)2:9- 6837 (=5) 4 =456

Desarrollando por la 1.2 fila:

S 2 6 6 2
52 6 =3‘ ‘—7“5 ‘—1“5 ‘=3'(—40)—7-(—74)—1~(—58)=
o 8 4 8 4 9 4 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 2.2 fila:

—zsé 21 =5‘; ‘41‘+2B _41‘—6‘3 ;‘=5~56+2-21—6~(—59)=
= 180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 3.2 fila:

oo 7 -1 3 -1 3 7

—95; 2 =9‘2 6‘—8‘_5 p 4 2‘=9'44—8‘13+4-41=

=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 1.# columna:

3 7 -1
5 6loal?2 0l.5|7 7 - _a. g4 _ 4l =
95 2 3‘8 4‘+>’8 4 +92 6 3-(=40)+5-36+9

=-120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 2.2 columna:

3 7 41
52 6)==72 0422 N_g|3 Mo (pH+2-21-8 13-
5 8 4 ‘94‘ ‘94 56 7 5

=518 + 42 — 104 = 456
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UNIDAD | 3

Desarrollando por la 3.2 columna:

3 7 -1 _
52 6|=-1[ 26 7|+4]3 7158 -6 (39 +4 41 -
9384 98‘ 98+ 5 2 (-58) (=39) +

=58 + 234 + 164 = 456

2. Calcula los siguientes determinantes:

70 -3 4 31-13
40 4 7 14 -14
D37 6 9 Plo3 25
10 19 20 0 2
0 -3 4
Z} 0 43 7l _|7 73 4
a) =714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9
(1) Desarrollando por la 2.2 columna.
b) =24 -1 4/+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
03 25 3 2 5 0 3 2
20 0 2

(1) Desarrollando por la 4. fila.

También podriamos haber observado que la 4.# columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

12 30 -14 4 215 3
A_3—10112 B_23265
14131006 16 5 312 8

7 0 32 18 12 10 6 23 16

10 01-1 21 0 -1
(11210 (51 3 -7
€=lo o000 1 D=7 2 3 s

11000 10 2 2

1 213 0-14
3 -1fo 11 2
ATl 31006

70 3 218
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1 2
3 -1

Luego las dos primeras filas son linealmente independientes.

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: =-7#0

Observamos que la 3.2 fila es la suma de las dos primeras, y que la 4.2 fila es la suma
de la 2.* y la 3.2, Por tanto, ran (A) = 2.

4 201 5 3
2 32 6 5
6 5 3 12 8
12 10 6 23 16

B =

2

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 3 =8#0.

Luego las dos primeras filas son linealmente independientes.

Veamos si la 3. fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5

2 3 6|=8#0 — Las 3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 4. fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2.3 2 6|_, 2.3 6 5|_,
6 5 3 12| " Y1|6 5 12 8|~
12 10 6 23 12 10 23 16

[ > S S

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘1 _01‘ = 1% 0. Luego las dos
primeras filas son linealmente independientes.

01 -1
Como (2 1 0= ’O 1‘ = -2 # 0, las tres primeras filas son linealmente indepen-
00 1| 21
dientes.
SO
Como =—12 1 0|=2#0, entonces ran (C) = 4.
0 0 0 1 00 1
1 0 0 O
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2 1 0 -1
51 3 7
D=1 2 3 _3

1 0 2 2

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

meras filas son linealmente independientes.

0
Como

iR VAN Y]
O =

2

-31=-9#0, la12 22y 4.2 fila son linealmente independientes.

La 3.2 fila es la suma de las dos primeras. Luego ran (D) = 3.
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1. Averigua si los siguientes sistemas son compatibles o incompatibles:
[3x-2y=5 [ 4o +
a)y x+3y=-2 b) 4§ 2x—
[2x— y= 3 | 7x +
x+3y—z=1 x +
o)1 2x +z=2 d) 4 2x
2y—z=0
aA)3x-2y= 5 3 2 3 2 5
x+3y=-2;, A=|1 3 A'=(1 3 =2
2x— y= 3 2 -1 2 -1 3
‘3 ‘2‘ “11%0 - ran(A) =2
1 3
|4’l=0 — ran(A") =2
El sistema es compatible.
b)4x+ 5y=7 4 5 4 5 7
2x—  y=0p A=(2 -1 A'=(2 -1 O
7x + 11y =4 7 11 7 11 4

|4 =147 20 = ran(4") =3 #ran(A4) = 2

El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

5y=7
y=0
11y=4

3y—z=1
tz=2

2y—z=5

‘; 1 ‘ = -3 #0. Luego las dos pri-

3




O x+3y-z=1

13 -1 13 -1 1
2 +z=2¢ A=[2 0 1| A4a=[2 0 1 2
2y—z=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A:
; (5) =620y |4]=0 = ran() =2

Calculamos el rango de A"
1 3 1

2 0 2(=0 (pueslal?yla3.?columnas son iguales) — ran(A") =2 =ran (A)
0 2 0

El sistema es compatible.

Observacion: Como la 4.* columna de A’ y la 1. son iguales, necesariamente
ran (A') = ran (A); es decir, el sistema es compatible.

d x+3y-2z=1 1

1 3 1 3 -1 1
2x +z=2 A=(2 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=5 0 2 -1 0O 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"
1 3 1

2 0 2(==3020 — ran(4’) =3%#ran(A)
0 2 5

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve mediante la regla de Cramer:

x—3y+5z=-24

X+ y—z=2
a)y2x— y+4z= —8 b)

x— y+z=8
x+ y = 9 2x + 3y =10

a) x—3y+5z=-24

1 -3 5
2x— y+dz= -8 |A|=|2 -1 4|=-1=20
X+ y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 24
A l=|-8 -1 4|=-7 |Ay|= 2 -8 4|=-2|4]=]2 -1 -8|=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Por tanto: x=7, y=2, z=-5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 3
b) x+ y-z= 1 1 -1
x— y+z=8  |4|=|1 -1 1|=-6
2x+3y =10 230
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
l4.]=]8 -1 1|=-30 |Ay|= 1 8 1]=0;4]=|1 -1 8|=-18
10 3 O 2 10 0 2 3 10
Por tanto: x=5, y=0, z=3
2. Resuelve aplicando la regla de Cramer:
2x—5y+3z= 4 3x—4y— z= 4
a)] x-2p+ z= 3 b) y+ z=6
5x+ y+7z=11 2x+5y+7z=-1
a) 2x -5y +3z = 2 -5 3
x=2y+ z= 3¢ |A]=|1 2 1|=13
Sx+ y+7z=11 5 1.7
4 -5 3 2 4 3 2 5 4
la =13 -2 1|=65 |4,|=|1 3 1|=0; |4]=]1 -2 3|=-206
1 1 7 ' 5 11 7 5 1 11
Por tanto: x =5, y=0, z=-2
b)3x—-4y—- z= 4 3 4 -1
y+ z= 06¢ |4|=|0 1 1]|=0
2x+ 5y + 7z =-1 2.5 7

Por tanto, ran (A4) < 3.

Como hay menores de orden 2 distintos de cero, ran (A) = 2.

3 -4 -1 4
A'=[{0 1 1 6| > ran4) =3
2 5 7 -1

Por tanto, este sistema es incompatible.
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3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
x— y+3z=1 x— y+3z=1
a)y 3x— y+2z=3 b)i3x— y+2z= 3
—2y+7z=0 —2y+7z=10

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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a) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
dx— y+2z2=3p A=|3 -1 2 A'=(3 -1 2| 3
2y+72=0 0o -2 7 0o -2 7 0

Calculamos el rango de A4:

1 -1

0 =220y |A|=0 = ran(4) =2

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3|=0 (alfyla3.?columnas son iguales) — ran(4’) =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
2.* ecuacion:

x—y+3z=1 x—y=1—32—>x=y+1—32=1+%

=2y +7z=0 -2y =-7z - y=77z
Soluciones: x=1+A, y=7A, z=2A
b)) x— y+3z= 1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z= 3y A=|3 -1 2 A'=13 -1 2 3
2y +72=10 0 -2 7 0 -2 7 110

Sabemos, por el apartado a), que ran (4) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3(=2020 — ran(A4’") =3 #ran(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.

4. Resuelve estos sistemas:

+ =
x+y 3 3x+dy= 4
y+z=>5
a) b)y 2x+ 6y =23
X +z=4 2%+ 3 1
_x =
5x—y+z=6 v
a) x+y =3 1 1 0 1 1 0] 3
y+z=>5 o 11 o1 15
x +z=4 A=l 0 1 A=11 0 1 4
Sx—y+z=6 5 -1 1 5 -1 1 6

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Como

—_ O -

1 0
1 1({=220 > ran(A =3
0 1

Calculamos el rango de A"
|4'|=0 = ran(4) =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
ultima ecuacién y aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4 0 1 1 4 1 1 0 4
x=——£=1,y=——i=2, z=—=£=3
2 2 2 2 2 2
Solucion: x=1, y=2, z=3
b) 3x+4y= 4 3 4 3 4 4
x+0y=23 ¢ A=|2 6 A'=|2 6 | 23
2x+3y= 1 -2 3 -2 3 11
Como |A’| =309 # 0, entonces ran (A') = 3 # ran (A).
El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
3x_ 5y + 0 x+ 1ly—4z=0
x— z=
Y 2x+ 4y+ z=0
a)y x—2y+z=0
x+ y—-2z=0
x+ y =0
2x—16y+5z=0
A3x-5+z=0 3 -5 1
x=2y+z=0; |A]=|1 2 1|=-5=20
X+ y =0 1 1 0
Por tanto, ran (A) = 3 = n.° de incognitas.
El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0, z=0
b) x+ 1ly—4z=0
2x+ 4y+ z=0 Loar -4
-2 4 1|=-18 = ran(A) = 3 = n.°de incognilas

x+ y—2z=0 1 1 =
2x—16y + 52 =0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0, z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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2. Resuelve estos sistemas:

x— y— z=0 xX+y+5z =0
aA){x+ y+3z=0 b){ 3x-y —2t=0

xX—=5y—-9z=0 x—=-y+ z—1=0
Ax- y- z=0 1 -1 -1

x+ y+3z=0; |Al=]1 1 3]|=0

B 15 9

1 -1

Seleccionamos el menor =2#0 — ran(4) =2

Podemos suprimir la 3.* ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

X—-y=z =—z
x+y=-3z ( y=-2z

Soluciones: x=-\k, y=-2A, z=1A

b) x+y+5z =0 1 1 5 0
3x—y -2t=0p A=|3 -1 0 =2
X—=y+ z—1=0 1 -1 1 -
1 1 5
3 -1 0|=-14#0 > ran(4A) =3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la ¢ al segundo miembro:
x+)py+5z=0

3x—y =2t
X—-y+ z=1

0O 1 5
2t =1 0
-1 1 Tt _ 1
o=t T At
~14 14 2
1 0 5
3 2t 0
_Ir o1 7t —t
Y 14 14 2
1 1 0
3 -1 2t
1 -1 ¢ 0
=__ - =2 =9
= —14 -14

Soluciones: x =\, y=-A, z=0, =2\
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1. Discute y resuelve:
x+ yt+taz= 0 x+ y=k
a)yax—y =-1 b))y kx— y=13
x+4y+ 6z= 0 5x+3y=16
) x+ yt+az= 0 1 1 a 1 1 a|o
ax— y =-1 A=|a -1 0 A'=|la -1 0 | -1
a=2
4] =4a?—5a—6=0 — q=2EN25+96 5% 121=54_r11< _3
8 8 8 d:7
e Si a=2, queda:
1 1i2]0
A'=12 1.0 -1 L =320 — ran(A4) =2
14 60 -l
[
A 11 0
2 -1 -1{=3#0 — ran(A4') =3 # ran (A)
1 4 0
El sistema es incompatible.
e Si a=-3/4, queda:
1 1 :-3/4]0
a=3/4 -1 0 |4 oo Zb o 5 rana =2
14 6 0 -3/4 -1 4
| S
4 1 1 0
-3/4 -1 -1{=3#0 — ran(A") =3 # ran (A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

e Sia#2y a+-3/4 — ran(A) = ran(A") = n.°de incognitas = 3, el sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos:

0O 1 a 1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
x = 0 4 6l _ 6-4a _11 0 6l _ a-6
4a-5a-6  4a’-5a-6" Y 4a2-5a-6  4a*-5a-6’
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
z= =
4a’-5a-6  4a*-5a-06
Solucion: x = 6 = 4a = a-06 = 3
4a® -5a -6 4a% -5a -6 4a* - 5a -6

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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by Xt y= k 11 | k
kx— y=13 A=k -1 | 13
Sx + 3y =16 5 3 |16
[ —
A
11 £+ V121 =120 11 +1 k=2
|A'| =3k - 11k +10=0 — k= —= — = — < 5
6 6 A
3
e Si k=2, queda:
1 1 2
A=[(2 -1:|13 ‘1 ! ‘=—3¢O — ran(A) = ran (A') = 2 = n.° de incognitas
5 3 16) 12
\_W_J
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3.% ecuacion:

x+y=2

2x—y=13} Sumando: 3x=15 - x=5; y=2-x=2-5=-3

Solucion: x =5, y=-3

* Si k=5/3, queda:

1 14 5/3
A'=|5/3 -1;| 13
5 3 16
|
A

1 1 —8 o
=— =20 > ran(A) = ran (A") = 2 = n.° de incognitas
’ 5/3 —1‘ 3 s
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3.2 ecuacion:

5
x+y=—
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x-y=13
3
S5 -2 11 _ =23
VT3 TYTE T TG
Solucion: x = %, y= %

e Si kx2y k#5/3 —> ran(A') =3 #ran(A), el sistema es incompatible.
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2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a,
ecuaciones:

(a-1Dx+ y=0
(a-Dx+(a+1Dy=0

| a-

(a—Dx+ y=0
(a-Dx+@+Dy=0

a—1 1
a—1 a+1

1 1
Al=(a-1
| | ( )‘1 a+1‘

e Si a=0, queda:

-x+y=0

} y =x. Sistema compatible indeterminado.
-x+y=0

Soluciones: x =1L, y=2LA
e Si a=1, queda:

y=0

29 = 0 } Sistema compatible indeterminado.
y =

Soluciones: x=A, y=0

e Sia#0y a#1 — ran(A) =2

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0
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1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 -1 -1
A=[-1 0 3 B=(i ‘;)
-2 5 -3 B

Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-1#0 — Existe 47!

o, —— Adj() —— (Adj@) ——

-15 9 -5 -15 9 -5 -15 -8 -3
8 =5 3| 5|8 5 359 5 =2
3 2 - 3 2 -1 S 3 -1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

-@-D@+1-D=ata-1=-0<_ "

_
UNIDAD H

el siguiente sistema de

0

1
1 . '
m (Adj (A)

15 8 3
- |9 5 2|=471
5 3 1
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Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=-3#0 — Existe B!

1
o, —— Adj(B) ——— (Adj(B) —— H(Adj(B))’
2 1) 2 2 ) L 22 1) pa
-1 2 1 2 -1 2 3 \-1 2
2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
4 -1 0
a=|1 4 B=|0 2 1
2 7 1 5 3
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A|=-1#0 — Existe 47!
1
o, —— AdjA) —— (Adj (D) —— m(Ac{;'(A))f
7020 (7 2 (7 4 7 4| _ 44
4 1 -4 1 -2 1 -2 1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B| =3#0 — Existe B~
1
a;, —— Adj(B) ——— (4dj(B)) —— H(Adj(B))t
1 -1 =2 1 1 2 1 3 -1 1 3
3 012 21| 53 12 21| 5|1 12 -4 5 L1 12
1 4 8 1 -4 8 2 21 8 3\2 21

-1
4
8

B—l

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD

Pagina 94

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Determinantes

1 |Sabiendo que =7, justifica las siguientes igualdades, citando en cada

a b
c

caso las propiedades que has aplicado:

a-b b 3a 2b
= b =42
DV _a d‘ 7 3¢ 24‘
b a a b
=_ =—14
© d c 7 D a—2c b—Zd‘ 1

a) Propiedad 8: si a una columna de una matriz se le suma la otra columna multi-
plicada por un ndmero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.

b) Propiedad 5: si multiplicamos cada elemento de una columna por un ndmero,
el determinante queda multiplicado por ese nimero.

¢) Propiedad 3: si permutamos las dos columnas, el determinante cambia de signo.

d) Propiedad 7: si una fila es suma de dos, el determinante puede descomponerse
en suma de dos determinantes.

2 Si Z’ " = -5, ¢cual es el valor de cada uno de estos determinantes?:
2™ p‘ b)‘p m o3 —m
n q q n 3q -p
alp 2m e)‘ 1 n/m
q 2n mp mq
m-pl_ _
21) n q(l)
pom_\p q|_ _\mn|__=y_
b)qn(Dmn(Z) ‘pq (-5 =5
3n—m=_nm= mmn|_ .. zy_
9] 3 —p |® g b (2)3‘10 q 3-(=5=-15
D 2m|_ S|P m|_ 5 |P qgl_ 5 mnl_ 5 =y
d)q 2n (B)an(l)zmn(Z) 2‘1)@ 2-(5=10

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1 m n|_|\mn
_-m =
& m P q

P q

(D El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

e)‘ 1 n/m -5

mp mq

(2) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de
signo.

(3) Si multiplicamos una fila o una columna por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

Calcula el valor de estos determinantes:

18 1 3 4 -6 7 8 0 0 3 1
a1 7 0 b2 -1 1 olo 7 3 D=2 0 2
1 6 -1 5 3 -5 1 0 1 3 4 0
1 8 1 3 4 -6
D1 7 0f=0 M2 -1 1]=0
1 6 -1 5 3 -5

7 8 0 0 3 1
o |0 =7 3|=-25 dD|-2 0 2/=10
1 0 1 3 4 0
¢Qué valor de a anula estos determinantes?:
3 4 -5 a-1 1 -1
all -1 1 b)) 0 a+6 3
1 -1 a a-1 2 0
2 11 a+1 1 1
oo 2 2 d| 1 2 a
2 3 a 1 a 2
3 4 -5
|l -1 1 |==23+5+4-5+3-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a

a—1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3@-D+@-D@+6)-6a-D=@-DB+a+6-0]=
a-—1 2 0

=1
“@-DGro=0<_""

[\
—_

1
2 |=4a’+4-4-12=4a*-12=0 — a2=3<a=\/§
2 3 6i2 ﬂ=—\/§

o

o)
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a+1 1 1
Dl 1 2 al=4@+D+a+a-2-a*a+1)-2=
1 a 2

=4a+4+2a-2-ad—a* 2=-ad—-a*+6a=—-a(a*+a-6)=0 —

Prueba, sin desarrollarlos, que el determinante a) es multiplo de 3 y que el
b) es miiltiplo de 5:

132 521
a)|4 7 1 b) (4 7 6
825 639

a=0

1+VN1+24 -1+ a= 2
a=-

@ aq) Suma la 1.* y 2.% columnas a la 3.%.
1 3 2 1 3 2

Al =4 7 1|=14 7 12| =34 7 4| — Esmiltiplo de 3.
8 2 5 8§ 2 5

(1) Sumamos a la 3.2 columna las otras dos.

(2) Si una columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por

ese nimero.
> 21 3 > 2 1 ) 521
b) |B|=|4 7 6|=|4 7 6|=5|4 7 6| — Esmdltiplo de 5.
6 3 9 10 10 15 2 2 3

(3) Sumamos a la 3.2 fila la 2.2,

Rango de una matriz

Estudia el rango de las siguientes matrices:

10-12 ; _11 ;
a2 3 12 b)
2 4 21 505
1 2 1
1 -1 2
a) El rango es 3, ya que el determinante |2 1 -2|=15=#0.
2 2 1

b) 4.2 fila = 2.2 fila — 1.2 fila
3.2 fila = 1.2 fila + 2.2 fila

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

21



22

Por tanto: ran

1 -1 2
2 1 3

— NN
NN O -
EaBAVARAO NI NS}

Como

_1‘=3¢O — El rango es 2

Estudia el rango seguin el valor del parametro:

21 0 a 1 0
aA=(11 =2 b)B=|-1 2a -2
31 a 1 -1 2
2 -1 a 1 1 1
oC=|a 3 4 dD=|1 —a 1
3 -1 2 1 1 a
21 0
a|A|l=|1 1 2|=2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
3 1 a
21

e Sia=2 — Como|A|=0y‘ 1‘=1;¢0 - ran (4) =2

1

e Sia#2 — |A|#0 — ran ) =3

a 1 0

a=0
b) |Bl=1|-12a -2|=4a*>-2+2—-2a=4a*-2a=2aQa-1)=0
1Bl= |1 2a Qa-D=0<___ ,
Observamos que 1 g‘=2¢0 — ran (B) 22
e Sia=0 - |B|=0 - ran(B)=2
. 1
e Si a=- = |B|=0 — ran (B) =2
. 1
e Si a;tOya;tE — |B|#0 — ran(B)=3
2 -1 a
o|Cl=la 3 4|=12-a*>-12-9a+8+2a=-a*-T7a+8=0 —
3 -1 2
o ,o72V49+320 _ 7V81 749 - -8
-2 -2 -2 =1

3 4

Observamos que

2‘=10¢O — ran(C) =22

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Por tanto:

eSia=1 - |C|=0 = rman(C) =2

e Sia=-8 — |C|=0 — rman(C)=2
eSiazlya+#-8 — |C|20 — ran(C)=3

11 1
a=-1
DDl =1 -a 1 =—a2+1+1+a—a—1=—6l2+1=0< .
1 1 a a
11 1
eSia=-1 - D=|1 1 1|, |D|=0 y‘l 1‘=—2¢O%mn(D)=2
1 1 -1 -1
11 1
eSia=1 - D=[1 -1 1| |p|=0y|! =220 = ran ) =2
11 1 Lo

eSiazr-1ya#1 — |D|#0 = ran(D) =3

Estudia el rango de estas matrices:

a -1 1

1 —a 2a b)B -

aA)A=

a-2 1 a-1
a a 6

a) El rango de la matriz A serd menor o igual que 2, porque solo tiene dos filas.

Buscamos los valores que anulan el determinante formado por las dos filas y
las dos primeras columnas:

a=1
=—a*+1=0
<6l=—1

e Sia#1ya#-1:. ran(A) =2

a -1
1 -—-a

eSia=1 - 4=+ 11 Lol o van ) =2
1 -1 2 1

eSia=-1 - 4=|"1 11 110, van ) =2
11 =2 1 -2

El rango de A es 2 para cualquier valor de a.

b) El rango de B sera menor o igual que 2, porque solo tiene dos filas.

61—2 1 2 2 6l=0
=0 5> a*-2a-a=0 — a*—3a=0
u a‘ 3 <a=3

Resolvemos

e Sia+0y a+3 ran(B) =2

e Sia=0 - B=(_2 1 _1) - ‘_02 -1 #0, ran (B) = 2

0 0 6 6

e Sia=3 - B= ( ; ; 2) Las dos filas son proporcionales — ran (B) =1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

23



Regla de Cramer

Resuelve aplicando la regla de Cramer:

>3x—y = 2 [ 2x + y+ z=-2
a)y 2x+ y+ z= 0 b)y x—-2y-3z= 1
3y +2z=-1 | —x— y+ z=-3
[3x+ y— z=0 [x+y-z+i=1
)y x+ y+ z=0 dDyx -y —t=2
|3x+2y—-2z=1 | z—1t=0
a)3x -y =2 3 -1 01 2
2x+ y+ z= 0 A'=|2 1 1 | 0| - |A|=1=20
3y+2z=-1 0 3 2[-1
|
A
2 -1 0 3 2 0
0 1 1 2 0 1
-1 2 - -1 2 —
x=—5=_1=_1; =O—=_5=_S,
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
Z=3—=1=7
1

Solucion: x=-1, y=-5 z=7

b)2x+ y+ z=-2 2 1 1| =2
x-2y-3z=1 A'=1 =2 3| 1| - |4]=-11=20
_x_y+ Z=_3 -1 -1 1 —3
—
A
2 1 1 2 2 1
1 -2 -3 1 1 -3
-3 -1 1 -1 3 1 _
PO e e S SO VSR o e LN "2 S
~11 -11 -11 -11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 3 22
PO S L P S
11 -11

Solucion: x=-1, y=2, z=-2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



C)SX+ V- z=0 3 1 -1
x+ y+ z=0 la]=]1 1 1
3x+2y-2z=1 3 2 =2

0 1 -1 3
la=]o 1 1|=2 |a]=]|1
1 2 =2 3
3 1 0
4. =]1 1 0|=2
2 1
Por tanto: x=i, y=£7 Z=__1
3 3 3

Do +y-—z+1=1 11 -1:1

X -y —t=2 A'=[1 -1 0 -1
z—1=0 0.0 1:-1
—_—
A
1 1 -1
Tenemos que |1 =1 0 |=-2+#0
00 1
1-¢+ 1 -1
2+t -1 O
t 0 1 3 _
x = _ 23—t _3+1
-2 -2 2
1 1-¢ -1
1 2+¢ 0O
)= 0 ¢ 11 _1+¢_ -1t
-2 -2 2
1 1 1-¢
1 -1 2+1¢
0 0 t 2t
zZz= - =" =1
-2 -2
Soluciones: (%, —-1- 7‘, A, k)
s10 |Estudia y, cuando sea posible, resuelve:
x— y=06

a)y4x + y=-1 b)

5x+ 2y=-5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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x+ y— z=-2
2x— y—-3z=-3
x—2y—2z= 0
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A x— y=06

1
4x+ y=-1p A'=|4 1! -1|. Como 1 _1‘=5¢0 y |a]=0,
S5x + 2y =-5 > 2 15
H_J
A

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 2

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 3.2 ecuacion:

X-y= 6} Sumando: 5x =5 — x=1 } Solucion: x=1, y=-5

dx+y=-1( y=-1-4x=-1-4=-5
by x+ y— z=-2 1101 | =2
26— y-3z=-3 ¢ A'=[2 -1:-3 |3
X—=2y-2z= 0 1 -2 =210
| —
A
Tenemos que |A|=0 y que 5 11‘=—3¢O — ran (4) =2
1 1 2
Como |2 -1 3[=-3#0 — ranA)=2#ran (A) =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

Estudia y resuelve estos sistemas, cuando sea posible, aplicando la regla de
Cramer:

[3x+y—z=0 [ x-2y+ z=-2
a)y x+y+z=0 b)y 2x+ y+ z=-2
y—z=1 | x+ y—-2z=-2

x+y =5

[ x+2p+z=0
Y x + z= 6

©)| —x— =1 d
) y ) yiz= 7
- y—z=-1
[ 2x+y+z=11
A)3x+y-—z=0 31 -11]0
x+y+z=0 A'=11 1 1 0
yoz=1 01 -1 .1
[ —
A
Como |A|=-6#0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:
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0O 1 -1
0 1 1
1 1 -1 2 -1
x=d4 1 =20 _ 2 _ =1
-6 -6 3
3 0 -1
1 0 1
y=d0 L Al _-4_2
-6 -6 3
3 1 0
1 1 0
o o1 1] 2 4
y=d4Y L P _ 2 _ =
-6 -6 3
Solucion: x = i, y= E, z==L
3 3 3
b) x -2+ zZ=-2 1 211 i)
2x+ y+ z==2p A'=[2 11 =2
X+ y-2z=-2 11 -21-2
| —
A
1 -2
Como 51 ‘ =-3 y |A]|=0, tenemos que ran (4) = 2.
1 -2 =2
Ademids, |2 1 -2|=18#0. Luego ran (A") =3 # ran (A) = 2.
1 1 =2

Por tanto, el sistema es incompatible.

o x+2p+z= 0 1 211 0
X =) =1 A= ?,1,,,j,l,,j 0 1
%,—/
A
1 2 0
Como |A|=0,|-1 -1 1| =0y 12 =1#0, tenemos que:
0 -1 -1 -1

ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas. El sistema es compatible indetermi-
nado.

Para hallar sus soluciones, podemos prescindir de la 1.2 ecuaciéon y resolverlo
en funcién de y:

x-y = 1} =—1-y

} = x=-l-yp, y=y; z=1-y
—y—z=-1| z=1-y

Soluciones: (<1 —A, A, 1 -0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Dx+y =5 11 0/] 5
x  +z=06 U B U G
y+z=17 0. 1 1:i] 7
2x+y+z=11 2 1 1
-
A
Tenemos que:
FILAS
1 1 0 5| an 11 0 5
|A/| — 1 0 1 6 _ Q25 -0n 0o -1 1 1 _
o 1 1 7 39 o 1 1 7
2 1 1 11 “4H-2-a9 0 -1 1 1
-1 1 1 1 1 0
={1 1 7|=0y (1 0 1|=-2#0
-1 1 1 0 1 1
Luego ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.
El sistema es compatible determinado.
Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecuacion:
510 550 11 5
6 01 1 6 1 1 0 6
71 1| -4 0711 -6 01 7 -8
X=—"——=—=2, y="—""——""=—-=3 z= =—=4
) oY -2 B 22 )
Solucion: x =2, y=3, z=4

Pagina 95
Discusion de sistemas mediante determinantes
s12 | Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:
Ty + 5z=-7 [ max + y— z=1
a)y 3x+4y+mz=-1 b) x=2y+ z=1
7x + 5z=7 | 3x+4y—-2z=-3
2x+ y— z=1 [ x+ y+ z=6
)y x=-2y+ z=3 d)i 2x+2y+mz=06
5x—-5y+2z=m | mx =0
a) Ty + 5z=-7 0 7 5| —7
3x + 4y + mz = -1 A'=|3 4 m| -1
7x +5z=7 705 7
| —
A

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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El sistema tendra solucion si ran (A) = ran (A"), segin el teorema de Rouché.

Buscamos los valores que hacen |4]| = 0:

0 7 5
|Al=|3 4 m|=499m—-245=0 - m=5
7 0 5

e Sim=5 — ‘(3) ZiO — ran (A) =2

0 7 =7
3 4 —1|1=-49+196-147=0 — ranA4) =2
7 0 7

El sistema es compatible indeterminado.

e Sim#5 — ran (A) =ran (A) = 3, el sistema es compatible determinado.

b)mx+ y— z= 1 m 1 -1 1
x=-2y+ z=1 A'=11 -2 1 1
3x + 4y —2z=-3 3 4 213
—_—
A
m 1 -1
[A]l=|1 =2 1|=4m—-4+3-6-4m+2=-5
3 4 -2

Como |A|# 0 para cualquier valor de m, ran (4) = ran (A) = 3. El sistema
es compatible determinado para todo m.

o2+ y- z=1 2 1 -1 1
xX—-2y+ z=3 A'=11 =2 1 3
S5x-5y+2z=m 5 S5 2 m

-
A

2 1 -1
[A]=]1 =2 1|=-8+5+5-10+10-2=0

5 -5 2
? _1 0 — ran (4) =2
2 1 -1
1 =2 3|=-4m-5+15+10+30-m=-5m+50=0 — m=10
5 5 m

e Si m=10 — ran (4) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indetermi-
nado.

e Si m#10 — ran (A) =2 #ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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D x+ y+ z=6 11 116
2x+2p+mz=06;r A'=|2 2 m | 6
- _0 m o 0| 0

S —
A

11
m =0
4] =12 2 m=m(m—2)=0< }
m 0 0 m =2

11 1]6
e Sim=0 - A'=[22 0|6 ‘1 Y20 o ran ) = ran ) =2
00700 120

11 1]6
e Sim=2 —> A'=[2 226
2 0.0/0
1 1 6
‘2 2¢O; 2 2 6|20 - ranA)=2=#ran(4)=3
z 0 2 0 0

El sistema es incompatible.

e Si mz0 y m#2 — ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible
determinado.

Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

2x—ay+ 4z=0 x - z=0
a)y x+ y+ 7z=0 b) ay+3z=0
x— y+12z=0 4x+ y—az=0

a)2x—ay+ 4z=0
x+ y+ 7z=0
x— y+12z=0

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles porque ran (4) = ran (A").
Pueden tener solucion Gnica o infinitas soluciones. Estudiamos el rango de A:

2 —a 4

[Al=11 1 7|=24-4-T7a-4+14+12a=5a+30=0 — a=-6
1 -1 12

e Si a=—6 — ran (A) = ran (4") = 2, porque 11 # 0.

El sistema es compatible indeterminado.

e Si ax—-6 — ran (A) =ran (4") = 3. El sistema es compatible determinado.
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b) x - z=0]
ay+3z=0
dx+ y—az=0]
1 0 -1 a=
lal=]0 1 3|=-a?+4a-3=-0<_
4 1 -1 a=
1 0 -1
eSia=1 - A=|0 13 ,‘(1) U120 = ran (4) = ran (4) = 2
4 1 -1

El sistema es compatible indeterminado.

1 0:-1
eSia=3 > A=|(0 3! 3 ,‘1 g¢0—>mn(A):mn(A’)=2
4 1 41

El sistema es compatible indeterminado.

eSia#lya#3 - ran(4)=ran(4) =3

El sistema es compatible determinado.

¢Existe algin valor de a para el cual estos sistemas tengan infinitas solu-
ciones?:

3x—-2y—3z= 2 x+ y+ z=a-1
a)4 2x+ ay—5z=—4 b) 2x+ y+taz=a
x+ y+2z= 2 xt+tay + z=1
a)3x—2y—3z= 2 3 -2 -3 2
2x+ ay—5z=—4 A=(2 a -5 | -4
X+ y+2z= 2 11 2 2
N
A

|A|=9a+27=0 — a=-3

*Si a=-3, queda:

3 2 3| 2
A'=|2 3 5| -4
1 1 2 2
3 -2 2
Como ‘5 _2‘=—5 y |2 -3 —4|= 20, entonces:
23 11 2

ran (A) = 2 #ran (A") =3 — El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=-3 — ran(A) =ran (A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que el sistema tenga infinitas
soluciones.

b) x+ y+ z=a-1

1 a-1
2+ y+az=a A'=12
1

QA = =

1
a
x+ay+ z=1 1
\_ﬁ,—J

A

|A|=-a?+3a-2=0 — a-=

3+V9-8  3+1 a=1
= =) <

-2 a=2

eSi a=1, queda:

1 1 110
A'=(2 1 1|1 ::| Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 111

e Si a=2, queda:

1 1:1 11
A'=[2 112 | 2| Lascolumnas 1.2, 3.2y 4.2 son iguales, y L # 0;
""""" 21
1 2 111
\_ﬂf—d
A

luego ran (A) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indeterminado.

eSiazlya#2 — ran (4 =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

Matriz inversa

Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices y comprueba el resultado:

4 2 01 1 0 2
a) 3) b)1_42 alo 3 0 Dz 0 1
11 3 101 0 2 0
a)|A|=1#20 — Existe A~
1
o, —— AdjD) —— Udj@) —— m(Adf(A))‘
1 1 1 -1 1 -3 1 -3)_ 4
H R P B PR R Fi IS
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b)|B|=10#0 — Existe B~

0, —— Adj(B) —— (AdjB) — ﬁ(Adj(B))t

R R R S R F
-2 1 2 1 -3 1 10 (-3 1

o|Cl=3#0 — Existe ¢!
1

oy ——— Adj(C) ——— (4dj(©)) — il (Adj ()
3 0 -3 3 0 -3 3 0 -3 L (303
01 0] >0 1 0] >0 1 0] > =-{0 1 0f=c!
30 6 30 6 30 6 315 0 6
d)|D|=-10#0 — Existe D™
1
oy —— Adj(D) ——— (Adj(D) —— m(Adj(D))’
2 0 -4 2 0 -4 2 -4 0 2 -4 0
4 0 2| 5 (-40 2| 500 0 5] 5 Lo o s5|=pn
0 -5 0 0 5 0 —4 2 0 -4 2 0

s16 |Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:

1 2x=(03

D5 30

b) X

-1 5
=1 2
1 4) a 2
a) Llamamos A4 = (; ?) y B= ((3) (5)) , de manera que tenemos:
A-X=B —> X=A"'B
Calculamos A~
|A|=-320 — Existe A™!
1

o, —— A ——— AdjD) —— m(Adj(A))f
1 2 1 -2y (1 =2y 1 1 =2} _
2 1 -2 1 -2 1 -3 =21

Calculamos A™! - B:
1 (1 =2y (0 3)_1 (-6 3)_[2 -1
2 1 3 0 -3 |3 -6 -1 2

La soluciéon es: X = ( 2 _1)

=3
-1 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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-1 5
-1 4

b) Llamamos A =(
X A=B > X-A-A'=B-A!' - X=B-4"
|A|=1#0 — Existe A7

Calculamos A~

) y B=(1 2), de manera que:

1

o, —— A ——— AdjD) —— m(Adj(A))’
St S IR (S ) IO O] I )
5 -1 -5 -1 1 -1 1 -1
Calculamos B - A%
4 -5
12 =6 -
( ) (1 _1) ¢ 7)
La solucion es: X =(6 -7)
Calcula la inversa de las siguientes matrices:
121 210
A=]0 1 0 B=|{01 3
203 211
Después, resuelve estas ecuaciones:
a)AX=B b)XB=A
e Calculamos |A]|=3-2=1
Hallamos los adjuntos de los elementos de A:
1 0 0 O 0 1
All:‘o 5‘=3; Alzz_‘z 3‘=0’ 413 ‘2 o‘z_z
2 1 1 1 1 2
wefi et e e
2 1 1 1 1 2
Aﬁl_‘l O‘=_l; A32=_‘O ’=0’ A53_’ 1‘=1
3 0 =2 3 -6 -1
Adj (A =|-6 1 4| - [Adj D=0 1 0
-1 0 1 -2 4 1
3 -6 -1
A71l=10 1 0
-2 4 1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 3
Comprobacion:
1 2 1\({3 -6 -1 1 0 0
A-A1=l0 1 o|][lo 1 of=]0 1 0
2 0 3/\—2 4 1 0 0 1
o |B|=2+6-6=2
1 3_ . _ 10 3|_ . 10 1]_
By, ‘ 1‘——2, By, _‘2 1‘_67 Bl3 ‘2 1‘__2
1 0 2 2
BZl:_‘l 1‘__1’ BZZ_‘Z 1’=2’ 323__‘2 1‘=0
1 o] 2 0 _ 2 1]
B31 ‘1 3‘_3’ B32 _‘O 3‘__6’ 333 ‘O 1‘_2
2 6 =2 2 -1 3
Adj(B)=|-1 2 0| - [AdjBI'=|6 2 -6
3 -6 2 2 0 2
L [2 103 -1 -1/2 3/2
Bl=—[6 2 -6|=|3 1 -3
212 0 2 -1 0 1
Comprobacion:
2 1 0\ /(-1 =1/2 3/2 1 0 0
B-B1=(0 1 3||3 1 3 1=]0 1 0
2 1 -1 0 1 0 0 1
AAX=B - AAX=A4"'B > X=4"1B
3 —6-1\(2 1 0 4 -4 -19
xX=/0 1 0]|l0 1 3|=|0 1 3
2 4 1/1\2 1 1 -2 3 13
b)XB=A4A — XBB1=4B"1 —» X=4B"!
1 2 1\ (=1 =1/2 37 4 3/2 -7/2
x=|0 1 0|3 1 3 1=[3 1 -3
2 0 3/\-1 0 1 - | 6

PARA RESOLVER

Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:
Ix+3y+2z=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y— z=0
a)y12x-3y—-2z=0 b)

x—-2y+ z=0
x+2y—-2z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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D xt y- z2=0] x+ y- z=0 1 1 -1
12x~3y-22=0 X294+ 2=0¢ A=[1 =2 1
X=2y+ z=0] 12x-3y-22=0 12 -3 -2

1 -2

Como |A|=0
lal=0y ||

‘ =-3# 0, entonces, ran (A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la 3.% ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

|Z 1 |1 Z|
x+y=z] == =z M 222 22
xX=2y=-z -3 -3 3’ -3 -3 3
Soluciones: x=&,y=&,z=k
3 3
b) 9x + 3y +22=0 9 3 2

3x— y+ 2=0 PR 1
S8x+ p+4z=0 8 1 4
X+2y—-2z=0 12 =2

9 3 2
Como |3 -1 1|=-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n.° de incognitas

8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

x+3y— z=-1
x—y=2
a) b)y x— y— z=-1
2x—y=0
2x+ y+3z= 5

a) x-—y=2 _
y a=(t A xo(x) oof?
2x-=y=0 2 -1 y 0
=X 2] 5 4 x-csatax-a41Cosx=-4alC
2 -1/ \y 0

Calculamos A~

|A|=1#0 — Existe A~!
1

oy ——— Adj() —— (Adj@) —— m(Adj(A))’

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2 10 -4\ (-1 -
x=-L |55 5 o| |al=-L o
=20 13 5 _4) 5] 20 |_z8

UNIDAD | 3
-1 1 2 -2
X: . =
S e
La solucién del sistema es: x=-2, y=—4
b) x+3y— z=-1 1 3 - x -1
xX— y— z=-1 A=(1 -1 -1, X= , C=|-1
2x+ y+3z=5 2 13 = 5
1 3 -1 X -1
1 -1 -1|-[y]|=|-1| > A-X=C—> A1 4-X=4"-C—
2 1 3 z 5
- X=41-C
Calculamos A~
|A]=-20#0 — Existe A7}
0, —— Adj) ——— (Adj) —s M%(Adj(fl))’
-2 5 3 -2 5 3 -2 -10 -4 -2 -10 -4
10 5 5> (-10 5 5|—>|-5 5 0] > —|-5 5 0f|=4"
-4 0 -4 -4 0 -4 3 5 —4 - 3 5 —4

La solucion del sistema es: x = %, y=0, z= %
20 |Estudia y resuelve los siguientes sistemas:
x+ y+ z= 2
xX—y—2z=2 u
x—2y-7z= 0
a){2x+y+3z=1 b)
y+ z=-1
3x + z=3
2x + 3y =0
a) x—y—22=2 1 =1 =2 2
2x+y+3z=1¢ A'=[2 1 3| 1
3x  + z=3 53 0811 3
| NS
A
- 21 _ -
Como |A|=0y ’3 O’ =-3#0, tenemos que ran (A) = 2.
1 -1 2
Ademads, |2 1 1| =0. Luego ran (A") = 2 = ran (A) < n.° de incognitas.

3 0 3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la primera ecuacion:

= =1-=
2x+y+32=1}2x+y=1—5z ~ 3 3 Hacemos z = 3\.

3x 4 z=3]3x =3-2z y=1—5z—2x=—1—%z

Soluciones: x=1-A, y=-1-7A, z =3\

b)) x+ y+ z= 2

11 1] 2
x—-2y-Tz= e 1 =2 _71 0
y+ z=- 0.1 1:-1
2x + 3y =0 230 0
\_ﬁ,—J
A
1 1 1
Como |1 =2 7| =520 y |A'|=0, tenemos que:
01 1

ran (A) = ran (A') = n.° de incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 4.% ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o 2 -7 1 0 -7
-1 1 1 0 -1 1 _
PO T R IO M - S
5 5 5 5
1 1 2
1 -2 0
0o 1 -1
PO S R R
5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

s21 | Discute los siguientes sistemas segiin los valores del parametro m y resuél-
velos cuando sea posible:

(mx+y+ z=4 [ x+ y+ z=m-1
a) xty+ z=m b)2x+ y+mz= m
X—y+mz=2 | x+tmy+ z= 1
x+ 2y+32=0 [ x+my+z=4
0y x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5
[ 2x+ 3y +4z=2 | mx + y+z=4
[(mx+y+ z=4
ay x+ty+ z=m
xX—-y+mz= 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD H

El sistema tendra solucion si ran (A) = ran (A"), segin el teorema de Rouché.
Las matrices A y A’ son:

m 1 1 m 1 1 4
A=|1 1 1 A=11 1 1 m
1 -1 m 1 -1 m 2

Como A y A’ tienen tres filas, su rango no puede ser mayor que 3.

Para estudiar el rango, buscamos en primer lugar los valores de m que anulan
el determinante de A, por ser A una matriz cuadrada:

m 1 1

m=1
[A]=0 = |1 1 1 =m2—1=0< i
1 -1 m =-1
e Sim=1:
1 1 1] 4 x+y+z=4

'
|
—_
[
—
—_

- Jx+ty+z=1
1 -1 112 X—y+z=2

La 1.2 y la 2.2 ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

e Si m=-1:

11 114 xtytz= 4
A=1 1 1 |-1| —> x+y+z=-1
1 -1 -1]2 X—y—z= 2

La 1.2y la 3.* ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

e Si m#1l y m#=-1. ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible
determinado.

Resolvemos el sistema en este caso (m#1 y m #-1):

4 1 1

m 1 1
12 -1 m|  -m*+3m+4
= mz_l - m2—1

m 4 1

1 m 1
1 2 om| mP-Tm+6
= m2_1 - mz 1

m 1 4

1 1 m

1 -1 2 m2+ 3m—10
> = =

m2—1 m?* -1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b)

x+ y+ z=m-1
2x+ y+mz=m
x+my+ z=1
El sistema tendra solucion si ran (A4) = ran (A"), segin el teorema de Rouché.
Las matrices A y A’ son:
1 1 1 1 1 1 m-1
A=|2 1 m A'=(2 1 m m
1 m 1 1 m 1 1

Como A y A’ tienen tres filas, su rango no puede ser mayor que 3.

Para estudiar el rango, buscamos, en primer lugar, los valores de m que
anulan el determinante de A, por ser A una matriz cuadrada:

1 1 1
[A]=0 = |2 1 m|=-m?+3m-2=0 =
1 m 1

m=_3i\/9_8<m=1
-2 m =2

e Si m=1:
1 11 1 1 1 0
A=[2 1:i 1|  A=[2 1 1 1]|; con |4]=0.
1 1 1 1 1

Buscamos en A4 un menor de orden 2 distinto de 0:

’; 1 #0, luego ran (4) = 2.

Buscamos en A’ un menor de orden 3 distinto de 0. El menor que tomamos
en A es también un menor de A’ Silo ampliamos con la 3.2 fila y la 4.2
columna:

1 1 0
2 1 1|0, luego ran (A" = 3.
1 1 1

Por ser ran (A) #ran (A", el sistema es incompatible.

(Podriamos haber observado en A’ que la 1.2 y la 3.2 son contradictorias y,
por ello, el sistema es incompatible).

e Si m=2:
1 1:1 1 1 1 1
A=|2 1:2]|, A'={2 1 2 2|; con |A]=0.
1 2 1 1 2 1 1

Como en el caso anterior, encontramos 1 i #0 — ran (A) = 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 3

Ampliamos ese menor con la 3.2 fila y la 4.% columna:

1 1 1
2 1 2|/=0 = ran(4) =2
1 2 1

Al ser ran (A) = ran (A") = 2, el sistema es compatible indeterminado.

Como tiene 3 incognitas y el rango es 2, las soluciones dependen de un
parametro.

Resolvemos el sistema en este caso. Eliminamos una ecuacion y tomamos z
como parametro:

x+y+ z=1} ) x+y=1—7&}
2x+y+2z=2 2x+y=2-2\
x=1-A-yp
220 —2p+y=2-21 = y=0
x=1-2A
Las soluciones son: x=1-A, =0, z=A

e Sim#1y m#2: |A|#0 vy, porello, ran (4) = ran (4) = 3. El sistema
es compatible determinado.

Resolvemos el sistema en este caso (m#1 y m # 2):

m-—1 1 1
m 1 m
~ 1 m 1| _ -m>+2m*+m-2
N i i3m—2 | —mP+3m-2
1 m-1 1
2 m m
1 1 1] m?—dm+4
Y Ty m_2 —m’+3m-2
1 1 m—1
2 1 m
11 m 1 _ =3m? + 4m -2
=7 —m2+3m—2  —-m*+3m—2

¢) Razonando como en los casos a) y b), hacemos:

1 2 3

|[Al=11 m 1|==2m+2=0 - m=1
2 3 4

e Sim=1
1 2:3 10

A=[1 1:1]0
2 3 42

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Como #0, entonces: ran (A) =2 #ran (A") =3

(O I \]
N OO

) 1
1¢Oy 1
2

El sistema es incompatible.

e Si m#1: ran (A) = ran (A) = 3 = n.° de incognitas. El sistema es compati-
ble determinado. Lo resolvemos:

0 2 3
0O m 1
2 3 4|  4-6m  3m-2
- 2-2m S 2-2m m-1
1 0 3
0 1
_l2 2 4] _ 4
YT T w2 2m
1 2 0
1 m O
o 3 2| 2m — 4 o om—=2
c T 2 om 2-2m 1-m

d) Razonando como en los casos a) y b), tenemos:

1 m 1 7 5
4+£N16-12 m=3
lal=11 3 1=m2—4m+3=0—>m=—<
2 m =
m 1 1
e Si m=3:
1 3 1] 4
A'={1 3 1| 5| Lal?yla2?ecuacion son contradictorias.
31 1| 4

El sistema es incompatible.

e Sim=1:
1 1 11| 4
A'=|1 3 1| 5| Lal?yla3.?ecuacion son iguales.
1 1 1| 4
Como . 0, ran (4) = ran (A" = 2 < n.° de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema para m = 1:
x+20+3z2=0

Hemos eliminado la 3.2 ecuacion. Tomamos z = A:
x+ y+ z=0

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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X+ 2y=—3k} = 2

x+ y= -A| x=2A

Las soluciones son: x =4, y=-2A, z=A.

e Sim#1y m#3: ran (A) = ran (A") = 3 = n.°de incognilas. El sistema es
compatible determinado.

Resolvemos el sistema en este caso (m#1 y m # 3):

4 m 1
5 3 1
wod4 o1 f_ 1-m
m2—4m+3 mP—4m+3
1 4 1
1 5 1
lm 4 1] _ 1-m
Vo mZ—4dm+3  mE—4m+3

Sm?—16m + 11
3 m?—4m + 3

I

s22 |Discute y resuelve los siguientes sistemas homogéneos en funcion del
parametro a:

2x— y+ z=0 x+y+ z=0

a)y x+2y—3z=0 b) 3 ax + 2z=0

3x—4y—az=0 2x —y+az=0
A)2x— y+ z=0 2 111
xX+20—-3z=0p A= 12 =3
3x—4y—az=0 3 —4 —a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").
|A]l=-5a-25=0 — a=-5

2 —1‘

e Sia=-5 — Como =520 — ran (A =ran(A") =2

El sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos tomando las dos primeras ecuaciones y pasando z al segun-
do miembro:
2x— y = —Z} Restamos a la 1.2 ecuacion el doble de la 2.2,

X+ 2y =3z | Sumamos a la 2.* ecuacion el doble de la 1.2
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Sy =-7z > y=%z

Hacemos z = A.
z

Sx=z — x=§

5
Soluciones: x = &, y=—A z=1Lr
5 5
e Si a#-5 — Solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0.

b) x+y+ z=0 111
ax  +2z=0 A'=|la 10 2
2

2x —y+az =0

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

12V1+24 _1+5 =3

Al=-a’—a+6= =
|A|==-a?-a+6=0 — a =) = - 5

e Sia=-3 0 a=2 — Como

! §‘=2¢0 > ran (A) = ran (A) = 2
El sistema es compatible indeterminado.
—Lo resolvemos si a = —3:
x+y+ z=0
—3x + 2z=0

2x—=y-=3z=0

Prescindimos de la 3.* ecuacion y pasamos z al segundo miembro:
2

X+ y = X = gz

3 _, _ Hacemos z = A.
X TR 3y 5 5 =22

) 2 -5

Soluciones: x = g?», y= ?7», z=A

—Lo resolvemos si a = 2:
x+y+ z=0
2x + 2z=0
2x—y+2z=0
Prescindimos de la 3.? ecuacion y pasamos z al segundo miembro:
xX+y= -z =0
Y Y Hacemos z = A.
2x =2z =-z
Soluciones: x=-A, y=0, z=2X\

eSia+-3ya#x2 — ran (A =ran (A) = 3. Solo existe la solucion
trivial: x=0, =0, z=0.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

UNIDAD | 3

Estudia, segiin los valores del parametro, el rango de cada matriz:

1 3 3 1 k1 -2 0
A=k B 3 -1 b)B=|-1-1 k 1
-1 3 3 0 1 1 1 k
1 3 3 1
DA=|k k 3 -1
-1 3 3 0

Observamos que ran (A) < 3.

Hallamos los valores de k que anulan el determinante formado por las tres
primeras filas y las tres primeras columnas:

1 3 3

k k 3=0 > 6k-18=0 — k=3
-1 3 3

Para k=3, 1 g;to.

Buscamos un menor de orden 3 distinto de cero:

1 3 1
3 3 —1|#20 — ranA) =3
-1 3 0

Por tanto, ran (A) = 3 para cualquier valor de k.

kR 1 -2 0 ko1 -2 o
=|-1 — 1 _ - 12 _ =
DB=|-1-1 k& 1| - |-1 -1 & k% +1 0</€=_1
11 1 &k 11 1
1 1 -2 0 1 -2 0
e Sik=1—> B=[-1-11 1| > |-1 1 1|20 - ran(B) =3
11 1 1 111
11 20 11 0
e Sik=-1—>B=|-1-1-1 1| |-1-11 =Oy‘_2 Oso o
11 1 -1 11 -1 -1

— ran (B) =2

e Si k-1 — ran(B) =3
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Pagina 96

s24

s25

1 0 -1

a) Considera la matriz A4 =
211

) y calcula el rango de las matrices
AA' y AlA.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de
coeficientes es A'A.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de
coeficientes es AA'.

1 2
a)A=(1 O -1 4o 1
2 1 1 1
1 2
A~A’=(1 0_1)~ 0 1 =(2 1) — ran (44" =2
21 1) |5 ] 16
1 2 s 2 1
Aa=[0 1 ~(1 O-L 12 1 1| S5 ranata) =2
11 2 b1 11 2

b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor:
‘5 2

=1#0
2 1

Podemos suprimir la 3.* ecuacion y pasar la z al segundo miembro:
S5x + 2y =—-z

Soluciones: x =\, y=-3\ z=2»A

©) Como ran (AA") = 2 = n.° de incognitas, el sistema solo tiene la solucion trivial:
x=0, =0

31 1 0 2 0
Dadas A=|1 -2 0| y B=|1 -2 1{:
0 2 0 2 01

a)Halla 4! y B..
b) Halla la matriz inversa de A4 - B.
c) Comprueba que (4B)!' = B! 4L

a)|A| =220 — Existe A~

o; — Adj D) —— (Adj (D) — M%(Adj(A))’
0 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 2
20 -6 5 (2 0 6] 5o 0o 1| 5 Lo o 1]=a
2 -1 5 2 1 5 2 6 5 212 6 5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



|B|=2#0 — Existe B!

7

0, — Adj(B) ——— (Adj(B) ——

UNIDAD H

|1?|(Adf B

2 -1 4 2 1 4 2 2 2 L (222
2 0 -4 |20 4| =11 0 0] > =1 0 o0|=8B"
2 0 -2 2 0 -2 4 4 -2 2 14 4 22
3 -8 2
bA-B=|-2 6 2|, |A-B|=4#0 — Existe (4-B)7!
2 —4 2
o; —— Adj4B) ——— (Adj (AB))) ——— |A—IB|(Adj(AB))’
4 0 —4 4 0 —4 4 8 4 4 8 4
-8 2 4| 518 2 4| 5|0 2 2| > 0 2 2|=wUB)!
4 2 2 4 2 2 —4 —4 2 —4 —4 2
2 2 2\ [0 2 2
oBl-at=L.1 0 o|-[o 0 1|=4-B
214 4 2] \2 6 5
110
526 |Dada A=|-1 1 2|, determina la matriz B que verifica B—I=A'A"
10 1
1 1 0 1 -1 1
A=|-1 1 coAl=|1 1 0
1 0 1 0 2 1

Calculamos AL

|A]=4#0 — Existe 47!

Calculamos A’ - AL

|B| =A'- A7 + 1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes

1 -1 1 1 -1 2
a-at=L 1 1 ofl |3 1 2|=1L.
4 lo 2 1)\ 1 2] 4

1

o, —— Adj) —— (Adj () — m(Adj(A))’
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 1 -1 2
1 1 -1 (=11 1] >3 1 =2 5 —-[3 1 =2|=4"1
2 2 2 2 =2 2 -1 1 2 -1 1 2

a7



s27 | Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4:
x—y =a
x4+ a’z=2a+1

x—y+ta(a—1)z=2a

xX-y =a
x o+ a’z =2a + 1
x—-y+ala—1Dz=2a

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 0
A=[1 0 a?
1 -1 ata-1)

|Al=ala-1) — |4]=0 = a=0, a=1

e Sia20ya+1 - ran(A =3=ran(A4")

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos por la regla de Cramer:

a -1 0
A |=|2a+1 0 a’? =a-(a*-a-1)
2a -1 ata-D
1 a 0
l4,[={1 2a+1 a’® =—a
) 2a ala-1)

1 -1 a
[4.|=]1 0 2a+1|=a
-1 2a
g _at—-a-1 -1 1
Solucion: x = , Y= , z=
a—1 a—1 a-1
1 -1 0
e Sia=0 - A=|1 0 0| - ran(A) =2
1 -1 0
1 -1 0 O
A'=(1 0 0 1| — ran(A4") = 2. Elsistema es compatible indeterminado.
1 -1 0 O

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones:

x—-y=0
X =1

Solucion: x=1, y=1, z=»A

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 3

1 -1 0
eSia=1—> A=|1 0 0| - ran(4 =2
1 -1 0
1 -1 0 1
A'=|11 0 1 3| — ran(4") = 3. Elsistema es incompatible.
1 -1 0 2

e Si a=4, se trata de un sistema compatible determinado, resuelto en el primer
caso, con solucion:

[N LR R |

3’ 3’ 3
x 1 0
Sea A=|0 1 3.
x 1 1

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A1 para x = 2.

Al =x+3x-3x=x

Si x#0, A tiene inversa.

b)Si x=2:
2 1 0
A=10 1 3| = |4]=
2 1 1
|1 3|_ _ 10 3|_ _|10 1
Ay ‘ 1‘ =2 App _‘2 1‘_6v AlS_‘Z 1‘__2
_ |11 0l_ 4. _|12 0|_ _ |12 1)_
Ay _‘1 1‘__17 Azz_‘z 1‘_2’ Aza__‘z 1‘_0
_|1 0f_ _ |2 0|_ _12 1|_
A31_‘1 5‘_3’ 452 _‘0 3‘__6’ A35_‘0 1‘_2
-2 6 2 -2 -1 3
Adi(AD=[-1 2 0| - [AdjDF=|6 2 -6
3 -6 2 -2 0 2
1 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
A‘1=E 6 2 -6|=(3 1 3
-2 0 2 -1 0 1
Comprobacion:

2 1 0\ /-1 -1/2 32 1 0 0
A-A1=(0 1 3|3 1 3 |=]10 1 0
2 1 1/l=1 o0 1 0 0 1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s29

s30

Dadas las matrices:

3 1
a=20 1) B=|0 1 c=(1 2) D=(_9 3)
1 -1 5 12 3 4 -8 17

halla la matriz X que verifica AB+ CX = D.
AB+CX=D — CX=D-AB — X=C7'-(D-A4B)

e Calculamos C~! (|C|==2#0 — existe C7V:

1

oy ——— Adj(C) —— (Adj(©)) — EHM@«nY
R P B P A PR RS
21 2 1 -3 1 3/2 -1/2

e Calculamos A - B:

3 1
20 1), 0 1 =(—7 0)
1 -1 5 12 -2 10
e Por tanto:

X=(3‘/22 _11/2)'[(:?; 137)_(:; 100)]=(3_/22 —11/2)'(:2 3)=(_02 1)

Halla X tal que 34X = B, siendo:

10 2
0
1

A-B=

1
A= B=|1
1

- o

11
01

[N
Rl

3AX=B — X=%A*1-B

Calculamos A™! (|A|=-120 — existe A™):

L
|4

1 1 -1 1 0 -2 -1 0
0 -1 0> 1|1 -1 -1]—-> (-1 1
0

o, — Adj(4) —— (Adj(A))’ E—

1 -1 -1
0 -1 0| —

(Adj (D)

2
1|=at

-2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1

i

-1

Por tanto:

1o
311

—_
S = O
—_ =

0 2 1 2 0\ (1/323 0
0o 1]=2L[1 1 o|l={13 13 o0
11/ 3lo -1

-1 0 -1/3 1/3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 3

Resuelve la ecuacion AXB = C siendo:

3 2 B=(23 c=(1 1)
43 12 11

& Multiplica C por Al por la izquierda y por B~ por la derecha.

A=

AXB=C — A1 A4-X-B-Bl=41.¢- B! - X=41-C Bl

Calculamos 47! y B! (|4]=1 vy |B]=1 — existen 47! y B™):

o —— A ——— (Adj D)) —— ﬁﬁ@@mﬁ
I e I ey B e
2 3 2 3 -4 3 -4 3
0, —— Adj(B) —— (Adj(B) ———> |—113|(Adj(3))’
(2 (AN (2 -1) R (2 —3) R (2 —3)23_1
3 2 3 2 -1 2 -1 2

Por tanto:

AR M B B S R Y A i iy

L)

Dada A=(i ‘72’), halla una matriz X tal que AXA = 2 3

@ Multiplica dos veces por A~, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

Calculamos A7 (JA|=1#0 — existe A7)

o, —— AW ——— AdjD) ——— L(Adj(A))’

|4l
N R R
=3 2 -1 2 -1 2

21
3 2

Por tanto:

11

AXA =
¥

) = A‘lAXAA‘1=A‘1(; ;)A‘l

(En el 1.¢" miembro tenemos A4 =A41=1 — IXI=X).

ety 422 ()2 )

AER NS A

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s33 | Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posible:

-1 1 2 2 -1 0
a3 0 -1|x= 1 -2
1 2 3 3 0 -1
2 -1 0 -1 1 2
plo 1 2|x={3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
11 2 2 -1 0
D3 0-1|x=l0 1 =2
12 3 3 0 -1
- .
A B

Como |A| =0, no existe A7L. La ecuacién no tiene solucion.

2 -1 0 -1 1 2
|0 1 2)1Xx=|3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
| — [N —

A B

Como |A|=4#0, existe A7! y la ecuacién tiene solucion.

A X=B - A1 - 4-X=41"B —> X=A4"1 B Hallamos A~
1

o; — Adj D) —— (Adj (D) —— m(Adj(A))l
1 6 -3 -1 -6 =3 141 2 121 2
1 2 3|5 (123562 4] L2 4]=u
2 4 2 2 4 2 3 3 2 413 3 2
Luego:
121 2\ [-11 2 03 5
X=%—6—24-30—1=l422
33 2] (1 23] 4141 3
Por tanto:
03 5 0 3/4 5/4
x=24 2 20={1 12 12
4141 3] |21 14 34

34 |Resuelve esta ecuacion:

2 0 5 x -3 4
1 1=2||y|+|1]|=|—1
-11 1 z 2 1

@ Como AX+B=C - X=A71(C-B).

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD H

2 0 5 X 7
1 1 =2|-|y|=]|-2] Calculamos A~' (JA|=1620 — existe A™D):
-1 1 1 z -1
— - —
A X = B
1
o, — AdjD) ——— Adj)) —— m(Adj(A))’
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 135—5
—572%57—2—)179—)—6179=A_1
-5 -9 2 -5 9 2 2 2 2 161, 2 2
Por tanto:
. 3 5 -5 7 . 16 1
A-X=B — X=A—1~B=_6 1 7 9|-|-=2 = 1¢ -16] = -1
1602 2 2] | 10116 1
X 1
Luego |y |=|-1); esdecir: x=1, y=-1, z=1
z 1
35 |Resuelve la ecuacion siguiente:
1 1 2 2 00 1 10
X|3 4 6[—-(1 1 2|=(0 1 O
4 2 9 2 01 01 2
1 1 2 2 0 0 1 1 0
Sea A=(3 4 6|, B=|1 1 2|y Cc=[0 1 0]. Entonces:
4 2 9 2 0 1 o1 2
X-A-B=C - X A=C+B = X - A A'=(C+B)- A1 - X=(C+B)- 47!
1 1 0 2 0 0 310
C+B=[0 1 O|+(1 1 2|=|1 2 2
01 2 2 01 2 1 3
1 1 2
A=[3 4 6| - |4]=1#0 — Existe 4™
4 2 9
Calculamos A7
1
o, —— AdjD) —— Udj)) —— m(Adj(A))’
24 3 -10 24 -3 -10 24 -5 2 24 -5 -2
51 25151 2|31 0]>1[31 0]=4"1
-2 0 1 -2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes 53
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Por tanto:

310 24 =5 =2 69 -14 -6
X=|12 2|13 1 0]=|-2 1 0
21 3 -10 2 1 5 -3 -1

¢Existe algin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?:
3x—2y—3z= 2
2x+ ay—5z=-4
x+ y+2z= 2

3x-2y-3z= 2 3 2 3| 2
2x + ay—5z=-4 A'=|2 a 5| -4
X+ y+2z= 2 11 2 2
(A ——
A

|A]|=9a+27=0 = a=-3

e Si a=-3, queda:
3 =213 2

3 -2 2
Como ’3 _2‘ =5 vy |2 -3 —4| =20, entonces:
3 11 2

ran (A) = 2 #ran (A) =3 — Elsistema es incompatible.

e Sia=-3 —> ran(A) =ran(A) =3 — Compatible determinado

Por tanto, no existe ningtn valor de a para el que el sistema tenga infinitas
soluciones.

Pagina 97
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CUESTIONES TEORICAS

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su soluciéon?
Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que:

ran (A) = ran (A') = = n.° de incognitas = 3

El sistema seria compatible determinado. Por tanto, tendria como soluciéon unica
la solucion trivial: x =0, y =0, z=0.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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_
UNIDAD H

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incognitas, el deter-
minante de la matriz de coeficientes es igual a 0.

a) ¢Puede ser compatible?
b) ¢Puede tener solucion unica?

c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (A) = ran (A") < n.° de incognitas.

b) No, pues al ser ran (4) < n.° de incognitas, el sistema no puede ser compatible
determinado.

©) Si, si es compatible, pasando al segundo miembro las incognitas que sea necesario.

a) ¢Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

a a*-2
a

b) ¢Existe algin valor de a para el cual la matriz no tenga

inversa?
a) La condicion necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada A tenga
inversa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A]#0.

b)d 6l2—2
! a

‘ =a’—a’*+2=2#0 para cualquier valor de a.

Por tanto, no existe ningtn valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

Sean A y B inversas una de otra. Si |A| = 4, ;cuanto vale |B|?
Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1 Asi:

Lo

1
A-B|=l4|-|B|=|Il=1 — |B|= S
4+ Bl =14l - 18] |1] 181 = i1 = 4

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1.

¢Qué rango, como maximo, puede tener la matriz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

PARA PROFUNDIZAR

Prueba, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

-8 25 40 5 5 5
a)|2/5 3 2 b)| a b c
0 27 0 b+c a+c a+b

@ a) Hay dos lineas proporcionales. b) Suma la 3.% fila a la 2.°.

a) La 1.2 y la 3. columnas son proporcionales (Ia 3.2 es =5 por la 1.%).
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b) Sumamos la 3.2 fila a la 2.%:

5 5 5 5 5 5
a b ¢ |=latb+c a+b+c a+b+c|=
b+tc a+tc a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5(a+b+o)| 1 1 1 | =0 (pues tiene dos filas iguales).

b+c a+c a+b

Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10 -1 2 1-120
23 2 =2 21 31
Dl 4 2 1 bz 1 43
31 5 -3 21 70
1234 -1 3 2 -1
2121 2 21 3
D124 5 Do 510 4
3 41 2 7 8 9 2

a) Vamos a transformar en ceros los elementos de la 1.* columna, excepto el 1,
mediante operaciones que no cambien el valor del determinante:

FILAS

1 0-1 2 . 10-1 2 4 —
232 =2[_@vy-2ay |0 3 4 -6f_ 2 4 _g -
2 4 2 1 GH-2-09 0 4 4 3l 8 9
31 5 -3 45H-3-09 01 8 -9

=-108 =192 — 12 + 24 + 144 + 72 = -72
(1) Desarrollamos por los elementos de la 1.* columna.

FILAS

as -1 2

1 2 0 0
w2 13 1 e 2 13 1l _|L T AL
31 4 3|y GH-3-@y 3 2 -5 0l|lw 5 1 7 -
2 1 7 0 (€] 2 1 7 0

=-14-6+10+8+5—-21=-18
(1) Hacemos “ceros” en la 4.2 columna.
(2) Desarrollamos por la 4.* columna.

<) =0

1

21 2 1
1 2 4 5
3 41 2
Observamos que ¢, = ¢, + ¢; — ¢;. Si en un determinante hay una linea que es

combinacion lineal de las demas, el determinante es igual a 0.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD
FILAS
-1 3 2 1| s -1 3 2 -1 i 5 1
O 2 21 3|_ @y+2-a9 0 4 5 1 s 10 4
0 -5 10 4 (3 0 -5 10 4 13 23 9
7 8 9 2 “H+7-0d 0 13 23 9
Vamos a convertir en ceros los elementos de la 1.2,
Operando por columnas:
COLUMNAS
a9-4- G 0 0 1
QH-5-GH —|-21-10 4 (T)_‘_jl _6180‘=‘§11 ég‘=958
G 49 68 9 ? ?
(1) Desarrollamos por los elementos de la 1.2 fila.
44 | ;Para qué valores de a se anula cada uno de estos determinantes?:
11 1 2
) 1 2 -3 8
Pa 11
1 -1 1 -2
1 -2 0 1
0 1 1 a
b) 1 0 -3 -1
0 1 -1 2
FILAS
1 1 1 2 a 1 1 1 2
ML -3 8|_ @v-2-a9 -1 0 =5 4|_
a -1 -1 1 3BH+aAYH a+1l 0 0 3
1 -1 1 =2 @+ @y 2 0o 2 0
-1 -5 4
=—la+1 0 3|=-[8a+1)-30+06]=-[8a+8-30+0]=
2 2 0
=-B8a-16)=0 — a=2
FILAS
1 20 1| qo 12 0 1| 0
b)Olla_(z,a) 0O 1 1 b 5 -
110 =3 -1 6y-an 0 2 =3 =2\ | ] , -
0O 1 -1 2 45 o 1 -1 2
=a-14=0 - a=14

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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AUTOEVALUACION

1. Discute en funcion de a el siguiente sistema y resuélvelo si a = 3:

xX— y+ z=a
ax +2y— z=3a
2x+ay—2z=0

El sistema serd compatible si el rango de la matriz de coeficientes, M, coincide con
el rango de la matriz ampliada, A"

1 -1 1 1 -1 1 a
M=|a 2 -1} M=|la 2 -1 3a
2 a -2 2 a -2 6

Estudiamos el rango de M buscando los valores de a que anulan el determinante
de M:
|M|=—4+6l2+2—4+d—2d=6l2—6l—6=0< @=-2
a=3
e Siax-2y a#3:

ran (M) = ran (M) = 3, y el sistema es compatible determinado.

e Si a=-2:
1 -1 1
Mm=[-22 <l [T 1‘=—1¢o — ran (M) =2
2 2 22 -1

1 -1 1 -2 -1 1 -2
M=|-2 2 -1 -6|; |2 -1 -6{=3020 — ran (M) =3
2 =2 -2 60 -2 -2 6

ran (M) =2 <ran (M') =3 — FEl sistema es incompatible.

e Si a=3:
1 -1 1
M=|(3_2i-1} ! _1‘=5¢0 - ran (M) =2
2 3 -2 3 2

1 -1 1 3 1 -1 3
M=(3 2 -1 9|, |3 2 9(=0 —> ranM") =2
2 3 =26 2 3 6

ran (M) = ran (M') = 2 < n.° de incognitas — El sistema es compatible indeter-
minado.
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UNIDAD H

Resolvemos ahora el sistema para a = 3:

xX— y+ z=3 Sabemos que el sistema es compatible indeterminado.
3x+2y— z=9 Eliminamos la 3.* ecuacion, pasamos z al segundo

2x+3y-22=6 miembro y lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

xX— y=3-z

3x+2y=9+z}
35— -1 13-4

x=‘9+k 2‘ zli—k y=‘3 9+x‘:ﬁ -
’1 —1‘ 5 7 5 57
3 2

2. Determina para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha
matriz inversa para a = 2.

2 1 —a
M=|2a 1 -1
2 a 1

La matriz tendra inversa si su determinante es distinto de O.

2 1 -a 1 1 —a
|M|=12a 1 -1|=2la 1 -1|=20-a>-1+a+a—-a)=2a’+a)
2 a 1 1 a 1
a=0
|M|=0 - 2@®-a)=0 — —Za(az—l)=0<a=l
a=-1
M tiene inversa si a#0, a#1 y a#-1.
Para a = 2:
2 1 =2
M=|4 1 1|, |M|=-12
2 2 1
My, =3 My, = =6 My3=06
My, =5 My, = 6; My; =2
My =1 My, = =6; My; = =2
3 6 6 3 5 1 1
Mp=|-5 6 2| 5> WMp'=|-6 6 -6 —>M‘1=—E(Mij.)‘
1 -6 2 6 -2 =2

-1/4  5/12 -1/12
M1t=|1/2 -1/2 1/2
-1/2 1/6 1/6
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Comprobacion:

2 1 =2 -1/4  5/12 -1/12 1 0 O
M-M1t=14 1 -1 172 -1/2 1/2 |={0 1 0
2 2 1 -1/2 1/6 1/6 0O 0 1
. la b|_
3. 8i ‘— 4, calcula:
d
a 3b-a b+2a a
b
) ¢ 3d-c )‘d+20 c
a 3b-a D | g 3b 2 a b
: = = =3-4=12
@ ¢ 3d-c¢ ¢ 3d d’ 3
b+2a a|®|b al® |a b
b = = - =4
) d+2c ¢ d ¢ c d‘

(1) A la 2.2 columna le sumamos la 1.2, Esto no cambia el valor del determinante.

(2) Sacamos el 3 como factor comun, puesto que los elementos de la 2.* columna
son multiplos de 3.

(3) No cambia el valor del determinante si a la 1.2 columna le restamos el doble de
la 2.2,

(4) Al permutar las dos columnas, el determinante cambia de signo.

4. Halla, en cada caso, la matriz X que verifica la igualdad:
a)A1XA=B
b)(A+X)B=1

. 3 1
do 4=
siendo (_2 _1) y

=1 1
2 1
ADA'XA=B
Multiplicamos por A por la izquierda y por A™' por la derecha:
AATY X AA = ABATY — IX1=ABA7 — X =A4ABA™!
——
1 1
Calculamos A7 (JA4| =-3 +2=-1):
-1 2 -1 -1
Ay =1 A, =2 Ay =-1; 4y, =3 = (4 = (_1 3) - Ay’ = ( 5 3)
1

-1 - t a1 1
A |A| (Alj) - A (_2 _3)

e A H R St AR R L
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UNIDAD | 3

b)(A+X)B=1 - AB+XB=1 — XB=1-AB
Multiplicamos por B~ por la derecha:

XBBl'=(UJ-AB)B™! - XI=(U-AB)B™' —» X={-AB)B!
-

1
Calculamos B! (|B|=1+2=23):

1 -2 11
B, =1, By=-2 B, =1, By=1 - (Bz'i)=(1 ) ) - (Bz'j)’=(_2 1)
1

B! =
18]

‘ a_[ 13 13
Byt > B (—2/3 1/3)

Calculamos 7 — AB:
|3 1) A\ s 2 o _apo(t o) (5 2\ _[-4 2
-2 -1 2 1 -4 1 0 1 -4 1 4 0

—4 2)( 1/3 1/3)=(—8/3 —2/5)

X:
( —2/3 1/3] |43 4/3

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con dos
incognitas es 2. ;Qué rango puede tener la matriz ampliada? ;Cuantas solucio-
nes puede tener el sistema?

La matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas tiene
tres filas y dos columnas. La matriz ampliada tendra tres filas y tres columnas, y, por
tanto, su rango puede ser 2 O 3.

Si el rango de la matriz ampliada es 2, el sistema serd compatible determinado; tendra
solucion Unica.

Si el rango es 3, el sistema serd incompatible; no tendrd solucion.

Discute y resuelve el siguiente sistema:
x— y—az=1
Bx+2y+4z=a
—-x+tay+ z=0

1 -1 —a 1
A'=|-3 2 4 a
-1 a 1 0
| —
A

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 —a
|A]l=1-3 2 4|=3a*-6a+3=0 — 3a-12=0 — a=1
-1 a 1

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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e Sia+*l:

ran (A) = ran (A") = 3, y el sistema es compatible determinado.

Para cada valor de a # 1, tenemos un sistema con solucion Gnica.

1 -1 —a
a 2 4
e 0 a 1| _-a®-3a+2
3(a —1)? 3(a — 1)
1 1 -a
-3 a 4
-1 0 1| _-a*+a-1
Y 3(a —1)? 3(a — 1)?
1 -1 1
-3 2 a
__1-l a 0 _—a*-2a+2
3(a - 1)? 3(a — 1)
Si a=1:
1 -1i-1
A=[3 24| > ‘ 1 _1‘ =—120 > ran(A) =2
111 -3 2

1
A'=(-3 2 4 1|; |3 2 1|==120 — ran(4) =3
-11 1 0 -1 1 0

El sistema es incompatible.
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