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REFLEXIONA Y RESUELVE

Resoluciéon de inecuaciones lineales

B Para representar y — x < 2, representa la recta y — x = 2. Después, para deci-
dir a cual de los dos semiplanos corresponde la inecuacién, toma un punto cual-
quiera exterior a la recta y comprueba si sus coordenadas verifican o no la de-
sigualdad.

B Representa, de forma aniloga, las siguientes inecuaciones:

a) x+5y>10 b) x +2y<16 ©)2x+y<20

9)
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Resolucion de sistemas de inecuaciones

B Representa el recinto formado por las siguientes condiciones:

y—x<2
x+5y=210
x+2y<16
2x+y<20
.
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Inecuaciones en el mercado de frutas

Un comerciante acude al mercado a comprar naranjas. Dispone de 2000 € y en
su furgoneta caben 1 400 kg.

En el mercado disponen de naranjas de tipo A a 1,10 € y de tipo B a 1,60 €. Fl las
podrd vender a 1,20 € las de tipo Ay a 1,75 € las de tipo B, y se cuestiona cudn-
tos kilogramos de cada tipo deberia comprar para conseguir que los beneficios
sean lo mds altos posible.

a) Si se gasta todo el dinero en naranjas de tipo B, ;cuantos kilos le caben ain en
su furgoneta?

b) Si llena la furgoneta con naranjas de tipo A, ;cuanto dinero le sobra? ;Cual
sera el beneficio?

¢) ¢Cudl sera el beneficio si compra 400 kg de naranjas de tipo A y 300 kg de
tipo B?
a) Puede comprar 2000 : 1,60 = 1250 kg de naranjas de tipo B.
En la furgoneta le caben atn 1400 — 1250 = 150 kg.
b) Se gasta 1400 - 1,10 = 1540 €.
Le sobran 2000 — 1540 = 460 €.
Beneficio = 1400 - (1,20 — 1,10) = 140 €
¢) Beneficio = 400 - (1,20 — 1,10) + 300 - (1,75 — 1,60) = 85 €
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1. Representa la region definida por el siguiente sistema de inecuaciones:
x20, y23, x+y<10, 2y=>3x

Averigua en qué puntos se hace maxima y minima la funciéon F(x, y) = 4x + 3y.

Representamos las rectas y vemos en qué puntos se cortan:

x=0 x=0
- y=5}A(O’S) x+y=1O}B(O’1O)
B NG i
ARG - -
e x+y=10 cl4, 6) 2y = 3x D2, 3)
"C 2_]/ = 3.96 )/ = 3
P
/s, FA=F0,3) =9 F(B) = F(0, 10) = 30
\ PN F(C)=F(4,0) =34  F(D)=F@2,3) =17
io F(x,y) = 4x + 3y se hace minima en A0, 3) y
axt3yr maxima en C(4, 6).

2. Representa el recinto definido por estas inecuaciones:
x>0, 20, x<10, x<y, y—2x<6, 3x+4y>35
¢En qué punto la funcion F(x, y) = 10x + 15y alcanza el valor maximo?

Representamos las rectas y vemos en qué puntos se cortan:

7
13

2 6
y—2x=
L 3x + 4y =35 }A(l’ ®

3x + 4y =35
x=)

} B(5, 5)

x =10

x=y
o } c(10, 10)

x=10
y—-2x=56

} D(10, 26)

F() = F(1, 8) = 130 F(B) = F(5,5) =125
F(C) = F(10, 10) = 250 F(D) = F(10, 26) = 490

Representamos después la direccion de las rectas
que son de la forma 10x + 15y = K.

I 77340 SO A [ R SN N S
7

F(x, y) = 10x + 15y alcanza el valor maximo en el
punto D(10, 26).

10x + 15y =10
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3. En una confiteria se elaboran tartas de NATA y de MANZANA. Cada tarta de nata

requiere medio kilo de aziicar y 8 huevos; y una de manzana, 1 kg de azicar y
6 huevos. En la despensa quedan 10 kg de aziicar y 120 huevos.

¢Cuantas tartas de cada tipo se deben hacer si pretendemos que los ingresos
por su venta sean maximos?

Considera estos casos:
a) Sus precios son: nata, 12 €; manzana, 15 €.
b) Sus precios son: nata, 16 €; manzana, 12 €.

c) Sus precios son: nata, 15 €; manzana, 10 €.

cANTIDAD (kg) [ HUEVOS [| AZUCAR

Anotamos los datos en una tabla: X 8x (1/2)x
| MANZANA | y 6y 1y

Restricciones del problema:

x20

20

8x + 6y <120
(1/2)x +y <10

a4

Dibujamos las rectas y hallamos
los puntos de interseccion:

/—a) 12x # 15y =300

0 AT ) 16x + 12y =K
X = ¢
8x + Gy =120 } 4020 . b Ol 15x + 10y =220
N " 2p \/_
8x + 6y =120
(1/2)x + y =10 } B2, 4
= 1 .
(1/2)x+y =10 0. 10) :
x=0 1 15

a) Funcion objetivo: Fy(x, ) = 12x + 15p. Dibujamos la direccion de 12x + 15y =K
trazando 12x + 15y = 300. F,(x, ») alcanza el miximo en el punto A(0, 20). Es
decir, hay que hacer 20 tartas de manzana y ninguna de nata.

b) Funcion objetivo: F,(x, ») = 16x + 12y. Dibujamos la direccién de 16x + 12y = K.
El maximo para F,(x, ) se consigue en cualquier punto, de coordenadas enteras,
del lado que pasa por los puntos A0, 20) y B(12, 4). Ademids de estas dos, las
soluciones son (3, 16), (6, 12) y (9, 8) (la primera coordenada indica las tartas de
nata que habria que hacer y la segunda, las tartas de manzana).

©) Funcion objetivo: Fy(x, y) = 15x + 10y. Dibujamos la direccion de 15x + 10y = K
trazando la recta 15x + 10y = 220. El maximo de Fj(x, ») estd en B(12, 4: 12
tartas de nata y 4 de manzana.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

s1 |Maximiza la funcién F(x, y) = 25x + 20y sometida a las siguientes restric-
ciones: x +y<120; 3y <ux; x<100; y=10.

Dibujamos las rectas y hallamos los puntos de corte:

3y=x
: 10 } A(30, 10)
[ | x=1001
N E V=100 5100, 10)
| Lok x =100
e LAy Tt
DL
—N\! =100
L X (100, 20)
o | A_—"| | C y=10 x+y=120
BT
N ! +9=120
10 100 | 120 X _J/ } D@90, 30)
25x+ 20y/=0 3y =x
F(A) = F(30, 10) = 950 F(B) = F(100, 10) = 2700
F(C) = F(100, 20) = 2900 F(D) = F(90, 30) = 2850

El maximo se alcanza en (100, 20) y vale 2900.

s2 |a) Maximiza y minimiza la funcion F(x, y) = 2x + 3y con las siguientes res-
tricciones: x +y<5; x+3y=29; x>0, y=0.

b) Haz lo mismo con la funcion G(x,y) =y— x.

Representamos las rectas y la regiéon que cumple las condiciones del problema:

9 x=0 y=5-x
“ “ A B 2
\/r& y=5—x} 0, 5) x+3y=9} (3, 2)
c 3
B
SHISIE
1 ‘\ ‘~.~§)/§ -
1 N 9\ x:r3y 9 €0, 3)
<% S © x=0
g

a) Dibujamos 2x + 3y =0 para ver la direccion de las rectas 2x + 3y = K.
F(A) = F(0,5) = 15; F(B) = F(3, 2) = 12; F(C) = F(0, 3) =09.
El maximo de F(x, y) se alcanza en A(0, 5), y el minimo, en (0, 3).
b) Dibujamos y —x =0 para ver la direccion de las rectas y — x = K.

G = GO0, 5 =5 GB) =G3, 2 =-1; G =G, 3) = 3.

El maximo de G(x, )) se alcanza en A(0, 5) y el minimo, en B(3, 2).

Unidad 4. Programacién lineal

4




s3

s4

Maximiza la funcién z = x + y + 1 sujeta a las siguientes restricciones:

0<y
0<x<10
x<y
y—-2x<6
3x +4y>24

Representamos las rectas y la direccion de x + y + 1 = K. Obtenemos la region
que cumple las condiciones del problema:

, y-2x=6 }A(lo, 26)

. x=10
A
o Z A x=10 } B(10, 10)
1o L X =Y
7 jame
3 AL x=y 24 24
ax+4y=24 [ Cl50 =
I’B
\ N ' y-2x=06 ’
G EACI
P L] #- @y =aryrl
\ F(A) = F(10, 26) = 37, F(B) = F(10, 10) = 21
FETEY 24 24\ 55
F(O) = F(7 7) == F(D)=FQ, 6) =7

El maximo se alcanza en el punto A(10, 26) y vale 37.

En la region determinada por x +y2>5, x+3y29, 4x+y28, x>0 e
» 20, halla el punto en el que la funcién F(x, y) = 2x + 3y alcanza su valor
minimo. ;Puede alcanzar su maximo en esa region?

Representamos las rectas, la direccion de 2x + 3y = K y la region que cumple las
condiciones del problema, teniendo en cuenta que x>0 e y = 0.

] 1s x=0 4x+y=8
R\ +y=5 +3y=9
, 1\ xX+y= X+ 3y =
RN Bho x+3y=9 } @G, 2 y=0 }0(9, 0
H a \ u 31/\ El minimo de F(x, y) se encuenta en uno de
D los vértices de la region factible:
2x ¥ 3y 0 F(A) = F(0,8) =24 FB) =F1,4 =14

F(C) = F(3,2) =12 F(D) = F(9, 0) = 18

El minimo se alcanza en el punto (3, 2) y vale 12.

No tiene maximo, pues hay puntos en la region en los que F(x, y) toma valores

tan grandes como queramos.
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2x+y =220
Calcula los puntos del recinto J2x_ <20 que hacen minima o maxima

0<y<20

la funcion =z = 2x + y. ¢Cuantas soluciones hay?

2x+y =120
2x—y =20 L
Representamos las rectas —2 Y obtenemos la region que cumple las
i -0 restricciones dadas.

Representamos la direccion de las rectas 2x +y = K dibujando 2x+y = 0. Esta
recta es paralela a 2x + y = 20, que determina uno de los lados del recinto.

Hay infinitos puntos que hacen minima la fun- 3 §

cion: todos los que estan sobre el segmento de  —--..-L. : 7
recta 2x +y =20, con 0<x<10.
S
El maximo se alcanza en el punto de interseccion =) <
de las rectas: x 4
2 20 B b 7
x_ =
r- 0 } Punto (20, 20) - 2
Y N2 J=0
2 20

¢Es posible maximizar y minimizar la funcién z = x + y + 1 sujeta a estas
restricciones?

3x+4y—-1320

2x-3y—-3<0

5x—y—-27<0

Para obtener el recinto que cumple las restricciones del problema, representamos
las rectas:

sf
= [
N ébo
I*II y/%""
= ! /6,"’

3x+4y-13=0 e
2x—-3y-3=0
Sx—y—27=0 )

Para ver la direccion de z = x + y + 1, representamos la recta x + y + 1 = 0.

No existe maximo ni minimo.

Unidad 4. Programacién lineal
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Las rectas 2x +y =18, 2x+3y=24 y x+y =16 se cortan dos a dos en tres
puntos que son los vértices de un tridngulo 7. Sea S la interseccion del
triangulo 7 con el primer cuadrante. Halla el maximo de la funcién
z=5x+3y cuando x e y varianen S. Expresa el recinto mediante un sis-
tema de inecuaciones.

2x+y =18 s
Representamos las rectas | 2x+ 3y = 24 2
x+y=16 R
P -
X X
L L ST |
para obtener el tridngulo 7 vy la region NS\
que hemos sombreado, . 5 “~
4 NN
Representamos la direccion de las rectas 2 % AN
I X . RN
z =5x + 3y =K dibujando 5x + 3y = 0. 3 = i
2 ‘\{9 “:

El maximo se alcanza en el punto de corte de x + y = 16 con el eje X; es decir,
en el punto (16, 0). El maximo vale z=5-16+ 3 - 0 = 80.

El sistema de inecuaciones que representa el recinto es:

x20, y20
2x+y 218
2x+ 3y > 24
x+y<16

Dibuja el recinto determinado por: x>0, >0, y—x+120, y—4<0,
y+2x-5<0.

a) Localiza los puntos de este recinto en los que la funcién objetivo
F(x, y) = x + y se hace maxima y minima, respectivamente.

b) Sobre el mismo recinto, halla el maximo y el minimo de la funciéon
G(x,y) =5x+y.

Representamos las rectas:

x=0, y=0
y—x+1=0
y—4=0
Y+2x-5=0
x=0 L
y obtenemos el recinto que cumple las
condiciones del problema. < V S 4
- AT T
Representamos la direccion de las rectas AY D R
x +y =K dibujando la recta x + y = 0. \ .. 7%
4N o
Representamos la direccion de las rectas 1

5x + y = K dibujando la recta 5x + yp = 0.

x+y=0

Unidad 4. Programacién lineal
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a) F(x, ) alcanza el maximo en el punto de interseccion de las rectas:

1
_ 5= X =—
y+2x 5= O} 2 Punto (%, 4)
y Py

F(x, y) alcanza el minimo en el punto (0, 0).

b) G(x, y) alcanza el maximo en el punto de corte de las rectas:

y— x+1=0| x=2
)+ 26—5=0 y=1 Punto (2, 1)
El maximo vale G(2,1) =11

G(x, ») alcanza el minimo en el punto (0, 0) y vale G(0, 0) = 0.

s9 | Considera el triangulo de vértices (0, 0), (2, 8) y (10, 3). Determina razo-
nadamente:

a) El punto del triangulo donde la funcion F(x, y) =—4x +y + 9 alcanza el
maximo.

b) El punto del triangulo donde la funciéon F(x, y) = 4x + y + 12 alcanza el
maximo.

Sabemos que el maximo se alcanza en algin vértice (o en un lado). Calculamos el
valor de la funcion dada en cada uno de los vértices:

a) Flx, ) =—-4x+)y+9

F(0,0) =9 Hay infinitos puntos que hacen midxima la funcion:
F(2,8 =9 todos los puntos del lado que une los vértices (0, 0)
F(10, 3) = -28 y (2, 8).

b) Fx, y) = 4x +y+ 12

F(0, 0) = 12
F(2,8) =28 La funcion alcanza el maximo en el punto (10, 3).
F(10, 3) =55

PARA RESOLVER

10 | Una persona quiere invertir 100 000 € en dos tipos de acciones A y B. Las
de tipo A tienen mas riesgo, pero producen un beneficio del 10%. Las de
tipo B son mas seguras, pero producen solo el 7% nominal.

Decide invertir como maximo 60 000 € en la compra de acciones A vy, por
lo menos, 20 000 € en la compra de acciones B. Ademas, quiere que lo
invertido en A sea, por lo menos, igual a lo invertido en B.

¢Como debe invertir los 100 000 € para que el beneficio anual sea maximo?

Llamamos x al dinero invertido en acciones de tipo A e y al dinero invertido en
acciones de tipo B (x e y en decenas de miles de euros).

Unidad 4. Programacién lineal
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Las restricciones del problema son:

<
?)c:y ; éO La funcion F(x, y) = 0,1x + 0,07y da el beneficio anual
y > ;C_ y hemos de maximizarla, sujeta a las restricciones senala-
x>y das.

Representamos el recinto de restricciones y la
recta 0,1x+0,07y=0 — 10x+ 7y =0, queda

la direccion de las rectas 0,1x + 0,07y = K. Ix=06
AN i ’:'
El maximo se alcanza en el punto de interseccion \)fg»\\ ! ,“3
< V7
de las rectas: x=0 gy '3
x+y=10 i
Y 6 Punto (6, 4) . l
X = 14 ISR
1l ) !
Por tanto, debe invertir 60000 € en acciones de "1 ' —
tipo A y 40000 € en acciones de tipo B. \ 10x|+ 7y =[0

Un sastre tiene 80 m? de tela de algodon y 120 m? de tela de lana. Un traje
de caballero requiere 1 m? de algod6n y 3 m? de lana y un vestido de sefio-
ra necesita 2 m? de cada una de las telas. Halla el nimero de trajes y vesti-
dos que debe confeccionar el sastre para maximizar los beneficios si un tra-
je y un vestido se venden por el mismo precio.

Llamamos x al nimero de trajes e y al nud- N.° [JALGODON[| LANA
mero de vestidos. Resumimos la informacion TRAE | o x 3
en la tabla de la derecha. y 2y 2y
Las restricciones del problema son: [ TOTAL | x+2y 3x+2y

x20, y20

x+ 2y <80

3x+ 2y <120

Si llamamos k& al beneficio obtenido por la venta de un traje o de un vestido, la
funcion que nos da el beneficio total es F(x, y) = k(x + »). Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones

“[3x 42 £ 120
ylarecta kx+)») =0 —> x+ypy=0, o x T
que nos da la direccion de las rectas NN
k(x +y) = K. Nk
\\\‘2~§
El maximo se alcanza en el punto de inter- 1 \Qn
seccion de las rectas: \C
3x+ 2y =120 A
x+2y= 80 } Punto (20, 30) 20 40
x+p=0

Por tanto, debe confeccionar 20 trajes y 30 vestidos.
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12 | Una fabrica produce chaquetas y pantalones. Tres maquinas —de cortar,
coser y teilir— se emplean en la produccién. Fabricar una chaqueta repre-
senta usar la maquina de cortar una hora, la de coser, tres horas, y la de
teilir, una hora. Fabricar unos pantalones representa usar la maquina de
cortar una hora; la de coser, una hora, y la de teiiir, ninguna hora. La
maquina de tefiir se puede usar durante tres horas, la de coser, once horas
y la de cortar, siete horas.

Todo lo que se fabrica es vendido y se obtiene un beneficio de ocho euros
por cada chaqueta y cinco por cada pantaléon. ;Como emplearemos las
maquinas para conseguir el beneficio maximo?

Llamamos x al n.° de chaquetas e y al n.° de pantalones.

Las restricciones del problema son:

x20, y20; x, y enteros
x<3
x+y<7
3x+y<11
F(x, y) = 8x + 5y es la funcion que nos da el beneficio.

Tenemos que maximizar esta funcion sujeta a las res-
tricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y la recta
8x + 5y =0, que nos da la direccion de las rectas que
son de la forma 8x + 5y = K.

El miximo se alcanza en el punto (2, 5). Por tanto, han de fabricarse 2 chaquetas
y 5 pantalones.

s13 | Un ganadero debe suministrar un minimo diario de 4 mg de vitamina A y
6 mg de vitamina B en el pienso que da a sus reses. Dispone para ello de dos
tipos de pienso, P, y P,, cuyos contenidos vitaminicos por kilogramo son los
que aparecen en la tabla:

“ n El kilogramo de pienso P, vale 0,4 € y el del P, vale

m 2 6 0,6 €. ;Como deben mezclarse los piensos para su-
ministrar a las reses las vitaminas requeridas con
m 4 3 un coste minimo?

Si llamamos x a los kilos de pienso P, e y a los kilos de pienso P,, las restric-
ciones del problema son:

x20, y20
2x+4y24 > x+2p22
6x+3y26 — 2x+y=22
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La funcién que nos da el coste es F(x, y) = 0,4x + 0,0).

Tenemos que minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y la 9
recta 0,4x +0,6p=0 — 2x+3py=0, que nos o
da la direccion de las rectas 0,4x + 0,6y = K. s
El minimo se alcanza en el punto de interseccion .“~1~ )
de las rectas: )
2x + =2 2 2 I 2~’~.~:1~
Y _ Punto [ —> — Qm hEYE 3 5
X+ 2y=2 3 3 R IIRAGIN
“ 0 -~

Por tanto, se deben mezclar % kg de pienso P, con % kg de pienso P,.

Se va a organizar una planta de un taller de automoviles donde van a traba-
jar electricistas y mecanicos.

Por necesidades de mercado, es necesario que haya mayor o igual nimero
de mecanicos que de electricistas y que el nimero de mecanicos no supere
al doble del de electricistas. En total hay disponibles 30 electricistas y 20
mecanicos.

El beneficio de la empresa por jornada es de 150 € por electricistay 120 €
por mecanico.

¢Cuantos trabajadores de cada clase deben elegirse para obtener el maximo
beneficio?

Llamamos x al nimero de electricistas e y al de mecanicos.
Las restricciones del problema son:

x20, 20
x <30
»<20
y2x
y<2x
X,y enteros

La funcién que nos da el beneficio es F(x, y) = 150x + 120y.

Tenemos que maximizar esta funcion, sujeta a eI G

o : KR
las restricciones anteriores. BINEE SN e,

Representamos el conjunto de restricciones y 2 o

- - q 1 SO I

150x + 120y =0 — 5x+ 4y =0, que dala ZNN ¥

direccion de las rectas 150x + 120y = K. Q e
'.,1 10 !

El maximo se alcanza en el punto (20, 20). Por tanto, deben elegirse 20 electricis-
tas y 20 mecanicos.

Unidad 4. Programacién lineal
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Una confiteria es famosa por sus dos especialidades en tartas: la tarta Im-
perial y la tarta de Lima.

La tarta Imperial requiere para su elaboracion medio kilo de azicar y 8
huevos, y tiene un precio de venta de 8 €. La tarta de Lima necesita 1 kilo
de aziicar y 8 huevos, y tiene un precio de venta de 10 €. En el almacén les
quedan 10 kilos de azicar y 120 huevos.

a) ¢Qué combinaciones de especialidades pueden hacer? Plantea el proble-
ma y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Cuantas unidades de cada especialidad han de producirse para obtener
el mayor ingreso por ventas?

a) Llamamos x al nimero de tartas de tipo Imperial e y al nimero de tartas de
Lima.

Las restricciones del problema son:
x20
y20
05x+y<10 = x+2y<20
8x+8y<120 - x+y<15
X, )y enteros

Representamos el conjunto de restricciones:

15+,
<A
N
N3
‘Q\\ . . . . .
10N s Las posibles combinaciones de especialidades
N S
D T que pueden hacer se corresponden con los
L
t S e puntos de coordenadas enteras dentro de este
NG recinto, incluida la frontera.
BN
3 10 15

b) La funcion que da los ingresos por ventas es
F(x, y) = 8x + 10y.

15
Tendremos que maximizar esta funcién, sujeta )
a las restricciones anteriores. s AR
\ .
| S >
. . . N I
Representamos el conjunto de restricciones y
la recta 8x+10y=0 — 4x+5y=0, que 5 EEEE e e
nos da la direccion de las rectas 8x + 10y = K. NEORER
s . N T T
El maximo se alcanza en el punto de intersec- N
cion de las rectas: 5 16 15
8x+ 10y =0
x+ py=15
Punto (10, 5
x+2y=20 0, 5)

Por tanto, han de fabricar 10 tartas Imperiales y 5 de Lima.

Unidad 4. Programacién lineal
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Un orfebre fabrica dos tipos de joyas.
La unidad de tipo A se hace con 1 g de oro y 1,5 g de plata y se vende a 25 €.
La de tipo B se vende a 30 € y lleva 1,5 g de oro y 1 g de plata.

Si solo se dispone de 750 g de cada metal, ;cuantas joyas ha de fabricar de
cada tipo para obtener el maximo beneficio?

Llamamos x al n.° de unidades de tipo A4 e y al n.° de unidades de tipo B.

Las restricciones del problema son:

x20, 20
x+ 1,50 <750
15x+ <750

La funcion que tenemos que maximizar, sujeta a las restricciones anteriores, es:
F(x, 3) = 25x + 30y

Representamos el conjunto de restricciones y ;(’)b,
larecta 25x+30y=0 — 5x+6y=0, que
da la direccion de las rectas 25x + 30y = K.

El maximo se alcanza en el punto de corte 549

de las rectas:
15x+ y=750
x+ 1,5 =750

100

} Punto (300, 300)

100 300 508
Por tanto, ha de fabricar 300 joyas de cada T
uno de los dos tipos.

s

Se dispone de 120 refrescos de cola con cafeina y de 180 refrescos de cola
sin cafeina. Los refrescos se venden en paquetes de dos tipos:

TIPO A, con 3 refrescos con cafeina y 3 sin cafeina.
1IPO B, con 2 refrescos con cafeina y 4 sin cafeina.
El vendedor gana 6 € por cada paquete que vende de tipo A y 5 € por cada

paquete de tipo B. Calcula de forma razonada cuantos paquetes ha de ven-
der de cada tipo para que el beneficio sea maximo. ;Cual es ese beneficio?

Llamamos x al nimero de paquetes de tipo A e y» al nimero de paquetes de ti-
po B. Resumimos la informacion en una tabla:

[l B [|REF. DISPONIBLES

2y 120
4y 180
5
x20, y20
Las restricciones del problema son: { 3x + 2y <120
3x + 4y < 180

Unidad 4. Programacién lineal
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La funcién objetivo es la de ganancias, G(x, ») = 6x +5y. Hemos de maximizar
esta funcion, sometiéndola a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y
. L 60§

la recta 6x + 5y =0, que nos da la direccion NN
de las rectas 6x + 5y = K. X

45 \P N
El maximo se alcanza en uno de los vértices —\\‘\’%
de la region factible (zona sombreada). N
PO, 45) N\
3+ 2y =120 I &

2 Rz
3x + 4y = 180 } Q(20, 30) }\R o
10 40 60
R(40, 0)
b6x+ 5y=0

G(P) = G(0, 45) = 225; G(Q) = G(20, 30) = 270; G(R) = G(40, 0) = 240

El maximo beneficio es de 270 €, y se alcanza vendiendo 20 paquetes de tipo A 'y
30 paquetes de tipo B.

Un comerciante acude a cierto mercado a comprar naranjas con 500 €. Le
ofrecen dos tipos de naranjas: las de tipo A a 0,50 € el kilo y las de tipo B a
0,80 € el kilo.Sabemos que solo dispone en su furgoneta de espacio para
transportar 700 kg de naranjas como maximo y que piensa vender el kilo
de naranjas de tipo A a 0,58 € y el de tipo B a 0,90 €.

¢Cuantos kilogramos de naranjas de cada tipo debera comprar para
obtener beneficio maximo?

Si llamamos x a los kilos de naranjas del tipo A e ) a los kilos de naranjas del
tipo B, las restricciones del problema son:

x20, y20
x+ <700
0,5x+ 0,8y <500 — 5x+ 8y <5000

La funcion que nos da el beneficio es F(x, ») = 0,08x + 0,1y. Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones, y la
recta 0,08x +0,1y=0 — 8x+10y=0 — -
— 4x + 5y =0, que nos da la direccion de *\:\‘700

~

las rectas 0,08x + 0,1y = K. P

El maximo se alcanza en el punto de intersec- b
cion de las rectas: 200 ‘~.?\000

x+ y= 700
5x + 8y = 5000

} Punto (200, 500) 00 700. 160’0~,

Por tanto, deberd comprar 200 kg de naranjas N )
del tipo A y 500 kg del tipo B. T

Unidad 4. Programacién lineal
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Una peiia de aficionados de un equipo de fiitbol encarga a una empresa de
transportes el viaje para llevar a los 1 200 socios a ver un partido de su equi-
po. La empresa dispone de autobuses de 50 plazas y de microbuses de 30 pla-
zas. El precio de cada autobiis es de 1260 €, y el de cada microbus, de 900
€. La empresa solo dispone, ese dia, de 28 conductores.

¢Qué niimero de autobuses y microbuses deben contratarse para conseguir
el minimo coste posible? ;Cual es ese coste?

a) Llamamos x al nimero de autobuses e y al de microbuses.

x20, y=20
x+y<28

50x + 30y = 1200
X, Y enteros

Las restricciones del problema son las siguientes:

* [N
.z . 2 * f )
La funcién que nos da el coste, funcion DR
objetivo, es F(x, ») = 1260x + 900y. DA
AR . NN
Hemos de minimizar esta funcion, suje- N
.. . N b
ta a las restricciones anteriores. AR
Representado el conjunto de restriccio-
nes, la region factible es la zona colore- 4
ada. El minimo se alcanzard en uno de a B
los vértices de esta zona (representa- 4 24 | 28
mos, también, 1260x + 900y = 0). 12605 +19005 =10

x+y=28

Sx + 3y =120 } A(18,10)  — F(A) = F(18, 10) = 6336 €

B(28,0) — F(B) = F(28,0) = 7056 €
C(24,0) — F(C) = F(24,0) = 6048 €

El minimo se alcanza en el punto (24, 0). Es decir, deben contratarse 24 auto-
buses y ningtin microbus.

b) El valor del coste minimo es 6048 €.

Otra resolucion
Este problema se puede resolver de forma trivial sin programacion lineal.

Precio por persona en autobtis — 1260 : 50 = 25,20 €
Precio por persona en microbis — 900 : 30 = 30 €

Por tanto, es mas barato ubicar en autobuses a tantos viajeros como sea posible, y
si pueden ser todos, mejor.

1200 viajeros : 50 plazas/autobts = 24 autobuses

En 24 autobuses caben los 1200 forofos.

Unidad 4. Programacién lineal
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520 | Una persona tiene 15 000 € para invertir en dos tipos de acciones, A y B. El

a) Dibuja la region factible.

Las restricciones del problema son:

x20

x <900

» 2300
X2y

x+ <1500

Representamos las rectas y obtene-
mos la region factible, que es la zo-
na sombreada.

15001, f
=3
Ly ot o
2 1Lt 54
‘\\\/\Y = E x.'//".c“
“?g : ¥ N
\‘ I{'
O
A
&
B/ . =300
200 )
200 900 1500
0,09x +/0,05) = 0

Ay 600 € en acciones de tipo B.

Unidad 4. Programacién lineal

©) ¢Cual es ese beneficio anual maximo?

tipo A tiene un interés anual del 9%, y el tipo B, del 5%.

Decide invertir, como maximo, 9 000 € en A, y como minimo, 3 000 € en B.
Ademas, quiere invertir en A tanto o mas que en B.

b) ¢Como debe invertir los 15 000 € para que el beneficio sea maximo?

a) Llamamos x a la cantidad de euros invertidos en acciones de tipo A e y ala
cantidad de euros invertidos en acciones de tipo B.

¢) El beneficio maximo anual es de 111 €.

15001 ;
. o 1
kg,x O\: ”o
S Iy s
M\ =\ R
7 ! vz
gy LR
% e
}
A
L N ARELY
200 ! :
200 900 1500

b) La funcion objetivo es F(x, ) = 0,09x + 0,05.

Vemos cudl es el valor de esta funcion en los vértices de la region factible:

P(300, 300)  S(900, 300)
X+ y = 1500 } (750, 750)
x=y

x +y=1500

=900 } R(900, 600)

F(P) = F(300, 300) = 42
F(Q) = F(750, 750) = 105
F(R) = F(900, 600) = 111
F(S) = F(900, 300) = 96

Para que el beneficio sea maximo, se deben invertir 900 € en acciones de tipo

17
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Un taller de confeccion hace chaquetas y pantalones para nifios. Para hacer
una chaqueta, se necesitan 1 m de tela y 2 botones; y para hacer unos pan-
talones, hacen falta 2 m de tela, 1 boton y 1 cremallera. El taller dispone de
500 m de tela, 400 botones y 225 cremalleras. El beneficio que se obtiene por
la venta de una chaqueta es de 20 €, y por la de unos pantalones, 30 €.
Suponiendo que se vende todo lo que se fabrica, calcula el nimero de cha-
quetas y de pantalones que se tienen que hacer para obtener un beneficio
maximo.

Llamamos x al nimero de chaquetas e y» al nimero de pantalones.

Resumimos los datos en una tabla y escribimos las restricciones del problema:

CHAQUETAS || PANTALONES [ DISPONIBLE |] x20
1x 2y 500 y=20
2x 1y 400 X+ 29 <500
ly 225 2x + y <400
20x 30y Y <225

La funcién objetivo es la funcion de beneficios, F(x, y) = 20x + 30y.

Representamos el conjunto de restricciones
y la recta 20x + 30y = 0, que nos da la di-
reccion de las rectas 20x + 30y = K.

40015

El maximo se alcanza en uno de los vértices Ab-
de la region factible (zona sombreada).

A0, 225) B(50, 225)

x+ 2y =500
2x + y =400

1001

} (100, 200) o
200 500
20x+ 30y = 0

D(200, 0)

F(A) = F(0, 225) = 6750
F(C) = F(100, 200) = 8000

F(B) = F(50, 225) = 7750
F(D) = F(200, 0) = 4000

El maximo beneficio es de 8000 €, y se alcanza fabricando 100 chaquetas y 200
pantalones.

Una empresa fabricante de automéviles produce dos modelos, A y B. Tiene
dos factorias, F, y F,. En F, se producen diariamente 6 coches tipo Ay 4 tipo
B, con un coste de 32000 € diarios. F, no funciona mas de 50 dias. En F, se
producen 4 de A y 4 de B, con un coste de 24 000 € diarios. Para abastecer
el mercado, se han de poner a la venta al menos 360 coches de tipo A y al
menos 300 de tipo B.

¢Cuantos dias debe funcionar cada factoria para que el coste sea minimo?
¢Cual es ese coste?

Llamamos x al nimero de dias que debe funcionar F;, e » al nimero de dias
que debe funcionar F,.

Unidad 4. Programacién lineal
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Colocamos los datos en una tabla y escribimos las restricciones del problema:

FACTORIA F, 1 FACTORIA F, [ N.° DE cocHEs

0<x<50
o 05
4o 4y 300 6 + 4y 2 360
32000x 24000y 4x + 4y 2 300

Hemos de minimizar la funcion objetivo, F(x, 3) = 32000x + 24 000y.

Representamos las restricciones del problema y la direccion de la funcion objeti-
vo. La region factible es la zona sombreada:

90 P(0, 90)
£ \
N 6x + 4y = 360
T dox + 4y = 300 } Q(30, 45)
RN 2
S I
[ g 4x + 4y = 300
N\
N\ x =50 R(50, 25)
O
20 F(P) = F(0, 90) = 2160000
25 NE F(Q) = F(30, 45) = 2040000

LY
DY

LR Y
Fod “:}'x
N 2 N F(R) = F(50, 25) = 2200000
“i)ioo El coste minimo, 2040000 €, se ob-
10 50| 60 75 tiene cuando la factoria F, funciona

32000x + 24000y = 0 30 dias y la F, funciona 45 dias.

Una empresa esta seleccionando empleados con contrato eventual por un
afio y con contrato fijo. Sus sueldos anuales son, respectivamente, 8 000 € y
15000 €. La empresa tiene un tope maximo de 480 000 € para los sueldos
de estos nuevos empleados. El nimero de empleados fijos ha de estar entre
10 y 24. Los eventuales no pueden ser mas de 14.

Si el objetivo es contratar al mayor nimero de empleados, ¢cuiantos ha de
contratar de cada tipo?

.Y si el objetivo fuera contratar al mayor niimero de eventuales?

Llamamos x al nimero de empleados fijos e » al nimero de empleados even-
tuales. Las restricciones del problema son:

Si se quiere contratar al mayor nimero de empleados, la
funcion objetivo viene definida por F(x, y) = x + ). Tene-
mos que maximizar esta funcion, sujeta a las restricciones
descritas.

15x + 8y < 480
10<x<24
0<y<14

19



20

s24

Representamos el recinto de restricciones, y 20 H W
larecta x+ =0, quenos da la direccion -} 1 Al B:"G\____g/_f_l_@_
de las rectas x + y =K. 5 Ok

NP

34
El maximo se alcanza en un vértice de la re- Dl
gion factible, en B(24, 14). Habria que W%
emplear a 24 fijos y a 14 eventuales. 10 241113211146

Xy =0

Si el objetivo fuese contratar al mayor nimero de eventuales (el maximo se alcan-
za en los puntos de coordenadas enteras del segmento AB), habria que contratar
a 14 eventuales, y el nimero de fijos podria variar entre 10 y 24, ambos incluidos.

Un fabricante de muebles produce dos tipos de mesas: clasicas y modernas.
Cada mesa del modelo clisico requiere 4 horas de lijado y 3 horas de barni-
zado, y deja un beneficio de 200 €. No deben fabricarse mas de 9 de estas
mesas. Cada mesa moderna necesita 3 horas de lijado y 4 horas de barniza-
do, y su beneficio es de 100 €. Se dispone de 48 horas para lijado y de 60 ho-
ras para barnizado.

¢Cuantas mesas de cada tipo ha de fabricar para que sus beneficios sean ma-

Ximos?

Llamamos x al nimero de mesas clasicas e y al nimero de mesas modernas.
Disponemos los datos en una tabla y definimos las restricciones del problema:

MESA CLASICA || MESA MODERNA [|  DISPONIBLE 0<x<9
4x 3y 48 =0
3 4y 60 4+ 3y < 48
200x 100y 3x + 4y < 60

La funcién objetivo que hay que maximizar,
sujeta a las restricciones anteriores, es
F(x, ) = 200x + 100y.

9

Representamos el recinto y la recta de ecua-

cion 2x + y =0, que nos da la direccion de ;

las rectas 200x + 100y = K. !

El maximo se alcanza en un punto de coor- Er:’}x
denadas enteras de la region factible. i ‘f{*\\ﬁ
Trazamos paralelas a la recta 2x + y =0 :C
por cada vértice de esta region: A0, 15), v‘ix NS
BQ2/7, 96/7), €O, 4, D(, 0). De estas =
rectas, la que pasa por C(9, 4) esla de ma- o ND N\

yor ordenada en el origen. En ese punto se
alcanza el miximo de la funcién objetivo.

Por tanto, hay que fabricar 9 mesas clasicas y 4 mesas modernas.

Unidad 4. Programacién lineal
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PARA PROFUNDIZAR

25 | Un pastelero fabrica dos tipos de tartas, T, y T,, para lo que usa tres ingre-
dientes, A,By C.

Dispone de 150 kg de A, 90 kg de B y 150 kg de C. Para fabricar una tarta T,,
debe mezclar 1 kg de A, 1 kg de By 2 kg de C, mientras que para hacer una
tarta T,, necesita 5 kg de A, 2 kg de By 1 kg de C.

a) Si se venden las tartas T, a 10 €, y las tartas T, a 23 €, ;qué cantidad debe
fabricar de cada clase para maximizar sus ingresos?

b) Si se fija el precio de una tarta del tipo T, en 15 €, ;cudl sera el precio de
una tarta del tipo T, si una soluciéon 6ptima es fabricar 60 tartas del tipo
T, y 15 del tipo T,?

Llamamos x al nimero de tartas de tipo T; e y al nimero de tartas de tipo T,.
Las restricciones del problema son:

x20, y20
x+ 5y <150
x+ 2y <90
2x + y <150

a) La funcion que nos da los ingresos es F(x, y) = 10x + 23y. Tenemos que ma-
ximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones, y la

. . 100
recta 10x + 23y = 0, que nos da la direccion ,
de las rectas 10x + 23y = K. Y;X
)
AR
El maximo se alcanza en el punto de intersec- 501 . (,\O
I * Ry
cion de las rectas: k
x+ 5y =150
Punto (50, 20
o 90 (50, 20)
10*1\
Por tanto, deben fabricarse 50 tartas de tipo 35j,§0

T, vy 20 tartas de tipo T,.

b) Si llamamos p al precio de la tarta de tipo T,, los ingresos vendrian dados
por la funcion G(x, ) = 15x + py.

Si la funcion G(x, ») alcanza el maximo en el punto (60, 15), que no es un
vértice, serd porque hay infinitas soluciones y la recta 15x + py = 0 serd para-
lela a x + 2y =90. Por tanto:

15x+py= 0 — pendiente = —i;

15 1
—— == > =30
x+2y=90 — pendiente = ——; p 2 ’

Asi, el precio de una tarta del tipo T, sera de 30 €.

Unidad 4. Programacién lineal
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Una empresa compra 26 locomotoras a tres fabricas: 9aA,10aBy 7 aC.

Las locomotoras deben prestar servicio en

dos estaciones distintas: 11 de ellas en la es- AJlLB JC
tacion N y 15 en la S. Los costes de traslado 6 15 3
son, por cada una, los que se indican en la ta- 4 20 5

bla (en miles de euros).

Averigua como conviene hacer el reparto para que el coste sea minimo.

Resumimos los datos en una tabla y escribimos las restricciones del problema
(tendremos en cuenta que todos los datos de la tabla deben ser positivos o cero y
que x e y deben ser enteros):

A H B H C x20, y20
X y TN ="o6—"9 11 x+y24
x+y<11
S 9-—x 10—y x+y—4 15 X< 0
9 10 7 26 <10

La funcién que nos da el coste (en miles de euros) es:

F(x,y) =06x+ 15y + 3(11 —x — ) + 4(9 —x) + 2010 — ) + 5(x + y — 4) =
= 4x — 3y + 249

Tenemos que minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el recinto de restricciones:

fie A
.--....-ib-;Q .......... GOV Rk L N 0 A
P / { =10 L. R
[z % M ! Los vértices del recinto son:
Nl L=
A e P(0, 10) o, 10
. A %z) !
o O R, 2) SO, 0
iR 7(4, 0) U, 9
r sl [
4 9 11

Hallamos F(x, ) en cada uno de los vértices:

F(P) = F(O, 10) = 219 F(Q) = F(1, 10) = 223 F(R) = FQO, 2) = 279
F(S) = F(9, 0) = 285 F(T) = F(4, 0) = 265 F(U) = FQO, 4) = 237
El coste minimo, 219 miles de euros, se A 8 H ¢ Hioma
alcanza en el punto P(0, 10). N o - : i
Por tanto, el reparto de locomotoras [ s ] 9 0 6 15
debe efectuarse como se indica en la 9 75 4 26

tabla de la derecha.

Unidad 4. Programacién lineal
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Don Elpidio decide emplear hasta 30 000 € de su patrimonio en la adquisi-
cion de acciones de dos sociedades de inversion: BLL € ISSA.

El precio de cada accion es de 10 € cada una, y en ambos casos.

BLL dedica el 35% de su actividad al sector seguros, el 45% al sector inmobi-
liario y el 20% al industrial.

1ssA dedica el 30% de sus recursos al sector seguros, el 25% al inmobiliario
y el 45% al industrial.

D. Elpidio no quiere invertir mas del 40% de su capital en el sector indus-
trial ni mas del 35% en el inmobiliario. ;Cuantas acciones debe adquirir de
cada sociedad si BiL prevé entregar un dividendo de 1,20 €/accion e 1ssa de
1 €/accion?

Llamamos x al nimero de acciones que adquiere de BLL e ) al nimero de ac-
ciones que adquiere de 1ssA.

Hagamos una tabla que resuma la informacion que nos dan:

N° || PRECIO || SEGUROS || INMOBILARIA [ INDUSTRIAL
x 10x 3,5% 4,5x 2x
10y 3y 2,59 4,59
10x+ 10y  35x+ 3y 45x+ 25y 2x+ 4,5y

Las restricciones del problema son:

x20, y20

10x + 10y £ 30000 — x+ <3000
2x + 4,5y < 12000

4,5x + 2,5y < 10500

La funcion que nos da los beneficios es F(x, y) = 1,2x + y. Tenemos que maxi-
mizarla, sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones y la recta 1,2x + » = 0, que nos da la
direccion de las rectas 1,2x + y = K.

T
oy
30001 x
AREEI
N[N
SN
2000 “%\. > El maximo se alcanza en el punto
v T3
\Z s de corte de las rectas:
.«\T!g
Tove “~QQQ x+ y= 3000 Punto
% e
\ 2N 4,5x + 2,5y = 10500 | (1500,1500)
\ .
\ "%
\ | I*. Debe adquirir 1500 acciones de ca-
1000 2000 | 3000 | 4000 da una de las dos sociedades.
12x+y=0

23
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AUTOEVALUACION
1. Representa el recinto limitado por las siguientes inecuaciones:
x+y<27
Halla los valores maximo y minimo de la funciéon
x =12 .
F(x,y) =90x + 60y en ese recinto.
y=>6
+caz, 1s .
N F(x, ) toma el valor maximo en
9 \C. B(21, 0).
2 X
% NS F(21,6) =90 - 21 + 60 - 6 = 2250
N — S N )
?‘K i \%
A\ = \ F(x, y) toma el valor minimo en
5 az. 6 B(21, 6, A(12, 6).
F(12,6) =90 - 12 + 60 - 6 = 1440

2. Representa el recinto descrito por las siguientes inecuaciones:
x20, 20
10—-x=20
10-y20
x+y<13
x+2y212
Halla el maximo y el minimo de las siguientes funciones:

a) F(x,y)=2x+Yy b) G(x,y) = x+ 2y

La region factible es la zona sombreada de la siguiente figura:

D
2xty=2 [
x20, 20 MBI =
B(0;10) 10—y =
10-x20 — x<10
10-y>0 — p<10 i
r =23
x+y<13  — p<13-x AOOI Gl L | D LHau=2
J <]J
12 — x 7D
X422 oy —— D, $
10, DN T

Unidad 4. Programacién lineal
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a) F(x, y) = 2x + y toma el valor maximo en el vértice D(10, 3).
F(10,3) =210 + 3 = 23 es maximo de F.
F(x, )) = 2x + y toma el valor minimo en el vértice A(0, 6).
F(0, 6) = 6 es el valor minimo de F en el recinto.

b) G(x, ) = x + 2y toma el valor maximo en C(3, 10).
G(3,10) =3+ 2-10 =23 es maximo de G.

G(x, ») toma el valor minimo en cualquier punto del segmento AE. Por ejemplo:
En el vértice A4 suvalores G0,6)=0+2-6=12
En el vértice E suvalores G(10, 1) =10+2-1=12

3. ¢Tiene maximo la funcion z en el recinto sefialado? ;Y minimo?

No tiene ni maximo ni minimo.

4. Una empresa de instalaciones dispone de 195 kg de cobre, 20 kg de titanio y
14 kg de aluminio.

Para fabricar 100 m de cable de tipo A, se necesitan 10 kg de cobre, 2 kg de ti-
tanio y 1 kg de aluminio, y se obtiene de €l un beneficio de 1500 €.

Para fabricar 100 m de cable de tipo B, se necesitan 15 kg de cobre, 1 kg de ti-
tanio y 1 kg de aluminio, y se obtiene un beneficio de 1000 €.

Calcula cuantos metros de cable hay que fabricar de cada tipo para que el be-
neficio sea maximo. ¢Cual es ese beneficio?

Llamamos: x — metros de cable de tipo A
y — metros de cable de tipo B

CABLE TIPO A [| CABLE TIPO B [| DISPONIBLE ]

coBreE (kg) 10x 15y 195
TiraNio (kg) 2x 1y 20

1x 1y 14

1500 1000

Unidad 4. Programacién lineal
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Las restricciones del problema: (x>0

y20

10x + 15y <195 — 2x + 3y <39
2x +y <20

| x+y<14

La region factible es la zona sombreada:

v
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Calculamos las coordenadas de los vértices B 'y C:

2x+ 3y =39

}39—2x=42—3x - x=3 - B@G,1D
x+y=14

2x+ =20

}20—2x=14—x - x=6 = C(6,98)
x+y=14

La funcion objetivo que hay que maximizar es:

F(x, ) = 1500x + 1000y

F(A) = F(0, 13) = 13000

F(B) = F(3, 11) = 15500

F(C) = F(6, 8) = 17000

F(D) = F(10, 0) = 15000

El beneficio maximo, que es de 17000 euros, se obtiene en el punto C(6, 8).

Es decir, para obtener el beneficio maximo sera necesario fabricar 600 metros de ca-
ble del tipo A y 800 metros de cable del tipo B.

Unidad 4. Programacién lineal
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