DERIVADAS. )
TECNICAS DE DERIVACION
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Tangentes a una curva

]
y=lfoolf
/
p AN
/,/(
V// 5
%
\\\
-5 14

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
F3 =0 /O =25 pap =1
B Di otros tres puntos en los que la derivada es positiva.

La derivada también es positiva en x=-4, x=-2,x=0...

B Di otro punto en el que la derivada es cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada es negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x = 5...

B Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x € [a, b], entonces

f’(x) > 0”7,

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces [f'(x) > 0.
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Funcion derivada

B Continua escribiendo las razones por las cuales g(x) es una funcién cuyo com-
portamiento responde al de la derivada de f(x).

e En el intervalo (a, b), [f(x)

es decreciente. Por tanto, su L —
derivada es negativa. Es lo STACS) //
que le pasaa gx) en (a, b). TN //
LN
e La derivada de f en b esO: : /'
JS'(0) = 0. Y también es / , ) /
g = 0. / -7
e En general:
g() = f(x) =0 donde f(x) N
tiene tangente horizontal. \
=lg(o)l= GO\
gx) = f'(x) >0 donde f(x) N \
es creciente. P P \
\
gx) = f1(x) <0 donde f(x)
es decreciente. \

B Las tres graficas de abajo, A, By C, son las funciones derivadas de las graficas
de arriba, 1, 2 y 3, pero en otro orden.

Explica razonadamente cual es la de cada una.

1)B 1 2 3
2) A \

1 Y T . W
3)C \ \

La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal, \
es positiva donde la funcion es
creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.
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2-3x, x<2

- ; i =22
1. /(%) {xz—s, 2 ¢Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = lim (2-3x)=-4
x—= 2 x—= 2
lim _f(Qo) = lim (x*-3)=1
X —>2 X —>2
La funcion no es continua en x = 2, pues lim _ f(x) # lim__f(x).
X — 2 x =2

Por tanto, tampoco es derivable en x = 2.

2. f(») 2-3%, 652 Es derivabl 2?
. X)= LS derivaple en x, = &f
2_8 x>2 °¢ 0

lim f(x) = Ilim (2-3x)=-4
x— 20 x— 2

li - I 8 =_
im _f(x) xz_>m2+(x2 8) =—4

x— 2

La funcion es continua, pues:  lim _ f(x) = lim__f(0) = f(2) = —4.
x— 27 x—= 2

-3 si x<2

2x si x> 2

S0 = {

J(2)==-3=2/[02") =4

Por tanto, f (x) no es derivable en x = 2.
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

() =1 b)) =\

OSC) =t DI = o

) f(x) = \/::—zi £) f(x) = e

@ f(x) =\3x+1 h) £(x) = log (sen x - cos x)?

i) f(x) = sen? x + cos® x + x ) f(x) = senVx +1-cos Vx—1
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K) f(x) =7 sen xZ+1) D f(x) = sen(3x5— 2Vx +2x)

m) f(x) =\sen x + x%+ 1 n) f(x) = cos?x + 3 - x)?
D fn-QErn-0d-n-1_ d-ox-léx 2
(1+x)? (1 + x)? (1 +x)?
b) Utilizamos el resultado obtenido en a):
St =2 1
5 1-x A+x0? NA-2000 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
fa-—L .2 20+w 2
1-x d+x? d-00+x0? 1-x?
1+x
De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:
S =In(1-x) - +x). Derivamos:
en_ =1 1 l-x-1+x _ -2
S 1-x 1+x 1 — x2 1—x?
& G0 = A+’ 00 +1gx) - —1gx) - A +1g° %) _
' 1 + 1g x)?
_ A+l —tgx—1+1gx] _ 200 +1g* x)
1 + 1g x)? (1 + 1g x)?
De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):
1) = -2 _ -2 2y L =21 +1g% x)
X)=—— Dligx]= ———— -1 +1gex) = — S
s (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)?
e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):
_ 2 _ 2
0 = 1 =21 +1g ;c) _ (1 + 1g° x)
5 [1-1gx 1 +1gx) V(1 = 1g 01 + 1g x)3
1+igx
También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).
£ flo) = VNe®* =nel®/ 2= _tgzx
oo _ 1+ 1g% x
S0 —
@ flx)=N3¥*+1 =3+ D/2

S =3ernize Loy M3 EET
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h) f(x) = log (sen x - cos x)? = 2[log (sen x + log (cos x)]

fo=2|Cosx 1 senx 1 |2 . cos® x —sen® x _
senx In10 cosx In10 In 10 sen x - cos x

4  cos’x—sen’x _ 4  cos2x _ 4

" 10 2senx-cosx  Im10 sen2x  In10 - 19 2x

De otra forma:
Sf(x) = log (sen x - cos )2 =2 log (S€n22x)
Fix) =2 - 1 cos2x _ 4

n10 sen2x  In10 - g 2x
2

D fo)=sen?x+cos?x+x=1+x
S =1
cosNx+1-cosNx—1 + sen\lx+1~(—sen'\lx—1) _
2Vx + 1 2Vx -1

_ cosNx+1- cosNx—1 B senNx+1-senVx—1
2Vx + 1 2Vx -1

oS =

k) /1o = 75en2 £ D gy 7 Dlsen(x? + D) = 75707+ D L 72 2x - cos(x? + 1)

D /0 = cos (3x5 — 2Vx + V2x ) - (15x4 _ Ly, )
fom et ) PPN e

m) f'(x) = ! (cos x + 2x) = —SXXT 2x

2Nsen x + x% +1 2Nsen x + x* + 1

n) f'(x) = 2cos Vx+G-n? - [—sen m] : 13+ 28— D _
Ve + 3 - 202)?

_ —2cos Vot G-0tsenVx+ G-0?% 2x-5) _
33+ (3 - )2
_ -2 - sen 2+ 3 -x2?)
30+ (3 - 202)2

2. Halla las derivadas 1.2, 2.2 y 3.2 de las siguientes funciones:
a)y=x> b)y=x cos x o) y=sen* x+cos’ x+x
) y=x>

y/= S.XA; y// - 20963; y/// - 60.96'2
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b)y = x cos x
y' = cos x — x sen x
Y/ =—=sen x —sen x — X cos X = —2sen x — x cos X
Y= -2c08 X — CcOS X + X sen x = =3C08 X + X sen x
Oy=sen’?x+cos?x+x=1+x
Y=L y'=09"=0

3. Calcula f'(1) siendo: f(x) =

23342
1379 - ¢t

Por tanto: f'(1) = 0

4, Calcula f'(n/6) siendo: f(x) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x

sen 12x

J(x0) = (cos? 3x — sen® 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x =

12cos 12x _ 6cos 12

S0 =
Por tanto: f/(%) =06 - cos % =6-cosQRn)=6-1=6

5. Calcula f'(0) siendo:

S =mNx?+x+1 —%3-(2x+l)2

O =V x+ ] - x+ 12 =2 2+ x+1) - -5 Qx+ 12

1 2x+ 1 4 2 2x + 1 4Q2x + 1)
)= — —=T 2 - — - Q2x+ D= _ -
! 2 xKrx+l N3 202 + 2 + 2 NES
- 2x + 1 _ 8x+4 _ —16x3 — 242 + V3 - 24)x + V3 -8
2X2+2.X'+2 \/g \/§(2x2+2x+2)

Por tanto: f7(0) = \/E—\/_gS

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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1. Estudia la derivabilidad en x,=3 de la funcion:

x2-3x, x<3

S = {3x—9, x>3

e Continuidad en x;, = 3:
lim  f(x) = lim (x*-3x)=0 | lim f(x)=/f3)=0
X =3 x—3 x—3

lim LS00 = lim (3x— 9) =0 | Portanto, f(x) es continua en x, = 3.
x— 3 x—3

e Derivabilidad en x,, = 3:

lim_f'(x)= lim_(2x~3)=3=f(3)

¥ v Las derivadas laterales existen
lim  f(x)= lim (3)=3=f"(3"%) y coinciden.

x—=3 x— 3

Por tanto, f(x) es derivable en x,=3. Ademas, ['(3) = 3.

2., Calcula m y n paraque f(x) seaderivable en R:

x2—mx+5, x<0

S(x) = { )

—Xx“+mn, x>0

e Si x# 0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polino-
mios.

e Continuidad en x = 0:
lim  f(x) = lim (x> —=mx+5)=5
x—= 0 x— 0

Para que f(x) sea continua en x = 0,

, o a2 _
xlgmy S xh_’?o( X"+ n)=n ha de ser: n=5

SO =5
e Derivabilidad en x = 0:

lim ()= lim Qx—m)=-m=f(0)
x— 0

Xm0 Para que sea derivable en x =0, ha
lim _f'(x) = lim (-2x) =0 = f/(0") deser: —m=0 — m=0
x— 0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0y n=>5.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Definicion de derivada

1 |Halla la tasa de variacion media (T.V.M.) de las siguientes funciones en los

a) flo) =x?+1

En [-3, -1]

En [0, 2]

En [2, 5]

En (1,1 + h]
b) f(x) =7x -5

En [-3, -1]

En [0, 2]

En [2, 5]

En (1,1 + h]
o fx)=3

En [-3, -1]

En [0, 2]

En [2, 5]

En (1,1 + h]

a) f(x)=x2+1

%

_)

ﬁ

b) f(x) = 7x—5

T.V.M. =

TV.M. =

TV.M. =

TV.M. =

T.V.M. =

TV.M. =

TV.M. =

TV.M. =

T.V.M. =

TV.M. =

TV.M. =

TV.M. =

intervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]:

A flx)=3 d) f(x) = 2%

¢En cuales de ellas es constante la T.V.M.? ;Qué tipo de funciones son?

[ED-f3)
2
Q- _,
2
[O-f@ _
3
2
f(1+h£_f(1) _h ;Zh o
fED-fE3)
2
[@-1© _
2
(-1 _
3
[A+—f@ _Th _
h " h
[ED—fE3) _
2
[@-f0 _,
2
(-1 _,
)

[A+h) -1
N =0

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon



d) flx) = 2¥
En [-3, -1] O R TAY A A et e ;f =3 _ %
En [0, 2] - TV.M. = [ -/ ;f © _ %
En [2, 5] - TVM. = w _ %
Enll,1+h -  Tvm = L&* hli - _ 2 *;— 2 _ z(zhh- D

La funcion b) f(x) = 7x — 5 es una funcion afin y la T.V.M. es constante.

La funcién ) f(x) = 3 es una funcion afin y la T.V.M. es 0 (constante).

2 |Halla la T.V.M. de la funcion f(x) =-x2+5x—3 en el intervalo [2,2 +h] vy,
con el resultado obtenido, calcula f'(2).
Jo) =—=x?>+5x—-3 en [2,2+h]

fQ+h)-f2 _ -h’+h
h T h

=-h+1

1= lim (<h+1D-=1
h—-0

3 |Utilizando la definicion de derivada, calcula f'(3) en las siguientes funciones:

3x—2
7

b) f(x) = x?—4

a) f(x) =

) flx) = (x—-5)?

2+x
d) f(x) = o
voay - g, SO =B GhT7) 3
a) f(3) hh—njo S — hlzio>10 -
A C I Ve AC) h2+6h=
D) hhglo h hlz:)n() h 6
2
OfG = fim L8FW=SB oy, D—dh
h—0 h h—0 h

y = I Z(3+h)_2(3) = I —2h =£
DfG = wm h W O+ 3R T 9

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Calcula la funcion derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-
cion:

a)_f(x)=53.62+1
b) f(x) = 3x%-1
1
I3
dflx)=x2-x
Sx+h)+1 Sx+1
. / _ - f(X+h)—f(.X') _ _ 2 2 B
R
sh
- hm 22
h—o h 2
by = dim LEEW @ Baerh?-11-Ga?-D)
h—0 h h—o0 h
= lim 3h2+6xh = 6x
h—0 h
1 a 1
o Jx+h-f . x+th-2 x-2
0o - i LR o oy SRS
= [im —h = lim -1 _ -1
hooX=2 - -(+h-2-h p50&-2 @+h-2 (x-2)7?
D fi = gm LEID @ (erh? -t )= on)
’ h—0 h h—0 h
- lim h? + 2xh — h o1
h—0 h

Calcula, aplicando la definicion de derivada, f'(2), f'(-1) y f'(x), siendo
x—1

S(x) = ~
2+h-1 1 1+h 1
_ o JQ+h-/f2) P 2+h 2 P 2+h 2
e f1\(2)= lim fH—F"——= lim —=S————=_ = [im =
/'@ h— 0 h h—0 h h—0 h
2+2h-2-h
L 22+ h) L h L 1 _ 1
= h R A Te R LN To R

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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-1+h-1
_f1+h) - fD ) 1+h
e f<D = iim L ! -
S hl—n>10 h hlzlo h
— lim -1+h-1+2-2h — lim ~h _
h—0 (-1 +hh hoo(1+hh

lim -1 1

W e n !

x+h-1 x-1

_ o fx+h) - f(x) , x+h X
® = [lim +H—~—— = [im =
f(X) h—->0 h h—->0 h
xX+xh—-x-x*+x—-xh+h
_ (x+hx ) h
= / = 1 1
b0 h o (e + hxh
1 1

B hlz_r)no (x+hx '

Comprueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion f(x) = Vx
no tiene derivadaen x = 0.

Intentamos hallar f"(0) usando la definicion de derivada:

£y = tim L9 SO gy Nh-o N
h—o0 h

h h—>0 h h—o0

Por tanto, f(x) = Vx no tiene derivada en x = 0.

Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = e* en el intervalo

[2; 2,001] y comprueba que su valor esta muy proximo a e?.

SQ2,00D) - f(2) _ 02001 _ 2

T.VM. [2; 2,001] = 5505 0001

= 7,3928
e? = 7,3891. Los dos valores estin muy proximos.

2x—3 si x<2

w1 six>2’ halla £'(1) y f'(3) utilizando la definicion

Dada f(x) = {

de derivada.

iy SAFW D RO+ =3 =D _

.f(1)= h—->0 h h—>0 h
- h‘mM= l’m&= lim 2 =
h—-0 h h—>0 h h—>0

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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12

e (3= [im
fG) h—0 h—0 h h—0

= /lim 1=1
h— o0

Reglas de derivacion

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

x%2-3 _ x+1
a)y—x2+3 b)y_(z—x)2
3x2 x4
- dDy=[05-—
)y o Tn ) y ( 5 10)
2 Lo 20 (P +3) - (P-3)-2x _ 12x
J (o + 372 7+ 3)?
Q-0+ (x+D-2Q-x)  x+4
by’ = 2 BREEESE
6x‘(x+\/;)—3x2'(1——1 )
C)y’= 2\/; _ 15x2+6x2\/;
(x+ Vx)? W - (o+ V)2
_ 3 — 3
d)y’=l—é-(0,5—1x—o) =?20(0,5—1x—0)

Halla la derivada de estas funciones:
3 3

)y = x x2+1
ay_(x+1)2

b)y=

X
NERCEES

3 e+ DA -2 (D a% - (x+ 3)

(x+ D (x+ 13

a)y’

2 2 o 2 2 _
b)y,=3'(x+1)‘2xx 3 +1)=3'(x2+1)'x221
X X X X

_@x+1P-x3@x+ D2 e+ D-6x _ 1-4x

Yy (2x + 1)° T T x+Df Qx+ Dt

[B+W=f® |, Grhob=2_ p, 3tholo2,

h

1— x2

T xZ_4dx+4

Dy’ (2% _dx + 4 x_ 2"

2x(x-2)-(1-x%) 2  4x-2
(x—2)° S (x-2)

_ 2x(x%2—4x+4) -1 -xHQ2x—4) _ —2x(x— 22 -(1-x

2) . 2(x—2) _

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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UNIDAD ﬁ

Deriva las funciones siguientes:

a2
a)y=e4x(x—1) b)y=(1e—xx) c)y=\/27 dDy=mQ2x-1)

DY =4 (x-D+e 1= (4x-3)

20— -0 -x0 ¢ 2-01-0-0-x°_ —x*+4x-3
by’ = o= ) o G

22 2812

OV = =

2
2x—1

dy’

Deriva estas funciones:

aAy=m(x*-1) b)y=mVN1-x c)y=lnx d)y=e"2"1

ex
2x
=
)y x2-1
;
by = 2N1 —x _ -1
YT T o, 20-%
l-ex—lnx~ex l—lnx
)= X X l-x-Inx
¢ ‘y B €2x B ex - x~ex

dDy'= 2xex 1

Calcula la derivada de estas funciones:

2
2 sen- x

x b)y=1+cos2x

a) y = sen x cos
) y = sen?* x? dDy=cos32x+1)

a) Y’ = oS X cos? x — 2C0s X sen X sen x = cos3 X — 2sen’ x cos x =
= cos3 x — 2(1 = cos? x) cos x = cos3 x — 2cos x + 2cos3 x = 3cos3 x — 2cos x

2

b)y' = 2sen x cos x(1 + cos? x) + 2cos x sen x sen? x B
Y (1 + cos? x)?
2sen x cos X + 2sen x cos> x + 2cosx sen> x
(1 + cos? x)?
2sen x cos x(1 + cos? x + sen? x)  4sen x cos x
(1 + cos? x)? (1 + cos? x)?
Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 13
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2 2 2

©) y'=2x - 2sen x? - cos x* = 4x sen x

d)y'=3cos? 2x+ 1) - [-sen 2x + 1) - 2] = —6sen (2x + 1) cos? 2x + 1)

COS X

Deriva las funciones siguientes:

a)y=log2i b) y = Vsen x2 Ay= 1:§i dy=Vx+x

a)y=log, 1 -log, x
1 1 -1

y=_;. n?2 =xln2
by = 2x - cos x>
35\Jsen2x2
2-(1-20+0+2x)2 4
) (1 - 2x)° (1 - 2x)? 2
= 1+ 2x - 1+ 2x - B
2 = 2. (1—2x)2 - 1+ 2x
V —2x 1-2x 1 —2x
_ 2 _ 2
1+2x N —2x031 + 22
(1-2x0%-
1-2x
1
1+ —
Dy 2Vx 2Vx + 1 2Vx + 1
y'= = =
2 Vx+vx 4x-Vx+vx 4 VaZ+ alx
Halla la derivada de:
a)y=\lx\/; b)y=mn
x+1
c)y=ln(sen\/?) dy-= x—1
x+1

@ b) Aplica las propiedades de los logaritmos antes de derivar.

a)y = VVx?- =§/x_=x3/4—>y’=%-x1/4ﬁ
-\x

1
b)y=E~(lnx—ln(x+l))
,_l.(l L1
VI T 1) T 2k 2x

_(1/2) - e¥? - coseV?  eM? - cos Ne*
sen e~/? 2 sen e~

Q) y=In(sene’?) - y

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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x+1-x+1

x + 1)2 1 1
dy'= ( x)l = = =
2- — 24X 1 4. %21
x+ 1 G+ D \/x+1 \/(erD x+ 1
1

Nix =1 - (x+ 13
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Continuidad y derivabilidad
Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los
puntos que se indican, y represéntalas:

3x—1 si x<1

a)f(x)={ en x=1

x2+axsix>1

{3x—2 six<2
df(x) = en x=2

3x+1si x>2

a) Continuidad en x = 1:

lim_ flx) = lim Bx-1)=2
x— 1 x— 1

Jf(x) es continua

I = Iim (xX2+x)=2 _ Grifico:
xznl* J xl_)m1+( x) en x=1.
S =2 0 |
5
Derivabilidad en x = 1: 8 /
- { 3 si x<1 E
"(x) = -
J 2x+1 si x> 1 N //
Fan = 5} J(x) esderivableen x=1y f(1) = 3. — 711 /
f1an=3 I
Fa
3
=4
/5

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b) Continuidad en x = 0:

lim_ flx) = lim —x*=0
x— 0 x— 0

JS(x) es continua

lim  fQx) = lim x*=0 en x=0.
x=0 x=0 Grafico:
SO =0 |15
Derivabilidad en x = 0: \b
—2x si x<O0
f’(x) - { ~{—5—2411 2 4
2x six >0 S
21\
ol
J)=0 . 5
J(x) es derivable en x=0 y f(0) = 0. \
S0 =0
¢) Continuidad en x = 3:
Grafico:
lim flxo)= lim Q2x-1)=5
X =3 x— 3 2
f(x) es continua 1
lim  f(x)= lim (-4 =5 cp x=3. 0
X =3 X =3 9
JB3) =5 i /
Derivabilidad en x = 3: N
- { 2 six<3 2
"(x) = 1
4 2x six > 3
—J—4 —_l_ 4 5
/A
VASR A 2} f(x) no es derivable en x = 3.
S 3D =06
Grafico
d) Continuidad en x = 2: 2 /
lim_ f(x)= lim (3x-2)=4| () no es continua 6
x> 2 x> 2 en x =2 (tiene una 2
lim )= lim Gx+1) =7 discontinuidad de 3
X2 X2 salto finito). o1/
Derivabilidad en x = 2: 331 [/
T
Como f(x) no es continua en x = 2, tampoco es +2
derivable en ese punto. i
=5

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:
m(x—-1) si x<2

‘f(x)={3x—6 si x>2

Continuidad en x = 2:

lim fx)= lim In(x-1=mn1=0
x— 2 x—= 2"

lim fG) = lim Bx—6)=0 f(x) es continua en x = 2.
x— 2" x— 2"
f(2)=0

Derivabilidad en x = 2:

—_

f/() _x__ siox<2
X) =

3 si x> 2

J'(27) = 1] Como las derivadas laterales no coinciden, f(x) no es derivable
f@YH=3[en x=2.

Considera la siguiente funcion:

0 si x<0
Sx)=1x% si0<x<1
x six2>1
a) Estudia su continuidad.

b) Estudia su derivabilidad.

a)e Si x#20 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=0:

lim f(x)= Ilim 0=0

x— 0 x—0
B B lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es
lim fQo = lim x*=0 x— Of J . ’
x— 0 x—= 0 continua en x = 0.

SO =0

e En x=1:

lim f(x) = lim x*>=1
x— 1 x—1

lim o = lim x=1 xl:my}‘(x) = f(1. Por Fanto, la funcién es
x— 1" x—=1 continua en x = 1.

F=1

La funcién es continua en IR.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b)e S8i x#0 y x#1 — La funcion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 six<0
S =12x si 0<x<1
1 six>1

e En x=0:

107 =0= /(0. Portanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) = 0.

e En x=1:

S =2=/f(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.

La funcién es derivable en R — {1}. Su derivada es:

0 six<O0
flo=12x si 0<x<1
1 si x>1

Prueba que la funcion f(x) =|x + 1| no es derivable en x =-1.

—-x -1

f(x)=|x+1|={

x+1

si x<-1

si x=>-1

f(x) es una funcion continua, pues estd formada por dos funciones continuas, si

x#—1.

e En x=-1:

lim fx)= lim (—x—-1)=0

x = -1 x—-1"

im flx)= Ilim (x+1)=0

x— 1" x—-1"

JED =0

e Su derivada, si x# -1, es:

S0 = {

-1 si x<-1

1 si x>-1

/ es continua en x = —1.

Las derivadas laterales en x =-1 son:

en x=-—1.

S=1D =1 } No coinciden; por tanto, f(x) no es derivable

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcion:

fi=1D) =-1
x%—
S = { x—1
Continuidad:

1

si x<1
si x>1

Si x#1— f(x) es continua, pues estd formada por polinomios, que son funciones

continuas.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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En x=1— Iim fx)= lim (x*-1)=0
x— 1 x— 1
lim f(x)= lim (x—1)=0 (/) escontinuaen x=1.
x— 17 x— 17

J =0

Por tanto, f(x) es una funcion continua.

Derivabilidad:

Si x#1: f(x) es derivable y su derivada es:

/ 2x si x<1

f(x)={ 1 six > 1

En x = 1: Hallamos las derivadas laterales:
San=1
fidH=2

} No coinciden; por tanto, f(x) no es derivable en x = 1.

e si x<0

Dada la funcion =
S {l—x si x>0

Estudia su continuidad y su derivabilidad.

Continuidad:
Si x#0: f(x) es continua, pues estd formada por funciones continuas.
En x=0:
lim_ flx) = lim eX=1
x— 0 x— 0

lim foo = lim (1-x =1 f(x) es continua en x = 0.
x—0"" x—0"

SO =1
Por tanto, f(x) es una funcién continua.
Derivabilidad:

Si x#0: f(x) es derivable y su derivada es:
—¥ si x<0
() =

/ {—1 si x>0
En x = 0: Hallamos las derivadas laterales:

SO =-1

F10H =-1

Por tanto, f(x) es una funcion derivable.

} Coinciden; luego, f(x) es derivable en x = 0.

- ¥ s x<0

Su derivada es f'(x) =
-1 si x=20

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 19
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¢En qué puntos no son derivables las funciones siguientes?:
a) f(x) = | x2 - 4| b)f(x) = |2x — 3|
a) f(0) = |x? — 4|
Jf(x) es una funcién continua, pues es la composicion de funciones continuas.
La definimos a trozos:
x2—4 si x<=2
S =3-=x2+4 si 2<x<2
x*—4 si x>2

Si x#-2y x#2, ["(0) es derivable y su derivada es:
2x si x <=2
Sl =4 —2x si 2<x<2
2x  si x> 2

En x =-2: Hallamos las derivadas laterales:

) =4

2t =4 } S0 no es derivable en x = -2,

En x = 2: Hallamos las derivadas laterales:

J@) =4

PN =4 } f(x) no es derivable en x = 2.

Por tanto, f(x) no es derivable en los puntos (-2, 0) y (2, 0).

2x+3 si x<3/2

b)f(x)=|2x_3|={2x_3 si x> 3/2

/() es una funcién continua pues es la composicion de dos funciones continuas
y=2x-3 e y=|x].
-2 si x<3/2

5 1 1 U -
En x# > S0 es derivable y su derivada es f"(x) {2 s x> 3/2

En x= %, f no es derivable porque f’ %)_ =2y f (%)+ =2
PARA RESOLVER
Dada f(x) = 3x—1 si xSZ.
ada f(x) = x2+1 si x>2
a) Calcula /(1) y f'(3). b) Comprueba que f'(27) = f'(2%).

Si x#-2: f(x) es una funcion continua, pues esta formada por polinomios, que
son funciones continuas.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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En x=2:
Iim flx)= lim Bx-1)=5
x— 20 x— 2
lim N fo = lim +(x2 +1D =5 f(x) escontinua en x = 2.
x— 2 x— 2
f(2=5
Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Si x#2: [f(x) es derivable y su derivada es:

3 six<?2
S0 = { 2x six>2
@) (D=3 f(3)=6
b) /(2 =3

} no coinciden

f1@2H =4

24 |Esta es la grafica de una funcion y = f(x).

Calcula, observandola:

S'ED, S/ y 3

¢En qué puntos no es derivable? JA7 2| 4

e En x =-1, la recta tangente a [/ es horizontal; su pendiente es 0. Por tanto,

JS'=D = 0.
e En x=1, / esuna funcion constante. Luego /(1) = 0.

e En x =3, / esuna recta que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 5). Calculamos su

pendiente:
5-1
m=——= 2. Por tanto, f'(3) = 2.

e No es derivable en x=0 nien x =2, porque en ellos observamos que:

SO =107 y f1(20) #f'(2D)

25 | ;Cuantos puntos que no tengan derivada hay en la funciéon y= | x?+ 6x + 8|?

_6¢m__61@_—612<x=—2
2 S22 x=-4

x2+6x+8=0 = x=

x2+6x+8 si  x<—-4 2x+6 si x<-4
y=7 x2-6x-8 si ~4<x<-2 P=9-2x-06 si —4<x<-2
x2+6x+8 si x>-2 2x+6 si x>-=2

La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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En x=-4 — p'(-4)=-2#y"(-4") =2
En x=-2 — p'(-2)=-2#y(-2"=2
La funcion no es derivable en x=-4 nien x=-2; es decir, en (-4, 0) y en (-2, 0).

Son dos puntos “angulosos”.

Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

2 .
ax“+3x si x<2
J@ =1, .
X2—bx—4 si x>2
Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

e Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

e En x =2 debe cumplirse que [lim [f(x) = f(2):
Xx—2

lim f(x) = lim (ax?+ 3x) = 4a + 6
X =27 X =2

lim f(x) = lim (x*—-bx—4) =-2b
x— 2" x—2

F2) =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b; es decir, 2a + 3 = —b, o bien
b=-2a - 3.

Derivabilidad:

e Si x#2 — lafuncidon es derivable. Ademas:

) = 2ax+3 si x<2
SO0 b s xs2
e En x =2 debe cumplirse que [f(27) = f'(2%):
S1@2) =4a+3
f2H=4-b
Para que sea derivable, ha de ser 4a + 3 =4 — b; es decir, b=—-4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=-2a-3 2a-3=-4a+1 — 2a=4 — a=2
=_—4a+1 b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable entodo R, hadeser a=2y b=-7.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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27 |Observa las graficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no
son derivables:

a) b) <)

\
\
\ o)

‘\\

N

\
\
) 2 2

\ T T

¢Alguna de ellas es derivable en todo IR?

a) No es derivable en x = -1 (tiene un punto “anguloso”), ni en x =2 (no esta
definida la funcion).

b) Es derivable en todo RR.
¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

s28 |Calcula a y b para que f(x) sea continuay derivable:

x3-x six<0
ax+b si x>0

J(x) = {

Continuidad:
e En x#0 — La funcion es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=0:
im )= lim (x3-x)=0
x—= 0 x—=0
lim f(x) = lim (ax + b) = b ( Para que sea continua ha de ser b= 0.
-0 x—=0
S =0
Derivabilidad:

Si x#0: — La funcion es derivable. Ademas:

3x2-1 si x<0
S = { .
a si x>0
En x=0:
(0 = -1
71 Para que sea derivable, ha de ser a = -1.
SO0 =a

Por tanto, f(x) sera continua y derivable si a=-1 y b= 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 23
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Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcion:

ex

J(x)=191

—x2+3x+2 si x=3

Continuidad:

Si x#20 vy x#3:

En x=0:

lim f(x)

x—= 0"

lim ()

x— 0"

JOES!

En x=3:

lim f(x)

X =3

lim f(x)

x— 3"

J(3) =2

= lim eX =
x—0

= Ilim 1=1
x—0

= Iim 1=1
x—3

lim
x—0

si x<0
si 0<x<3

es continua, pues estd formada por funciones continuas.

JS(x) = f(0). La funcion es continua en x = 0.

= lim a2+ 3x =2 fm S0 lm [0 =0

x—=3

No es continua en x = 3.

La funcién es continua en IR —{3}.

Derivabilidad:

Si x#0 y x#3, esderivable y:

er

S ) =10

En x=0:

—2x+3

x <0
0<x<3
x> 3

10D =1#f0D=0 — No es derivable en x = 0.

En x=3:

no es derivable, pues no es continua.

La funcion es derivable en R —{0, 3}.
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Averigua para qué valores de x es f'(x) = 0 en cada una de las siguientes

funciones:
_x’Bx-8)

a) f(x) = 12

=TT

b) f(x) = x* + 2x2

d)f(x)=e*(x-1)

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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_ 3x3 - 8x?
a) f(x) = =

9x% — 16x

- J =0

x=0
fx)=0 — 9xr—16x=0 — x(9x—16)=0< 16

X =—

9

b) f1(x) = 4x3 + 4x = 4x (x> + 1D
f0=0 = 4x?+1D=0 — x=0

O f1(x) = _—2x

(.X2+1)2
=0 - -2x=0 — x=0
dDfi)=e’x-D+e* 1=e*(x-1+D=e"x
=0 - x=0

Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en
cada una de las siguientes funciones:

2 3
VCRE b /G =5
2x2% - 2+1

Of = 23 D=

Debemos hallar los puntos en los que f'(x) = 0 en cada caso:

2x(? - D—(?+ D -2x _ 2x3— 20— 2x3 -2x _ _ —4X
(x% - 12 (x% - 1)2 (x? = 1?

a) f(x) =
=0 - —-4x=0 —> x=0 - py=-1 — Punto (0,-D

Bc?(x? — D —ad - 200 _ 3xt - 3x? - 2xt _ xt - 3a?
(x? - 1)? (x? - 1)? (x? - 1)?

f=0 — x'-3x2=0 - x*x*-3)=0

b) f(x) =

x=0 — (0,0

2

x?2-3=0

£ - [, 22)

(dx— 3)(2 - x) —Qx*— 3x) - (=1) _ 8x— 4x? -6+ 3x + 2x% — 3
(2 — x)? (2 — x)?

_ 2x*+ 8x -6

(2 —x)?

o) fl(x) =

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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S =0 — 2x>+8x-6=0 — x>—4x+3=0

—4+V16-12 4+\N4 4zx2 x=1 = (1,-D
X = = = =<
2 2 2 x=3 = (3,9

. _ 2 4 . 2 a2 2 _
d) f1G0) = 2x - x—(x -1 _ 2x 3; 1 X - 1
X

x2

X

x=-1 - (-1,-2)

S@=0 = a-1-0<" a2

Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f'(x) = 0:

2x-3 6x
) = B)S() = 37
Af(xX)=m(x+1) d) f(x) = 10 — (x—2)%
zl)f,(x):2(x+1)—(2x—3)~1:2x+2—2x+3: 5
(x + 1? (x + 1D? (x + 1?

['(x) #0 para cualquier valor de ..

6(x?+ D—6x-2x _ 6x?+6— 12x* _ —6x*+6

b) 7 - =
)f (.X') (.X'Z + 1)2 (.X'Z + 1)2 (X2 + 1)2

x=-1 - (-1,-3)

f=0 = —6x*+6=0 — x2=1<x=1 - 1,3

1
x+1

o) f1(x) =

# 0 para cualquier valor de X.

d) f10) = —4(x—2)3
F@=0 - x=2 — (2 10)

Las siguientes funciones tienen algin punto donde la derivada no existe.
Hallalos en cada caso:

a) f(x) = Va? b) f(x) = Vx + 2

o) f(x) =Vx*-1 d) f(x) =|x-3|
b —

e)f(x)=‘ X 5‘ B/(x) = x% — 2|

2
33

J/'(x) no existe si x=0; es decir, f(x) no es derivable en x = 0.

a) fo) =x¥3; Domf=R — f(xo= %x—l/s -

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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1
b) f1(x) = ———

2Nx + 2

['(x) no existe si x=-2; el dominio de f(x) es [-2, +o0).

Por tanto, en los puntos en los que la funcién estd definida, no es derivable en
x=-2.

¢) El dominio de la funcion es (—eo, —1] U [1, +o0).

2x X
(OF -
N BN

En los puntos en los que f(x) esta definida, no es derivable en x =-1, nien
x =1

—x+3 si x<3 -1 si x<3
d)f(x)={ {

. ;S0 = .
x—-3 six 2 3 1 si x>3

f(x) es continua en IR; pero no es derivable en x = 3, pues sus derivadas
laterales no coinciden:

S =-1 } Son distintas.
SGH=1
—4x+5 5
. -y Stxs— . {—2 si x<5/4
e) [(x) = "(x) =

. . 5 .
f(x) es continua en IR; pero no es derivable en x = —, pues sus derivadas

laterales no coinciden: 4
"(5/47) = -2
7 ) Son distintas.
f1(5/4%) =2
x2—2x  si x<0 2x—2 si x<0
Dfx)=9-x*+2x si 0<x<2 flx)=4-2x+2 si 0<x<2
x*—2x  si x>2 2x—-2 si x>2

f(x) es continua en R; pero no es derivable en x =0, nien x=2, pues sus
derivadas laterales no coinciden:

S0 ==2 } Son distintas.
S0 =2
J@y==2 } Son distintas.
fr@ehH =2

27
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Esta es la grafica de una funcion y = f(x).

Estudia su continuidad y su derivabilidad.

f(x) es continua en R—{3}. En x =3, presenta una
discontinuidad de salto finito. -2 2| 4

f(x) es derivable en R—{0, 3}. En x =0 hay un punto anguloso (las derivadas

laterales no coinciden), en x =3 no es continua, por tanto, no puede ser deriva-
ble.

Considera esta funcion:
£ x2-5x+m si x<1
x -
X2+ nx six>1

Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.
Continuidad:

e Si x#1: f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funcio-
nes continuas.

e En x=1:
lim f(x)= lim (x*>=5x+m)=—4+m
x— 1 x—= 1"
lim f(x)= lim (—x*+nx)=-1+n
x— 1 x— 1*

FD=—4+m

Para que f(x) sea continua en x =1, hadeser —4 + m=-1+ n.

Derivabilidad:

e S8i x#1: f(x) es derivable y su derivada es:

2x—5 si x<1

10 = {

2x+mn si x>1

e En x =1: Para que f(x) sea derivable en x =1, las derivadas laterales han
de coincidir, es decir:

fa) =3 e o
(A =2+n

Uniendo las dos condiciones anteriores tenemos que:

—“4+m=-1+n m=n+3| m=2
_3=_2+7’l =_1 =-1

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion:

x2+2x—-1 si x<1

f(x)={x+1 si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

Represéntala graficamente.

Continuidad:

e En x# 1: La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=1:

lim f(x) = lim (x> +2x—1) =2
x— 1 x— 1 lim f(x)=f(1)
x—1

lim f(x)= lim (x+1)=2 -
x— 1" x—1 Por tanto, la funciéon es

continua en x = 1.

S =2
La funcién es continua en todo IR.

Derivabilidad:

e Si x#1: La funcion es derivable. Ademas:

S0 = {

2x + 2 si x<1

1 si x>1
e En x=1:
faH =40 =1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:
S0 =2x+2 si x<1
2x+2=0 — x=-1
S=1s x>1 = fl)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Griafica de f(x):

Wi

29



30

37

Halla a y b para que la funciéon f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
fx)=qax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

e S8i x#-1 y x#0: La funcion es continua, pues estd formada por polinomios.
e En x=-1:

lim fx)= lim Qx+a)=-2+a
x— -1 x— -1 .
Para que sea continua, ha de ser

lim fxo)= Iim (ax+b)=-a+b; -2+a=-a+b, esdecir:
.96'—)—14r x— -1 b=2a_2

fED =—a+b

e En x=0:
lim  f(x) = lim (ax+b)=b
x— 0 x— 0

lim  f(x) = lim (3x2+2) =2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x— 0" x—0

S =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2 vy b=2.
Para estos valores, queda:
26+2 st x<-1

JfOo =3 2x+2 si -1<x<0; es decir:
3x2+2 si 0<x

2x + 2 si x<0
3x2+2 si x>0

S0 = {

Derivabilidad.:
e Si x#0: Es derivable. Ademas:

2 si x<0

6x si x>0

S = {

e En x=0:
FO)=2#0"=0
La funcion no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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Calcula f'(0), siendo:

e*+e™
(x) = In "\ f —_—
S 2x +1
@ Aplica las propiedades de los logaritmos antes de derivar.

Hallamos f'(x) y después sustituimos en x = 0.

1

f(x) = Un(e*+ e —InQRx + 1))

|

iy = L |e¥—er 2
S0 2 leX+e™  2x+1

SO =52 =-1

Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
indicados:

T
a)y = sen x cos x en x=
b)y=xlnx en x=e

x2
Oy=_yenx=0yx=1

dy= e 1len x=1

Debemos hallar la derivada en los puntos indicados en cada caso:

a) ' = cosx - cosx + senx(—senx) = cos’x — sen’x

o) (2518~

% 2 2
b)y’=1~lnx+x~%=lnx+l; ye=mhe+l=1+1=2

Oy = 2xe¥— x?-e* _ e"Qx-x?) _ 2x-x
(ex)z (QX)Z eX

PI0) = 0; /(1) = %

d) y’ =2xex =1 (1) =2

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f; g, b y j:

rad 5 h' \ J

i’
F

Y Y

8 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cuil de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcion polinémica de segundo grado?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
[ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues [/(-2) = 0.

Jj tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues

J'(D=j'3) =0.
g vy b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcion polinémica de primer grado es una funcion cons-
tante. Por tanto, es g".

¢) La derivada de una funcion polinémica de segundo grado es una funcién poli-
nomica de primer grado. Por tanto, es /"
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CUESTIONES TEORICAS

Una funcién polinémica de tercer grado, scuantos puntos de derivada nula
puede tener?

¢Puede tener uno o ninguno?

La derivada de una funcién polindmica de tercer grado es una funcion polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningiin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:

f)=x3-3x — f’(X)=3x2—3=0<x=1 Dos puntos
x=-1

Jo=x3 - f(=3x*=0 — x=0 — Un punto

S =x3+3x — [f(x)=3x*+3#0 paratodo x — Ninguno

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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UNIDAD ﬁ

Justifica que una funciéon polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

Si una funcion tiene un punto anguloso en x = a, (qué podemos decir de

S'(a)
["(a) no existe.

Sea f una funcion de la que sabemos que:

2 h - 2 2 h — 2
f’(z—) = lim M =_1 f¢(2+) = lim ﬂ + ) ﬂ ) =1
h—>0" h h—o* h
¢Es f derivable en x =2?

No, pues las derivadas laterales no coinciden.

La funciéon f(x) =Vx—-3 escontinuaen x=3 y f'(3) = +. ¢COmo es la
recta tangente a f en x = 3?

Es una recta vertical.

Prueba que la funcién f(x) = x + |x—3| no es derivable en x = 3.
X—x+3 si x<3 3 si x<3
f@ = | - |
xX+x—-3 si x23 2x—-3 si x23
o {O si x<3
"(x) =
s 2 si x>3

f'(3) =0=#/'(3" = 2. Por tanto, la funcién no es derivable en x = 3.

PARA PROFUNDIZAR

¢Cuales de estas graficas a) b)
representan la funcion /
f ysuderivada f'? N >
Justifica tu respuesta. /
\>
/
©) d
N2/ ?

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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a) La funcién en rojo es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es
y =23 (la recta verde).

Luego estas graficas si representan a una funcion y su derivada.

b) La funcién en rojo es un polinomio de 2.° grado, una parabola. Su derivada es
una recta. En x = 0, la funcién tiene un maximo; la derivada se anula. Para
que la recta fuera la derivada, tendria que pasar por (0, 0).

No representan, por tanto, a una funcion y su derivada.

o) La funcién tiene que ser un polinomio de 3. grado porque tiene dos extremos
relativos. Su derivada serd un polinomio de 2.° grado, una parabola. En x = 1,
la funcién tiene un maximo; la derivada se anula, f’(1) = 0, y tendria que
pasar por (1, 0).

Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

d) La funcioén en rojo es una recta de pendiente 0. Por tanto, su derivada es y = 0,
la recta en verde.

En este caso, las grificas representan a una funcién y su derivada.
La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f(AD =0y
f"(1)=0. Calcula a, b y c.
J1(x0) = 3x% + 2ax + b, ["(x) = 6x + 2a

=1 — 1+a+b+c=1| a=-3
f(1D=0 — 3+2a+b=0 b=3
fr =0 - 6+2a=0 c=0

Por tanto: f(x) = x3 — 3x? + 3x

Halla los puntos de la funcion y = —_1 " los que la pendiente de la recta
tangente es igual a —2.

Buscamos los puntos en los que  f"(x) = —2:

ooy 2(x—D—-2x-1 _2x-2-2x _ =2
S - 17 G- Go1?
S0 =-2 — (x__—21)2=—2 - —2=-2(x-17?

(x—12=1 - x?2-2x+1=1 - x?-2x=0 — xx-2)=0

<x=0 — (0,0
x=2 = 2,4

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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AUTOEVALUACION

1. Halla la funcion derivada de cada una de las siguientes funciones:

5 x
= \?2 = ="
a)y=3x\V2x+1 b)y N Ay (x + 2
1—x)\2 x
= = p2x+1 = =
d)y 1+ e)y=e Dy=In 3+1
2 32x + 1) + 3x 9x + 3
a)y'=3V2x+ 1+ 3x = =
Y 2N2x +1 \V2x +1 N2x + 1
1
5.
by x5
y: =
X 20\
) l=(x+2)2—x-2(x+2)=x+2—2x= —x+2
) (x + 2 x+23  (x+2)
dDy=2 l-x)\-10+0-0-x _(1-x) -2 -4 -x)
VAT x (1 +x)? Sl Hx Ar? T Q43
e)yl=262x+1
4
3 1 x+3 1
Hy'= =— =
X 3 3 x+3
3

2. Aplica la definicion de derivada para hallar f'(2) siendo f(x) = x%—5x.
1@ = lim fQ2+h) -2

h—0 h
e fQ+h)=@2+h¥-52+h)=h*’-h-6
e f(2)=22-5-2=-6
e fQ+h)-f(2)=h?-h

L J@+h) -/ hi-h
h h

~h-1

S 2= Ilim (h-1)=-1
h—0

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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3. Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcion:

x2+2x—-1 six<1
S(x)=1 4

x+1

si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

S0 es continua si x <1 ysi x>1, porque las funciones que la definen lo son.
Estudiamos la continuidad en x = 1.
lim f(x)= lim (x?>+2x—-1)=2

x— 1" x— 17
i
xan S < lim lim 4 _ 5

x—>1*f(x)=x—>1*x+1

fH=1+2-1=2

Como lim f(x)=f(1) =2, f escontinua en x = 1.
x—1

Por tanto, f es continua en R.

2x + 2 si x<1
Hallamos [f'(x) = —4

m si x>1

f esderivable si x<1 ysi x> 1.

Estudiamos su derivabilidad en x = 1.

faAH)=2-1+2=4
-4 Como ['(17) #/'(1%), no existe ['(1).
1)Y= ——— = -1

/ es derivable en R —{1}.
Veamos si f'(x) = 0 tiene solucion:
26+2=0 - x=-1

-4

W = 0 no tiene solucion.
X

Por tanto, f’(x) =0 cuando x = -1.

4. Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable:

ax +b si x<0

x2-3x+2 si x>0

ﬂx)={

Representa la funcion para los valores de a y b que has hallado.

Para que [ sea derivable en x =0, debe ser continua en ese punto.

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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lim _(ax +b)=0b
lim f(x)< ¥ 0
x=0 lim (x?=3x+2) =2

x— 0"
Para que [lim [f(x) = f(0) = 2, debe ser b= 2.
x—0

Si b=2, f escontinua en R.

a si x<0
2x -3 si x>0

J'Co = {
Veamos si [ es derivable en x = 0:

"(0-) =
SO =a } Para que exista f'(0), debe ser a = -3.

S0 =-3 Y
Si a=-3, f esderivable en R. \L /
—3x + 2 si x<0
) - { AN
H

x2—-3x+2 si x20

¢En qué puntos no es derivable la funcion f(x) = |x? —4x + 3|? Justifica tu
respuesta.

Definimos la funcion por intervalos. Para ello, hacemos:

4+N16 - 12 x=1

2— = = ——
x“—4x+3=0 = x 5 <x=5
x2—4x+3 si x<1
SO =9-x?+4x-3 si 1<x<3
X% —4x+3 si x>3

Hallamos /"(x):

2x — 4 si x<1
Sl =4 -2x+4 si 1<x<3
2x — 4 six>3

Estudiamos la derivabilidad de f en x=1 yen x=3:
fAH=2-1-4=-=2
fraAH=-2-1+4=2

3 ==23+4==2
S3H=2-3-4=2

} Como f'(17) # f(1%), no existe f'(1).

} Como f'(37) #f'(3%), no existe f'(3).

J no es derivable nien x=1, nien x=3.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién
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6. Observando la grifica de esta funcion f, estudia su derivabilidad. Halla, si
existen, f'(—4), f'(0), f'(3).

VN
\/2\

e / es discontinua en x = 1. Por tanto, no es derivable en x = 1.

En x = -2 observamos que [f'(-27) #f'(=2%): tampoco es derivable.
Luego f es derivable en R —{-2, 1}.

e f/(=4) = 0 porque en ese punto la funcién es constante.
f(0) =0 porque en x =0 latangente es horizontal.

f'(3) =-1 porque -1 es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):

2-0 1
m=——=_
1-3

Unidad 4. Derivadas. Técnicas de derivaciéon
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