APLICACIONES
DE LAS DERIVADAS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Relacion del crecimiento con el signo de la primera derivada

H Analiza la curva siguiente:

i
[ decrece [ crece [ decrece [ crece f decrece

f/<0 f/>0 f/<0 f/>0 f/<0

Relacion de la curvatura con el signo de la segunda derivada

H Describe el tramo CD Yy los tramos DE, EF y FG siguientes:

i i

i i
i i i i i i i
i i i i i i i
i i i i i i i
i i i i i i i
i i / i i i i i
' [ convexa ' f concava ! ' ' ' !
i i i i i i i
i i i i i i i
i ’U' i 'U i i i i i
i i i i i i i
! f'decreciente | f'creciente ! ! ! | |
i ,U i U i i i i i
i i i i i i i
i " ‘ " ‘ 1 1 i i
| /<0 h >0 i i ! ' !
i i i i i i i

CD — [ convexa — [’ decreciente — ["<0
DE — [ concava — [’ creciente — f">0
EF — [ convexa — [’ decreciente — ["<0

FG — [ concava — [’ creciente — f”">0
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B Dibuja la grafica de una funcién, f, que cumpla las siguientes condiciones:
e La funcion esta definida en [0, 7].
¢ Solo toma valores positivos.
e Pasa por los puntos (0, 1), (3, 1) y (7, 1).
e En el intervalo (1, 2), la funcion es convexa.
¢ En el intervalo (2, 4), f"> 0.
¢ En el intervalo (4, 6), f' es decreciente.

e En el intervalo (6, 7), f es concava.
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1. Halla las rectas tangentes a la curva:

_ 5x% + 7x% - 16x
x—-2

en los puntos de abscisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

= (15x2 + 14x — 16) (x — 2) — (5x% + 7 — 16x)  _ 10x3 — 23x% — 28x + 32
(x—2)? (x—2)?

Ordenadas de los puntos:

y@=0; p(=4 »p3) =150

e Recta tangente en (0, 0): y'(0) =8
y=8x

e Recta tangente en (1, 4): y'(1) = -9
Y=4-9x—-1)=-9x+ 13

e Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
y=150 + 11(x—3) = 11x + 117
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2. Halla las rectas tangentes a la circunferencia:
x2+9%2_2x+4y—-24=0

en los puntos de abscisa x, = 3.

Obtencién de las ordenadas correspondientes:
32+92-2-3+4y—-24=0
9+ -6+4y-24=0
yi+4y-21=0

_—4+V16+84 _ —4+100 _ —4+ 10 <y=3 — Punto (3, 3)
2 2 2 =-7 — Punto (3, -7)
Para hallar la pendiente en esos puntos, derivamos implicitamente:
2x + 2y’ =2+ 4y'=0
Y2y +4)=2-2x
2-2x _ 1-x

y'=

2p+4 p+2
Asi: 1'(3,3) = —2, y3, - =2
5 5

e Recta tangente en (3,3): y =3 — %(x -3) = —%x + 2?1

e Recta tangente en (3,—7): y=-7 + %(x -3) = %x— 4—51
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1. Dada la funciéon y = x3—3x%—9x + 5, averigua:

a) Donde crece. b) Donde decrece.

Y'=3x2—6x-9=30*-2x-3)=3(x-3)(x+1

aA)x<-1 — >0 — [ escreciente en (—oo, —1)

x>3 — yp'>0 —> f escreciente en (3, +)

b)-1<x<3 — »'<0 — [ esdecreciente en (-1, 3)
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2. Comprueba que la funcion y = x3/(x — 2)? tiene solo dos puntos singulares,
en x=0 yen x=6.

Averigua de qué tipo es cada uno de esos dos puntos singulares; para ello, de-
bes estudiar el signo de la derivada.
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L3P =2 -2 =28 | xPe-2Bx-2)-2x) _

! (v 2t i -2
_ x*Bx-6-2x _ x*x-0)
(x—2)3 (x—2)3
x=0
p'=0 = x*(x-6)=0 < e
f(=0,0)>0
00D > 0 En x =0 hay un punto de inflexion.
/(5,99 <0 oo o .
n x= ay un minimo relativo.
716,00 >0

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funciéon
= 3x% + 4x3. Mediante una representacién adecuada, averigua de qué
tipo es cada uno de ellos.

b)Iidem para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.

@)y’ =—12x° + 12x* = 12x*(=x + 1

x=0 — Punto (0, 0)
=0 Dos puntos singulares.
Y < x=1 — Punto(d, 1) } P &

Los dos puntos estin en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcion es derivable.

Ademds, f(-1) =7 y f(1,5) = -17. 1 \

e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

b) y’ = 4x3 + 24x% + 4doxc + 24 = 400+ D(x + 2)(x + 3)

x=-1 — Punto (-1, 0)

y'=0 < =-2 — Punto (-2, 1) ; Tres puntos singulares.

x=-3 — Punto (-3, 0)
9
Los tres puntos estan en el mismo intervalo
[-4, 0], donde la funcién es derivable.

Ademas, f(-4) = f(0) =9.

e Hay un minimo relativo en (-3, 0), un ma-
ximo relativo en (-2, 1) y un minimo relati-
vo en (-1, 0).

4321
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1. Estudia la curvatura de esta funcion:
y=3x%—8x3+5
Flx0) = 12x3 — 24x?; () = 36x% — 48x

x=0 — Punto (0, 5)
S =0 — 12xGBx-4 =0 4

4 121
x =— — Punto [—, ——)
3 (5 27
[ = T2x — 48, 7(0) £ 0 f(%) " o)
4 121

Los puntos (0, 5) y (g, —7) son puntos de inflexion.

e La funcién es concava en (—eo, 0) U ( +o<>), pues ["(x) > 0.

4
3 ’
e La funcion es convexa en el intervalo (O, %), pues f"(x) <O0.

2. Estudia la curvatura de la funcion siguiente:
y=x3-6x%+9x
S0 =3x%2—12x+9; ["(x) = 6x— 12
f"=0 — 6x-12=0 — x=2 — Punto (2, 2)
(/") = 65 f"(2) #0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexion.
e La funcién es convexa en (—oo, 2), pues [f"(x) < 0.

e La funcion es concava en (2, +e0), pues f"(x) > 0.
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1. Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea mi-
nima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la
funcion:

B
S =x+ »

fl=1-28 X225 g — 75 = B0

x =-5 (no vale, pues x>0)

(Como  lim f(x) = +eo, [im f(x) = +eo, y la funcion es continua en (0, +eo);
x— 0" X — +oo

hay un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.
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2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.

x+y=10 — p=10-x
x-y _x-(1A0-x _ 10x-x?

Area = , 0<x<10
N 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
)
o 7 f(x)=10x—x,0<x<10
2
jmw=1931§=5—x=o S x=5 = »=10-5=5

S0 =0, f(10) =0; f(5) = %; y [ es continua. Luego en x =5 esta el maximol|.

Los catetos miden 5 cm cada uno. El drea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, ¢cual es el que tiene la diago-
nal menor?

d=VO6-x?+x*, 0<x<6
’ Tenemos que minimizar la funcion:
d. 6_
K T =G r A, 0<x<6
' o 2(6-x)+2x _ —12+4x -6+ 2x
S0 = = =
x NG -2 +x2 2V -2+ a2 V(6 =22 + &2

JS(x)=0 —- —-6+2x=0 — x=3
(f(O)=6; [f(6)=06; [(B) = V18 =3V2 = 4,24; y f(x) es continua. Luego en x = 3

hay un minimo).
El rectangulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.
4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-

men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad po-
sible de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

O

2mr
_— h Area total = 2wrh + 212 =
s =2nrth+ 7
C
V=167281=6,28 dm3
6 Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Como V=mn-72-h=314-r>-h=0628 — h-_028 =%
r

314 - 12

Ast: Areal total = ZTI:V(% + V) = 211(2 + rz)
r r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:
_ 2,02
S =2n[= +7r%), r>0
r
_ 3
f’(7)=2n(—%+27)=2n(2+—227)=0 > 2+2/3=0 - r=31=1
r r

(Como lim f(r) = +eo, lim [f(r) = +eo, y [ es continua en (0, +e0); en r=1
r— 0" r—> +oo

hay un minimo).

El cilindro tendra radio 1 dm y altura 2 dm.
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1. Calcula, aplicando L'Hopital:

_ senx(1+ cos x) . e¥X—e™X
a) lim b) lim ——
x—0 X COS X x—>0 Senx

_ 1+ , 1+ + —sen
Q) lim Senx( +cosx) ( 0 ) = pm Cosx(+ cosx) +senx(senx) _ ,
x—0 X COS X x— 0 cos x + x(=sen x)

by lim M=(2)= im £ e
x>0 Senx 0 x—>0 COSX
2. Calcula:
er+x-1 a3 +2x%+ x
a) tim & "X~ b) lim —— FEXTEX
)x—>0 x2 )x_>_1 x3+x2-x-1
—X _ _p—X —-X
D lim w=(9)= lim e_ﬂz(2)= im €5 21
x =0 x2 x— 0 2X 0 x—0 2 2

X3+ 2x% + x O)_ i 3x2+4x+1_(0)_

b) lim —=(—
xo-1xd+x-x-1 0 x> -1 3x2+2x—1

- g xt4 2 1
x_)716x+2 —4 2
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3. Aplica L’Hopital:

lim (cos x + sen x)V*
x—0
Para poner [lim (cos x + sen x)V/* en forma de cociente, tomamos logaritmos en

x—=0

J(x) = (cos x + sen x)V*,

lim (Inlf(0)) = lim lln(cosx+sen 0| = lim

In(cos x +sen x) _ (g) _
x— 0 x—= 0\X x—= 0 X

0

(—sen x + cos x)/(cos x + sen x)

= lim =1 — lm flo=e'=e
x—=0 1 x— 0

4. Calcula:
lim (1-2V*)x

x = +oo

i =2 U/ 2

tim (1-2Y%x=lim
x = oo (=1/x2)

X —> +oo x>+ 1/X

0

1 -2l =(o)_

= lim (Y% - m2)=-In2=1In 1
X = +oo 2
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1. a) Explica por qué y = sen x cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el
intervalo [0, 7).

b) ¢En qué punto se verifica la tesis del teorema de Rolle?
a) y = sen x es derivable (y, por tanto, continua) en todo R.
Ademas, f(0) = f(qv) = 0. Por tanto, cumple las hipdtesis del teorema de Rolle.

"'=cosx=0
b - x==I
xe (0, m

2. Demuestra que f(x) cumple las hipotesis del teorema del valor medio en el
intervalo [2, 6]. ;En qué punto cumple la tesis?

~ 2x -3 si x<4
S = —x2+10x—-19 si x>4
lim f(x)= lim 2x-3)=5
X — 4

X = 4

lim f(x) = lim (=x*+ 10x-19) =5 ¢ /() es continua en x = 4.
x — 4" X— 4

J@ =5

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Luego f(x) es continua en el intervalo [2, 0]. (Para x # 4 estd formada por dos
polinomios).

Veamos si es derivable:

2 si x<4
2x+ 10 si x> 4

S0 = {

En x =4, tenemos que f'(47) = f'(47) = 2. Por tanto, la funcién es derivable en
(2, 6). Su derivada es:

2 si x<4
f’(x)={

—2x+10 si x>4
Luego, se cumplen las hipdtesis del teorema del valor medio.

Veamos donde cumple la tesis:

SO -2 _5-1 =i=1
6-2 4 4
foo=1 - 2x+10=1 — x=%

La tesis se cumple en ¢ = %
3. Aplica el teorema del valor medio, si es posible, a la funcion:
f(xX)=x2-3x+2 en[-2,-1]

Calcula el valor correspondiente a c.

f(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
[-2, —1] y derivable en (=2, -1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.

Veamos donde cumple la tesis:

SO -fla) _ fD-f(=2) _ 6-12 _ _6
b-a -1-(=2) —1+2

fl)=2x-3=-6 — x=_—23

-3

La tesis se cumple en ¢ = -

4. Repite el ejercicio anterior para la funcion:
g =x3-x2-x+1

g(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
(-2, —1] y derivable en (=2, -1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.
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Veamos donde cumple la tesis:

gb)-gla _ gD -g=2) _ 0-(9 _
b-a -1-(2) —-1+2

9

g =3x*-2x-1=9 — 3x?-2x-10=0

2+V4+120 _ 2124 _ 2+2V31 _ 131 <Xz2,19
6 6 3

X = =
x=-1,52

6

1-+31
—

Por tanto, se cumple la tesis en ¢ =

5. Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que x3—3x + b =0 no puede te-
ner mas de una raiz en el intervalo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de b.
(Hazlo por reduccion al absurdo: empieza suponiendo que hay dos raices
en ese intervalo).

e f(x) =x3—3x+ b es continua en [-1, 1] y derivable en (-1, 1).

=-1
oyl - 2 _ 2 —
S0 =3x* =3 O<x=1

La derivada solo se anulaen x=-1 yen x=1.

e Supongamos que f(x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢, y c¢,. Por el teorema
de Rolle, como f(c)) = f(c,) =0, existiria un c € (¢, ¢,) tal que f'(c) = 0.

Pero f"(x) solo se anula en x=-1 yen x =1, que no estin incluidos en
(¢, ¢y, pues =1 <¢, ¢, <1

Hemos llegado a una contradiccién.

e Por tanto, x3—3x+ b =0 no puede tener mis de una raiz en el intervalo [-1, 1],
cualquiera que sea el valor de b.

6. Calcula p, m y n para que

S(x) = {

—x2+px si -1<x<3

mx +mn si 3<x<5

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]. ;Donde
cumple la tesis? Represéntala.

e Si x# 3, lafuncion es continua, pues esta formada por polinomios. Su dominio es

-1, sI.

e En x =3, para que sea continua, ha de ser:

lim f(x) = lim (=x?+ px) =-9 +3p

X = 3 x—3
lim f(x)= lim (mx+mn) =3m+n -9+3p=3m+n
x— 3" x—=3

fR=3m+n=-9+3p

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Si xe (-1,5) y x# 3, suderivada es:

—2x+p si -1<x<3
f(x)_{m si 3<x<5
e Para que f(x) sea derivable en x =3, ha de ser:
'(3) =-6
R R
S 3D =m

e Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle, ademds, debe tenerse que

S = f(5); es decir:

fD=-1-p

f(5)=5m+n} -l1-p=5m+n

e Uniendo las tres condiciones anteriores, tenemos que:

-9+3p=3m+n
-6+ p=m m=—-—; n=9 p=-—
-1—- p=5m+n

e Con estos valores:

—2x+1—30 si —1<x<3
8

— 5 <x<
3 si 3 5

S0 =

10 5
2x+ — =0 = = —1
X 3 - X 36( )]

La tesis se cumple en ¢ = %

—x2+1—0x si -1<x<3
S =

—§x+9 si 3<x<5

Udl\l\

43
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Demuestra que: “Si f es continua en [a, b], derivableen (a,b) y f'(x)<0
para x € (a, b), entonces f es decreciente en [a, b].

Si tomamos dos puntos cualesquiera x; <x, de [a, bl, se cumplen las hipétesis del
teorema del valor medio en [x;, x,] y, por tanto, su tesis:

f(xz) _f(xl)
X

Xy =Xy

=/ <0

Se deduce que f(x,) - f(x)) <0 vy, por tanto, f(x,) < f(x)).

La funcién es, pues, decreciente en [a, b).

Demuestra que: “Si f ’(xo) =0y f ”(xo) <0, entonces f presenta un maximo
en x,”.
0

vl h _ £ ! h
J'(xy) = lim S+ )~ o) = lim —f (o + 1 <0
h—0 h h— 0 h

Si h <0, entonces:

S'x,+h) >0 — [ escreciente a la izquierda de x; (@D)
Si h >0, entonces:

J'x,+h) <0 — [ esdecreciente a la derecha de x; 2)

Por (D y (2), f presenta un maximo en x,, ya que es creciente a la izquierda de x;
y decreciente a su derecha.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Recta tangente

1 |Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
que se indican:

a)y=Imn(tg2x) en x=% b) y = Vsen 5x en x=%
) x%+y?_2x—8y+15=0 en x=2 dDy=(x2+1)"* en x=0

a) o Ordenada en el punto: x = % - =0

2
e Pendiente de la recta: y’= 2 +igm 20 y’(ﬂ) =4
1g 2x 8

e Recta tangente: y = 4(x - %) = 4x — %

o[

b) e Ordenada en el punto: x = % - y=

e Pendiente de la recta:

o Scossx y’(£)= 5(\3/2) _ 53 _ -6
2Nsen S5x 6 2N2/2 2\2 4
e Recta tangente: ) = g — #(x — %)

¢) ® Ordenadas en los puntos:

4492 -4-8y+15=0 — »*-8y+15=0

8+V64—-60 8+2 y=5 — Punto (2,5
y= - <

4 y=3 — Punto (2, 3)

e Pendiente de las rectas:
2x+2yy'=2-8y'=0
2—2x 1-x

P'Ry-8)=2-2x — y'=

2y—-8  y-—4

' _1-2_

y'(2,5) 54 1
1-2

"2 = =1
»'(2,3) 34
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e Recta tangente en (2,5): y=5-1-(x-2) — yp=-x+7

e Recta tangente en (2,3): y=3+1-(x-2) — ypy=x+1

d) e Ordenada en el punto: x=0 — =0+ D*"0=19=1 — PO, D

e Pendiente de la recta tangente:

y=2+D%"Y 5 Iny=senx-n(x*+1) —

! 2x
- y—=cosxln(x2+1)+senx‘ >
y x°+1
2x sen x )
— y'=|cosxin (x2+1)+w (x2 + 1)senx

m=[cos0-m1+0/-19=1-0+0)-1=0
e Recta tangente: y=1+0x—- 0 — py=1
2x
s2 |Halla las tangentes a la curva y = Y1 paralelas a la recta 2x + y = 0.

La pendiente de la recta 2x+y=0 es m = -2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

y = 20— 1D —2x _ 2x—2-2x _ -2
(x - 1)? x?2-2x+1 x*-2x+1
y==2 5 — =2 -5 5 2=2x%-2x+1)
x?-2x+1

x=0 — Punto (0, 0)

x2-2x+1 — x2-2x=0 — x(x-2)=0
( ) <x=2 —  Punto (2, 4)

Recta tangente en (0, 0): y = —2x

Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x—-2) — py=-2x+8

3 |Obtén la ecuacion de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las
siguientes curvas:

aAy=xlnx b)y=x2ex c)y=sen2x
Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.

Dy =nx+x —=hx+1

1
x
=0 = Inx+1=0 - hx=-1 - x=el=L o y=_—1

e e

La recta tangente en el punto (l, i) es: y= =
e e e

14 Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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b)y'=2x e +x% e¥ = 2x +x»e¥. Como e*# (0 paratodo x:

x=0 — Punto (0, 0)

=0 > 2x+x%2=0 > xQ2+x) =0
Y < =_-2 — Punto (-2, 4/e?)

e En el punto (0, 0), la recta tangente es: =0

e En el punto (—2, iz), la recta tangente es: y = iz
e e

) y'=2cos 2x
y'=0 - 26052x=0<

e En los puntos (% + 1k, 1

2x="s2mk » x=TL+nk - y=1
2 4

2x=37n+2n/e - x=37n+nle - y=-1

, con ke Z, larecta tangente es: y =1

e En los puntos (3'77t + Tk, —1), con ke Z, larecta tangente es: y = —1

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva x7 -y~ =1 en el punto (1, 1).
Para hallar la derivada, tomamos logaritmos:
X -y=1 - ylhx+txlny=mnl — ylhx+xlny=0

Derivamos:
1 '
o + 1y =+ / +x-2—=0
yinx+y . ny+x 7

y'xylnx+y>+xylny+x?y' =0
yxylnx+x?)==?-xyiny

o VP -xyiny
N U
xyInx+x

', D=-1

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en (1, 1) es:

y=1-(x—-1); esdecir, y=-x+2
Halla el punto de la grafica de y = 2\x en el que la tangente forma un an-
gulo de 60° con el eje X. Escribe la ecuacion de esa tangente.

e Sila recta tangente forma un angulo de 60° con el eje X, su pendiente es

1g 60° = V3.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Buscamos un punto en el que la derivada valga V3.

El punto es

e la recta tangente en ese punto sera:

y=27\/g+\/§x—l) - y=ﬁ

3 3

\3

+B3x—— — y=\r3x+§

3

Maximos y minimos. Puntos de inflexién

Halla los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguientes
funciones:
33x-8
a)y=x3-6x%+9x b)y=M
12
o) y=x%—2x3 d) y=x*+2x2
1
= = pX _
e)y 21 fly=e*(x-1)
a) f1(x) =3x*>—12x+9
Slo=0 — 3x?-4x+3)=0 — x= # =
_4x2 <X=3 - »y=0

Signo de la derivada:

f'>0 . f'<0 f'>0

/1\5/

2 x=1 — y=4

Hay un minimo en (3, 0) y un miximo en (1, 4).

Puntos de inflexion:

[ =6x-12=0 - x=2 — y=2

Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x)>0 para x> 2, el punto (2,2) esun

punto de inflexion.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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3t — 8x3
12

12x3 — 242
12

by =

= x3 - 2x2

S0 =

x=0 — p=0

SW=0 - Fa-2=0<" =43

/<0 . /<0 . f'>0
\ 1 \ 3 /

Hay un minimo en (2, _T)

x=0 — »=0

1" = 2 _ = — =
f'x) =3x*-4x=0 — xGBx-4) O<x=4/3 =y =—(64/8D)

‘/'//>0 . f//<0 . fH>O
0 i
N NG
. . 4 —064
Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en 3 B0 )

©) [(x) = 4x3 — 6x°
x=0 — =0

=0 — X2(4x_6)=0<x=3/2 - y=-27/16

SIS0 <0 130
\0\%/

Hay un minimo en (%, _—27)

16

x=0 — =0
S0 = 1202 —12x = 12x(x — 1) = 0 <<_ Ve

x=1 = py=-1
J'>0 /<0 ,  J">0
N2 N

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, —1).

d) f(x) = 4x3 — 4x
flo=0 — 4x(x°+1D=0 — x=0 — »=0
f<0 >0

~—_ 0 _—

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x? + 4 # 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e fix) = —==—
(x? + 1)?

=0 —» 2x=0 - x=0 — y=1

S0 <0

/ ’ \

Hay un maximo en (0, D).

22+ D+ 20 2%+ D20 _ 2%+ D+ 8x% | 6?2

1(x) = =
S o + D 7+ 1P o2+ D3
[ =0 — x=i'\,;—=i%=ig - y=%

f//> O . f//< O . f”> O
3 3
\_/ =5 N
Hay un punto de inflexion en (—g, %) y otro en (g, %)

) fllx) =eXx—-1D +e¥=e(x—-1+1) =xe”

fx)=0 — xe*=0 — x=0 (pues e¥#0 paratodo x) — y=-1

‘fr/< 0 | f//> 0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, -1).

S = e¥ + xe¥ = e¥X(1 + x)

=2

=0 — x=-1 — y= 5

Jr<0 >0
N\

Hay un punto de inflexién en (—1,

3

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los maximos y los

s7
minimos de las siguientes funciones
8-3x _x?+1 __x3
Dy x(x—-2) by x2-1 Ay x2-1
_ 2x%-3x _x%-1 _ 8
Dy=="% )y x Dy x*(x-3)
_ 8-3x _ 8-3x S
)y = = . Dominio = IR — {0, 2}
VYT G- x? =2x
oy — 3% =20 = (8-3x) - 2x—2) _ —3x%+ 6x—16x + 16 + 6x% — 6x _
S0 = - _
(x? = 2x)? (x? — 2x)?
_ 3x?—16x + 16
(x? = 2x)?
S =0 — 3x?-16x+16=0 — - 10= 2656_192=16i6\/&=
16 +8 <
X = 4/3
Signo de la derivada:
fr>0 | f/>0 |f/<0| fr<0 | f’>0
0 i 2 i
La funcion: es creciente en (—o0, 0) U (0, %) U (4, +o0).
es decreciente en (%, 2) U@, 4
(573}
tiene un maximo en |—, —=
37 2
tiene un minimo en ( , —%)
x?+1 .
by = . Dominio = R — {-1, 1}
x2-1
0 = 2x(* - D —-?+ D-2x _ 23 —2x—-2x3-2x _  —4x
(% = 1)? (w? — D? (- 1?
=0 - —-4x=0 — x=0
Signo de la derivada:
['>0 . f'>0 . /<0 . /<0

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (=1, 0).
es decreciente en (0, 1) U (1, +o0).

tiene un maximo en (0, —1).

X3

x2-1

Ay= . Dominio = R —{-1, 1}

Sl = 3P =D —ad - 2x _ 3xt —3x? - 2xt | xt-3x? | x2(P-3)

(o = 12 (x? = 1)? -1 (- 1)?
x=0
=0 — xz(x2—3)=o<x=_\/§
x=13

Signo de la derivada:

>0 <0 <0 f<0 'S0 [0
/_Qg\fi\é\i\v'g/

La funcion: es creciente en (—eo, —V3) U (V3 +00).

es decreciente en (—V3, -1 U (-1, 1) U (1, V3).
tiene un maximo en (—@ , —#)
tiene un minimo en (\Fs , #)

tiene un punto de inflexién en (0, 0).

2 _
dy= 2x 3x

. Dominio = IR — {2}
2—-Xx

1) = (4x=3) 2 -0 —Qx*=3x) - (1) _ 8x—4x?—6+3x+2x*—3x _

(2 - x)? (2 x?
_ 20+ 8x—6 _ —2(x? - 4x + 3)
(2 -’ (2 - x)?
SO=0 - x*-4dx+3=0 — x=4i@= 41’2\/Z _
=4i2 <x=3
2 x:l

Signo de la derivada:

SISO >0 >0 f1<0

\1/2/5\

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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La funcioén: es creciente en (1, 2) U (2, 3).
es decreciente en (—co, 1) U (3, +c0).
tiene un minimo en (1, —1).
tiene un maximo en (3, -9).

2

-1
ey= o . Dominio = R — {0}
2x—(x%2-1 -1 2x2—-x2+1 «x%2+1
S0 = 3 = 5 S
X X X
x% -
=0 — >— = 0. No tiene solucion.
X

Signo de la derivada:
S>0 >0

La funcion es creciente en todo su dominio.

£ y= 8 = 8 . Dominio =R — {0, 3}

x%(x - 3) R 3x2

_ —803x?-6x) _ —8xB3x—-06) _ -8BGx-06)
@0 - - -
S x*(x - 3)? x*(ox - 3)? x3(x — 3)2

=0 - 3x-6=0 —> x=2

Signo de la derivada:

/<0 . f'>0 f'<0 . f'<0
T T

\0 / 2\3\

La funcion: es creciente en (0, 2).

es decreciente en (—o0, 0) U (2, 3) U (3, +o0).

tiene un maximo en (2, —2).

Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexion de las si-
guientes funciones:

a)y=x3-3x+4 b) y = x* - 6x2 Ay=(x-2)*

2—x

d = X =
)y=xe e)y =T 1

Dy=n(x+1)

a) y = x3 - 3x + 4. Dominio = R
S0 = 3x? = 35 f(x) = 6x

[ =0 = 6x=0 — x=0

21
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Signo de f"(x):
f// <0 f// >0
A

La funcion: es convexa en (—oo, 0).

es concava en (0, +o0).

tiene un punto de inflexion en (0, 4).

b) y = x% — 6x2. Dominio = IR
S0 = 4x3 —12x; [0 = 12x% - 12

x=-1

[0 =0 - 122 -1 =0 < o
Signo de f"(x):

f//>0 I f//<0 I fH>O

NN AN

La funcién: es concava en (—oo, —1) U (1, +o0).

es convexa en (-1, 1).

tiene un punto de inflexion en (-1, =5) y otro en (1, =5).

o) y = (x—2)* Dominio =R
100 = 4Cx —2)3; f7(x) = 12(x — 2)?
[ =0 — x=2

S"(x) >0 para x#2

Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.

dy = xe*. Dominio =R

S =e"+txe¥=0+xe"; ["x)=e*+ (1 +x)eX¥=Q2+x)e"

S =0 — x=-2 (e*#0 paratodo x)
Signo de f"'(x):

N
A

La funcion: es convexa en (—oo, —2).

es concava en (=2, +o0),

tiene un punto de inflexion en (—2, —i).

o2

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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= Z_x . . _
ey= < 1 Dominio = R — (-1}
fop - AGFrD-Q-n  x-1-2+x 3
(x+ 1)? o+ 1)2 ot 12
6
) = —2
S (x+1)3

["(x) #0 para todo x.
Signo de f""(x):

JI<0 [0
Y

La funcién: es convexa en (—co, —1).

es concava en (=1, +o0),

no tiene puntos de inflexion.

) y=In(x+ 1. Dominio = (-1, +eo)

1
S0 = x+1

11 — -1
S0 YeveT

S"(x) <0 para x € (=1, +o0)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +co).

Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de
inflexion en el punto de abscisa x = 1:

ay=1+((x-1)

b)y=2 +(x—1)4

Qy=3-(x-1°

dDy=-3+2x-1)

a) ¢ Maximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
S0 =3x-1D* - 3x-1D*=0 - x=1, D=1
Estudiamos el signo de la derivada:

j‘/>0 I f/>0

/i/

La funcién crece a la izquierda y a la derecha de x = 1.

No hay ni un maximo ni un minimo.

23
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e Puntos de inflexion: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
S =6(x-1 - 6x-1D=0 - x=1, D=1
Estudiamos el signo de f"(x):

f// <0 I j‘// >0

N\

Es convexa a la izquierda de x =1 y concava a su derecha.

Hay un punto de inflexion en (1, 1).

b) ¢ Miaximos y minimos: buscamos los puntos en los que f'(x) = 0.
S =4x-10 - 4x-13=0 - x=1, (D=2
Estudiamos el signo de la derivada:

f/<0 , j‘/>0

\i/

La funcion decrece a la izquierda de x =1 vy crece a su derecha.

Hay un minimo en (1, 2).
e Podemos comprobar que no hay puntos de inflexion con el signo de f"(x):
S0 = 12(x = 1)*> — f"(x) 20 para cualquier x.
La funcion es céncava en todo su dominio.
¢) ® Maximos y minimos: buscamos los puntos en los que f’(x) = 0.
S0 =-6(x-11 = —6(x-1°=0 = x=1, A1=3
Estudiamos el signo de la derivada:

f/>0 , f/<0

/ ' \

La funcion crece a la izquierda de x =1 y decrece a su derecha.

Hay un maximo en (1, 3).
e Como f"(x) =-30(x — 1)* <0, la funcién es convexa en todo su dominio.
d) ¢ Maximos y minimos: buscamos los puntos en los que f’(x) = 0.
i) =10x-D* - 10x-D*=0 - x=1, f(1)=-3

Como f'(x) = 10(x — D* >0, la funcién es creciente en todo su dominio.
No hay maximos ni minimos.

e Estudiamos el signo de f"(x) = 40(x — 1)3
f// < 0 . f” > o

Y

La funcion es convexa a la izquierda de x =1 y concava a su derecha.

Hay un punto de inflexion en (1, =3).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Problemas de optimizacion
Determina dos niumeros reales positivos sabiendo que su suma es 10 y que
el producto de sus cuadrados es maximo.
Llamamos x e ) a los nimeros que buscamos.
x+y=10 - y=10-x
Producto de sus cuadrados:
P=x% p2=x% (10 -x?%=x2(100 + x% - 20x) = x% — 20x3 + 100x2, con
0 <x < 10.
Tenemos que maximizar la funcion:
P=x*-20x3 +100x2, 0<x<10
P'(x) = 4x3 — 60x2 + 200x; 4x3 — 60x2 + 200x =0 —

x =0 no vale, pues 0 <x<10

- 4x(x2—15x+50)=0<x=5 - y=10-5=5

x =10 no vale, pues 0<x <10

(JIO) = 0; f(10) = 0; f(5) =625; y [ es continua. Luego en x =5 estd el maximo).

Los dos nimeros son el 5. El producto de sus cuadrados es 625.

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cudl debe ser el radio de la base?

hZ+R?=100 — R?=100-h?
Volumen = %nth = %n(lOO —h?®h = %n(lOOh —h¥

Tenemos que maximizar la funcion volumen:

S = %nuooh —h3

Fi(h) = %ﬂ:(loo —3h?)

F() =0 = 100-3h2=0 — h=i'\,%

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

(f’(h) >0 alaizquierda de h = % y /() <0 aladerechade h= '\’%

Luegoen h = '\'% hay un rnéximo).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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26

Por tanto, el radio de la base sera:

R2=100—h2=100—%=% - R=\[%

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea

8 dm3. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior

sea minima.

8 .

22 5 y
32

Superficie = 4xy + 2x% = 4x% +2x% = 22+ 2x2 JE AR
X X ‘

Volumen = x>y =8 dm> — y=

Tenemos que hallar el minimo de la funcion superficie: - X
f) = 3x—2 22 o 10 = —5—22 + 4 = —‘52;24’“5
Sl =0 — 32+4x3=0 — x3=8 - x=2 — yp=2
(En x =2 hay un minimo, pues f/(x) <0 para x<2 y f/(x) >0 para x> 2).
Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.
Entre todos los tridngulos isésceles de perimetro
30 cm, ¢cudl es el de area maxima?
@ Llama 2b a la base del tridngulo.
Llamemos 2b a la base:
Perimetro =2x+2b=30 — x+b=15 = b=15-x

Altura = h = Va2 — b2 =Vx2 = (15 — 202 = V30x — 225

b-h

= (15 — 20)V30x — 225 = V(15 — 2)2(30x — 225) =

Area =

= V3043 — 112552 + 13500x — 50625

Tenemos que maximizar la funcion area:

F(0) = 30x3 — 112542 + 13500x — 50625

90x2 — 2250x + 13500
2\30203 — 112542 + 13500x — 50625

S =

S0 =0 —  90x?—2250x + 13500 = 0
90(x? — 25x + 150) = 0

L 252625600 _ 2525 _

2 2

25+5 x =15 (no vale)
2 <x=10—>b=15—10=5—>2b=10

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas



s14

15

UNIDAD |10

(x =15 no vale, pues quedaria b =0, al ser perimetro = 30)

(f"(x) >0 alaizquierda de x=10 y f'(x) <0 ala derecha de x=10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).
Luego, el tridngulo de drea maxima es el equilatero de lado 10 cm, cuya area es

25V3 = 43,3 cm?.

Se desea construir un depdsito de laton con forma de cilindro de area total
54 cm?. Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el
volumen sea maximo.

@ A, =21Rh + 2nR?% V=nR’h

Area total = 2nrh + 2wr? = 54 cm?

h= 54 — ZTCT"Z
2nr

=127 —=mr?) = 27r— o

o2
Volumen = nr?h = wr? - 54 -2t
2Tr

Tenemos que maximizar la funcion V() = 27r — mr:
VI(r) = 27 — 3nr?

Viin=0 — 27-3mri=0 — ri=2L-=

27 _ 9 3
3T T

(En r= 3 hay un minimo, pues V'(r) <0 a la izquierda de este valory V'(») >0

Vn

a su derecha).

3 6

Para r= == — h = ——, dimensiones del cilindro de volumen maximo.

Vn Vn’

Halla la base y la altura de una cartulina i g
rectangular de perimetro 60 cm que, al )

dar la vuelta completa alrededor de un | - !
lado vertical, genere un cilindro de volu-

men maximo.

[

Tenemos que maximizar la funcion:
V() = n(30y? - %)
V'(p) = 60y — 3y%)

Perimetro cartulina = 2x+ 2y =60 — x+y=30 —

- x=30-y

Volumen = ny*x = ny*(30 — y) = ©(30y% - y3)

=0 (no vale)

Vi) =60y -3y°=0 — 3y(20—y)=0<y=20 — x=10

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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(En y =20 hay un maximo, pues
V'(») <0 a su derecha).

V'(») > 0 a la izquierda de este valor y

Los lados de la cartulina medirin 20 cm y 10 cm.

Pagina 305

Regla de L'Hopital

s16 | Calcula, utilizando la regla de L’Hopital, los siguientes limites, que son del

. 0
t —:
lpo(o)

. sen x
c) lim ————
x—>0l1l—cosx

_arclg x —x
e) lim arcgxX—x
x>0 X—Senx

@ lim In(cos 3x)
x—>0 x2
2
D) lim 1—-cos“(2x)
x>0 3x2

K) lim 1—cos x
x—>0 eX-1

3
b) lim e+ x7)

x—>0

X _ X
d) lim a*—b*
x—0 X

_ eX — esenx
) im ——
x>0 1—cos x

h) tim AL X

x—0 4\/x3

x—senx)

j) lim
x sen x

x— 0

D tim 8x-8
x— /2 sec x + 10

3 2
VR A S ' _ 3 __3
x> -1x*-3x-4 x—o-12x-3 -5 5
X 3 2
b) lim n(e*+x°) _ Ii &+ 3x 1
x—0 X x—=0 e+ x3
O lim Senx_ _ .. COSX
x—0 1—cosx x— 0 Senx
Hallamos los limites laterales:
im COSX - o lim cosx _ ..
X — 0 sen x X — 0 Sen x
X _ X X _ X
& tfim LU gy, @ a=bTinb = 4
x—0 X x— 0 1 b
1y —2x 0x* — 2
_ 2 232 2y3
e) lim arcgx—x _ lim Arxr lim A+ X7 lim A+ x)° =2
X0 X—senx x>0 1—cosx x—=0 Senx x—0 COSX

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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£ Iim oX _ psenx = iim X — eSenx . ~og x _
x—0 1 —cosx X =0 sen x
- iim e'— e ¥ cos’x + e ¥ senx _
x—0 CcoS X
—3 sen 3x
9 fim Inleos30 _ oy, cos3x o BlREX
x—0 x2 x—0 2x x—0 2x
= lim 90+ P30 9
x—0 2 2
1
 mQ+x _ o 1+x o 43x
b lim ———== lim = lim ——— =
x—=0 Va3 x—=0 3 x—0 30 +x)
4
4Vx
D m L= cos? (2x) _ lim 2.€08 (2x) sen (2x) - 2 _ lim 2.5en 4x
x— 0 3x2 x>0 06x x>0 Ox
_ . sendx _ . 4cosdx _ 4
= lim ——— = lim ——— = —
x—0 X x—0 3 3
D lim x—senx | _ o, 1—cosx - im sen x -0
x— 0\ Xsenx X—>0 SCNX+XCOSX  x—5 (0 COSX+ COSX—XSenx
K Iim 1—-cosx _ lim Senx_ _
x—=0 e*-1 x—>0 e¥
1
lgx—8 2
D lim _ErXTE lim <2 = L
xo w2 secx+10  x o senx x— /2 senx
cos? x

Coeficientes de una funcién

Dada la funcién y = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calcula los valoresde a y b
sabiendo que la funcion tiene dos puntos de inflexion, unoen x =1 y otro
en x=1/2.

[0 = dax3 + 9bx? — 6x—a
S0 = 12ax? + 18bx — 6

" =0 > 12a+18h-6=0 2a+3b-1=0
S 2)=0 — 3a+9b—-6=0 a+3b-2=0

Restando las igualdades: a+1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 2.* ecuacion: 3b-3=0 — b=1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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s18 |Sea f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) =0, £'(0) = 2
y tiene dos extremos relativos para x=1y x=2. Halla a, b, c y d.

f(x0) = ax3+ bx?+cx+d

f1(x) = 3ax? + 2bx + ¢

fH=0 — a+b+c+d=0| a+b+d=-2| a

1
3
f=2 - c=2 c=2 b _2—3
(=0 — 3a+2b+c=0 3a + 2b=-2 c=2

(=0 = 12a+4b+c=0| Ga+2b=-1 d=i§

Ast: f(x) = %xS—%xz + Zx—%; Sl =x*=3x+2=(x-1 (x-2)

19 |De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x +y=0. Halla a y b.

S0 = ax3 + bx;  f'(x)=3ax*+b

JO=1 = a+b=1 } a=-2

= 23
f(HD=-3 — 3a+b=-3]| b=3 } S0 = =2x° + 3x

520 |La curva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexiéon en (2, 1). Calcula a, b y c.

y=x3+ax’>+bx+c

S0 = 3x% + 2ax + b

["(x) = 6x + 2a
fD=0 - —1+a-b+c=0 a-b+c=1 a=-6
=1 — 8+4da+2b+c=1\ da+2b+c=-7 b=1—30
f"2)=0 —> 12+2a=0 a=-6 c=33—1

21 |Lafuncion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1)=0 y que f
no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a, b y c.

@ Sies f'(1) =0 y no bay extremo relativo, tiene que baber una inflexion en x = 1.
() =x3 +ax?+bx+c

JS'C0) = 3x% + 2ax + b

["(x) = 6x + 2a

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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=1 - 1l+a+b+c=1 a=-3
S =0 — 3+2a+b=0 b=3 S0 = a3 — 3x? + 3x
S =0 - 6+2a=0 c=0

Sea f(x)=x3+ax?+bx+5. Halla a y b para que lacurva y = f(x) ten-
gaen x =1 un punto de inflexiéon con tangente horizontal.

Si la curva tiene un punto de inflexiéon en x =1, debe ser f"(1) = 0.

[0 =3x2+2ax+b — [(x)=6x+2a — [M(1)=6-1+2a = 6+2a=0
Sien x =1 latangente es horizontal, su pendiente serd 0; y, por tanto, f'(1) = 0.
[ =3-1>+2a-1+b=3+2a+b=0

6+2a=0 > a=-3

Resolvemos:
{3+2a+b=0 = b=-3-2(-3)=3

La curva serd f(x) = x3 — 3x2 + 3x + 5.

PARA RESOLVER

Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 1 en el punto
x

1
3,3-

Comprueba que el segmento de esa recta comprendido entre los ejes de
coordenadas esta dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia.

-1 . -1
==L )=
S'(x - J 5

e Ecuacion de la recta tangente en (3, %)

1 1
=5 --W0=-3
Y73
e Puntos de corte de la recta tangente con los ejes coordenados:
x=0 — y=% — Punto (O,%)

y=0 — x=6 — Punto (6, 0)

S R |

dist [(3 %) . 0)] _(6_3)2+ (0 _ %)2 - @

V82
3

W

La distancia es la misma.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Dada la parabola y = 3x2%, encuentra un punto en el que la recta tangente a
la curva en dicho punto sea paralela a la cuerda que une los puntos (0, 0) y
(4, 48).

e La cuerda que une los puntos (0, 0) y (4, 48) tiene pendiente:

=48=

— =12
"=

e Buscamos un punto de la funcién y = 3x? en el que la derivada valga 12:
o) = 6x
[ =12 — 6x=12 — x=2

e El punto es (2, 12).

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x%2 - 10 en su
punto de inflexion.

e Hallamos su punto de inflexion:

100 = 12x% — 4x; f1(x) = 24x— 4

Fr0 = 24x—4=0 — x=%
freo o Lo
: Hay un punto de inflexion en (—, ——).
1 6 27

e Pendiente de la recta tangente en ese punto: f’(l) = —%

6

e Ecuacion de la recta tangente:

Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y los minimos de la fun-
cion dada por y = |x? + 2x—3|

Definimos la funcion por intervalos. Para ello, calculamos los puntos donde f(x) = 0:

_—21\/4+12=—2J_r4 <x=
x==3

2+2x-3=0 — «x-=
X X — 3 X 2 >

X2 +2x—-3 si x<-3
Jo)=7—x*-2x+3 si 3<x<1

x*+2x-3 si x>1
Hallamos la derivada de f:

2x + 2 si x<-3
flo)=9-2x-2 si 3<x<1

2x + 2 si x>1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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En x=-3 no es derivable, pues [f'(-37) = -4 # [/(=3%) = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(17) = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:
2x+2=0 = x=-1
Pero f'(x) =2x+ 2 para x<-3 y x>1.
2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para -3<x<1

Por tanto, f'(x) se anulaen x=-1 — f(-1) = 4.

e Signo de la derivada:

SIS0 0 <0 130

\:3/:1\i/

e La funcién: es creciente en (=3, —1) U (1, +o0).

es decreciente en (—eo, —3) U (-1, D).
tiene un maximo en (=1, 4).
tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0). Son los puntos don-
de f no es derivable.
Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la

funcion y =|x2—4|.

x2—4 si x<=2

SO =y-x?+4 si 2<x<2

x2—4 s x>2

2x st x<-2
fix) =9-2x si 2<x<2
2x st x> 2
En x =-2 no es derivable, pues [/(-27) = -4 # f'(-2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f'(27) = -4 # f'(2") = 4.
e La derivada se anula en x = 0.
e Signo de la derivada:
A Y Y
\ -2 / 0 \ 2 /

e La funcion tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto  ( /lim  f(x) = [lim f(x) = +eo).
X — +oo X —> —o°

e Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mi-
nimo también es absoluto, puesto que f(x) =20 para todo .x.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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X

Halla el valor de ¢ de modo que la funcion y = tenga un inico

x2+c
extremo relativo. ¢Se trata de un maximo, de un minimo o de un punto de
inflexion?

£ = eX(x? + o) —e¥ - 2x _ e¥t+c—2x)

" (x? + ) (x? + 0)?

[0 =0 — x*-2x+c=0 — x=#
Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 — c=1
En este caso seria:

eX(x + 1)?
(x? +1)?

- e . / =
y T S0

x?+
=0 — x=1
S0 >0 si x#1 — f(x) escreciente si x # 1.

Hay un punto de inflexién en x = 1.

La curva y = x3 + ax? + Bx + y corta al eje de abscisas en x =1 y tiene un
punto de inflexion en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan
recta tangente paralela al eje OX.

Fo) =x3+ox? +Px+y f(x) =3x2+ 200 + B; (X)) = 6x + 20

JW=0 — 1+oa+B+y=0 o=-9
fB3=2 — 27+9%+3B+y=2; PB=24
f"3)=0 — 18+200=0 v=-16

Ast: f(x) = x3 = 9x? + 24x— 16; f'(x) = 3x? — 18x + 24

e Puntos con tangente horizontal:

=0 —> x=

18+ V324288 _ 18+V36 _ 186 <x=4
6 6 6 x=2

e Los puntos son (4, 0) y (2, 4.

Halla los puntos de la curva y = 3x2 - 5x + 12 en los que la recta tangente
a ella pase por el origen de coordenadas. Escribe las ecuaciones de dichas
tangentes.

& Mira el ejercicio resuelto 1.
py=3x2-5x+12; [/(x)=06x-5
e La recta tangente en un punto (a, f(a)) es:
y=f(a)+ f'(@)(x—- a); es decir:
y=3a*>-5a+ 12+ (6a—-5) (x—a)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Para que pase por el origen de coordenadas, ha de ser:
0=3a*-5a+ 12+ (6a->5) - (-a)
0=3a?— 54+ 12 — 6a> + 4

a=-2
2 _ 2 _
a*=12 — a*=4
3 <6l=2

Hay dos puntos: (=2, 34) y (2, 14)

e Recta tangente en (-2, 34): ['(=2) = -17
y=3-17x+2) — y=-17x

e Recta tangente en (2, 14): f'(2) =7
y=14+7x-2) — y=7x

31 |Halla los puntos de la curva y = % x? + 4x —4 en los que la recta tangente

a esta pase por el punto (0, —8).

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos.
La ecuacion de la tangente en (a, f(a)) es y = f(a) + f(a)(x - ).

Como fla) = %az +4a—-4 vy fa)= %a + 4, queda:

y=%a2+4a—4+(%a+4)(x—a)

Si la recta tangente pasa por (0, —8):

—8=%d2+46l—4+(%6l+4)(—ﬂ)

—8=%a2+4ﬁ—4—%a2—4ﬁ

. -4
—4=—Za2 - -16=-a’ — a2=16<a=4

e Hay dos puntos: (=4, -16) y (4, 16)

e Recta tangente en (-4, —=16): f/(-=4) = 2
=-16+2(x+4 — py=2x-8

e Recta tangente en (4, 16): f'(4) =6

y=16+06(x+4 — yp=06x-8

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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32 |Halla el angulo que forman las rectas tangentes a las funciones f(x) y g(x)
en el punto de abscisa 2:

Sf(x) =2x — x? g(x)=x?-—x-2
m; —m,
@ Recuerda que el dngulo de dos rectas se puede calcular asi: tg o. = Trm m.b
donde m; y m, son las pendientes de las rectas. 1772

e La pendiente de la recta tangente a f(x) en x =2 es:
flo=2-2x — fl(2)=-=2

e La pendiente de la recta tangente a g(x) en x =2 es:
g'w=2x-1 — g'@=3

e El dngulo que forman las dos rectas sera:

—|=2=3] . - 450
g o ‘1—6‘ 1 - a=45

2 2
s33 |El punto P(x,y) recorre la elipse de ecuacion: > + Y~ =1

9

Deduce las posiciones del punto P para las que su distancia al punto (0, 0)
es maxima y también aquellas para las que su distancia es minima.

La distancia de P a (0, 0) es:
D = x?+y?

3
o —— 3 Como P es un punto de la elipse:
2 2 2
K/ X_+y_=1 —>y2=9(1_x_)
= 25 9 25

Asi, la distancia es:

2 6x2 + 225  \16x2 + 225
D - 249 1_x_ =\/1 =
(0 =\ ¥ ( zs) 25 5

El dominio de la funcioén es el intervalo [-5, 5].

o (X, »

Hallamos el maximo y el minimo de D(x):
32x
10V 16x% + 225

D'(x)=0 — x=0

D'(x) =

(En x = 0 hay un minimo relativo, pues D’(x) < 0 para x <0 y D'(x) >0
para x> 0).

Veamos el valor de D(x) en x =0 y en los extremos del intervalo [-5, 5]:
D(0) =3; D(5) =D5) =5

Por tanto, las posiciones de P que nos dan la distancia maxima son P(5, 0) y
P(—5, 0); vy las que nos dan la distancia minima son P(0, 3) y P(0, -3).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
area lateral es 50 cm?. ;Cual debe ser el radio del cilindro para que su volu-
men sea el mayor posible?

@ Busca el mdximo absoluto en los extremos del intervalo de definicion.

50
21r

p . _ _ 5 _
M Area lateral cilindro = 2nrh =50 cm* — h
El volumen del cilindro es:

b V=mr’h = -

=25r — V() =25r
21r

Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos
que el dominio de V(») es el intervalo (0, 5].

R0

0

0em Tenemos que maximizar V() = 257, con re€ (0, 5.

Como V() es una funcion creciente, su maximo se alcanza en r = 5.

Dada la funcién f:[1, e] - IR definida por f(x) = i + In x, determina

cudles de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar
el maximo de:

f’(x)=_—1+%, xe (1,6
X

Calculamos la derivada de [f'(x); es decir, f"(x):

=0 — 2-x=0 - x=2 €[l

(En x =2 hay un maximo relativo de f’(x), pues [f"(x) >0 a la izquierda de
ese valory f"(x) <0 a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:

S@=L=025 =0 flo=<=1=023
i o2

Por tanto, la recta tangente con pendiente maxima es la recta tangente en x = 2.
La hallamos:

1

_ 1 L) = L
f(2)—2+ln2, f1(2) y

La recta es: ) = % +In2+ %(x— 2)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Entre todos los triangulos inscritos en una semicircunferencia de 10 cm de
diametro, ;cual es el de area maxima?

La base mide 10 cm. El area es:

Area = % ~5h: he (0,5,

, El de area maxima serd el que tenga la maxima
10 cm altura; es decir, h =5 cm. Su drea es 25 cm?2.

El valor, en millones de euros, de una empresa en funciéon del tiempo ¢
viene dado por f() =9 —(t—2)? 0<1t<4,5. Deduce en qué valor de ¢ al-
canzo6 su maximo valor y en qué valor de ¢ alcanzoé su valor minimo.

Derivamos la funcion f(¢): f'(1) = -2(t - 2)
Los puntos criticos son: f'(1) =0 — 20-2)=0 — -2=0 — =2
La funcién f tiene un punto critico en (2, 9).

S = -2

S =-2<0 — (2,9 esun maximo.

Ademas, como la funcién es una parabola con las ramas hacia abajo, el minimo se
alcanzara en uno de los extremos del intervalo:

S =5
f45 =275 — (4,5 2,75 es un minimo.
Por tanto, el maximo se alcanza para ¢ =2 y el minimo para = 4,5.
En un tridngulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se

inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del
triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A, del rectangulo en funcion de la longitud de su base,
x, y di cual es el dominio de la funcion.

b) Halla el valor maximo de esa funcion.

_ _
a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB =10 cm E _ 1%,
DE  EC
D Como: AB =10 cm DE =y
) BC=6cm BC=122%
2
Lla 7 ¢ lenemos que:
N
% 0 __ 6 0 12
D 12 cm ” y 12 —x y  12-x
2
10012 - = 12y — y-= 10(1122—90 - 5(126—x) _ 608596

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Por tanto, el area del rectingulo es:

(60 —5x) _ 60x — 5x* _ 60x — 5x2
C C - A —c

A=x-y=x-

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)

b) Hallamos el maximo de A(x):

Ay = 00 —610x

A =0 - 60-10x=0 — x=6 — p=5
(En x =6 hay un maximo, pues A'(x) >0 para x<06 y A'(x) <0 para x> 0).

El miximo de la funcion A(x) se alcanza en x = 6, que corresponde al
rectingulo de base 6 cm y altura 5 cm. En este caso, el 4rea es de 30 cm? (que
es el drea maxima).

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada
y capacidad 80 cm3. Para la tapa y la superficie lateral, usamos un determi-
nado material, pero para la base, debemos emplear un material un 50% mas
caro. Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor
posible.

80

Volumen = x*y =80 cm®> — y= 5

X

Para la tapa y el lateral — 2z €/cm?

Para la base — 1,5z €/cm?

...............

El precio total sera:

P=2z(x?+ 4xp) + 1,52(x?) = Z(xz + 4x - 8—(2)) +1,5x%z =

X

= z(x2 + @) +1,5x%2 = z(xz + 320, 1,5x2) = z(Z,sz + @)
x x X

Tenemos que minimizar la funcion que nos da el precio:
P(x) = 2(2,5x2 + ﬁ)
X
P = 25— 20| = 2 5x7 =320
x? x?
Px)=0 — 5x3-320=0 — x3=64 — x=4 — y=5

(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 cm de altura.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Un triangulo isosceles tiene el lado desigual de 12 m y la altura relativa a ese
lado de 5 m.

Encuentra un punto P sobre la altura tal que la suma de distancias de P a
los tres vértices sea minima.

altura = 5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:
§=2d, +d,
Pero: dy=\Nx*+36 y d,=5-x
Por tanto:

S(x) =2Vx? +36 +5-x
Tenemos que minimizar la funcion S(x):

2x 2x —\Nx? + 36

S =2 —— 1 =

2Nx2 + 36 - Va2 + 36

S) =0 - 2x—-Vx?2+36 =0 — 2x=7Vx2+36
4x2=x2+36 — 3x2=36 — x2=12 — x=+V12=2V3

(consideramos solo la raiz positiva, pues x = 0).

(En x=2V3 hay un minimo, pues S§'(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2V3 m de la base, situado sobre la
altura.

Con una liamina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

«—10 dm ——

X 10 — 2x

El volumen de la caja es:

Vix) = x(10 = 2x)%, x € (0, 5)

Tenemos que maximizar esta funcion:
V(x) = x(10 — 2x0)? = x(100 + 4x? — 40x) = 4x3 — 40x% + 100x

V(x) = 12x2% — 80x + 100 = 4(3x2 — 20x + 25)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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V(x)=0 — x

_ 20 + V400 = 300 _ 20 + V100 _ 20 # 10 — x =5 (novale)
6 6 6 x=5/3

(En x = 5/3 hay un maximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este
valor y es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.
Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un

cable que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de
estos.

¢Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del cable
sea minima?

K 18 m
12m
X . 30 —x
30 m
La longitud total del cable es:

LG = Va2 + 122 + V(30 — )% + 182; es decir:
L(x) = Vx? + 144 + Vx? — 60x + 1224
100 = 2x N 2x — 60 x . x =30

oVx? + 144 2Vx? —60x + 1224 NaZ + 144 Va2 — 60x + 1224

xNxZ — 60x + 1224 + (x — 30)Vx? + 144
V2 + 144) (62 — 60x + 1224)

L'(x) =0 — xVx2—060x+ 1224 + (x—30)Vx2 + 144 =0
xVxZ = 60x + 1224 = —(x — 30)Vx? + 144
x2(x? = 60x + 1224) = (x — 3002 (x? + 144)
Xt — 603 + 1224x2 = (x% — 60x + 900) (x? + 144)

xt = 60x3 + 1224x2 = xt + 144x2 — 60x3 — 8640x + 900x2 + 129600
180x2 + 8640x — 129600 = 0
x2+48x—-720=0

x=—48¢\/m _ —48+V5184 _ 48+ 72 <X=12
2 2 2 =—-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del

poste de 18 m).
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De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la

forma: 2 4,2

y=2+mkx-1

Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta:

eConeleje ¥ - x=0 — py=2-m — Punto (0,2-m)

2 2
e Coneleje X » y=0 — x=1-— — Punto 1——,0)
m m
El drea del tridngulo es:
1 2 1 4 1 4
A(m) =—(1 ——)(2—m) =—(2—m——+ 2 =—(4—m——)
2 m 2 m 2 m
Hallamos el minimo de la funcién:
At = 31+ Lo
S 2m?

=2 ,l)
Am) =0 — —m2+4=0<m (no vale

m= -2

(m =2 no vale, pues no formara un triangulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).

(En m = -2 hay un minimo, pues A’(m) < 0 a la izquierda de ese valor y
A'Gm) > 0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:

y=2-2(x-1); esdecir: y=-2x+4

Calcula los siguientes limites:

a) lim cosxm(igx) b) lim (cos x + sen x)V*
x = (m/2)” x—0
o) lim (&g x)°s> d) lim (e* + x3)Vx
x — (@/2) x—0
e lim (1+ x)V~ £) tim x| 1%
X — +oo X —> +oo
1g x
g) lim (1 — sen 2x)°°/83% h) lim l)
x—0 x>0\ X

a) lim cosxin(gx) = (0) - (+e0). Es una indeterminacion del tipo O - eo.
x — (n/2)”

oo
La expresamos en forma de cociente para transformarla en — y poder aplicar
la regla de L’'Hopital: °

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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1+ g% x
+o0\ (1 B 19 x
lim  cosxIn(igx) = lim In(igx) _(*) O lim L
x — (/2" x — (/2 1 +oo x— @2~  Senx
cos x cos? x

Jim 1+1g%x _ PR x(1 +1g% x) _

x — (/2)" tgz X x — (m/2)” 8= x
CcOS X
= lim cosx|—5—+1=0-1=0
x = (m/2) 8= x

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

b) lim (cos x + sen x)*. Es una indeterminacion del tipo 1*. Tomamos logarit-

x=0 mos para transformarlo en cociente:

B @ . In(cosx+senx) 2 . —senx+cosx
lim In (cos x + sen x)V*¥'= lim = lim ———— =1
x50 x>0 x x—0 COSX+senx

Por tanto:  lim (cos x + sen x)V¥ = ¢
x—0

(1) Aplicamos el logaritmo de una potencia.
(2) Aplicamos la regla de L'Hopital.

o  lim (g x)°*. Es una indeterminacién del tipo (+)?. Tomamos logarit-

%= @2y mos para transformarlo en cociente:
_ o5 D _ @
lim  In(gx)*~*= Ilim cosx-In(gx) =20 (*) (ver apartado a))
x — (n/2)" x — (n/2)”
Por tanto:  lim  (1g x)°** = ¢ = 1

x = (/2

(1) Aplicamos el logaritmo de una potencia.

d) lim (e*+ x3)V* Es una indeterminaciéon del tipo 1. Tomamos logaritmos

x=0 para transformarlo en cociente:

e+ xd) @ ¥+ 3’
lim In(e*+xHV* = lim ————=<= lim —— 3 -1
x—0 x—0 X x—0 e tXx

Por tanto: lim (eX + x)V¥ = ¢
x—0

(D Aplicamos la regla de L'Hopital.

e) lim (1 + x)Y* Esuna indeterminacién del tipo (+e0)°. Tomamos logaritmos

roe para transformalo en cociente:
In(1+x) @ 1
Iim In(+x)Y*= Ilim LASREN lim =0
X — +oo X = +oo X x>+ 1L +X

Por tanto:  lim (1 +x)V¥=¢0 =1
X = +oo

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.
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1+x . L .
. Es una indeterminacion del tipo e - 0.

) lim xIn

X —> +oo X
1 1\*
tim x| LX) =t xm|1+ | = w1+ = =
X = +oo X X — +oo X — +oo X
13('
=n| lim (1+—| |=ne=1
X —> +oo X

x—=0 x =0

—2 CoS 2x

lim In (1 — sen 2x)Y83% = [im

Por tanto: lim (1 — sen 2x)c08 3% = ¢=2/3
x—0

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

1 1gx
h) lim (— . Tomamos logaritmos:

x—0\X

, 1\~ _ 1 _
lim ln(;) = lim tgxln(;)= lim  [tg x (-In x)] =

x—=0 x—=0 x—=0

-1

2
_ —Inx X sen® x _ 2 sen x cos x

= lim ———— lim ———— = lim
x—0 COSX x—=0 — x—=0 X x—0 1

sen x Senz X

1 g x
Por tanto: lim (—) =eV=1
x—=0 \X

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

Calcula los siguientes limites:
1 1 )

a) lim
senx x

x—0

b) lim

x — /4

1 g x
cos2x 1-— (4x/n))

e 1 )
e¥*—e x-1

c) lim
x—1

a) lim

( 1 1) x—-senx _ . 1—cosx _
P L v = hm - - T =
x—=0 X

= [lim
sen x X0 Xsenx X 0 Sen X + X CoS X

lim Sen x -9
x>0 COSX+cosXx—xSenx 2

n (1 —sen 2x) 1) . 1—-sen 2 x
- mm —2 =
x—0 x=0 1g 3x x—0 (1+1g°3x%) 3 3

@) lim (1 - sen 2x)°°83% = [im (1 — sen 2x)1%8 3% Es una indeterminacion del ti-
po 1. Tomamos logaritmos:

-2

=0
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, 1 g x _ 1 — (4x/T0) — 1g X - cos 2x
b) I - = | =
k vymi\cos 2 T T—Ga/m ) T xS (cos 20(1 — (a/m)
—4/ﬂ—&22x+ 21gx - sen 2x
- lim cos* x _2-4/m
x — /4 =2 sen 2x(1 — (4x/T)) + cos 2x - (=4/T) )
Hallamos los limites laterales:
p P . 1 g x
lim  f(x) = —co, lim (x) = +0 [siendo f(x) = - .
P (n/4)—f PPN (n/4)+f J cos 2x 1 — (4x/T)
o lim e 1 \_ lim e-x—e—e+e _ e-x—e¥
xo>1le¥—e x-1 x—>1 (e¥—e)(x—1 x—>1@—-e)(x—1
= lim e-e” = lim —e” e
xol1e¥x-—D+E" -2 xo1e“(x—1) +e¥+eX 2e 2

Pagina 307

46

CUESTIONES TEORICAS

La grafica adjunta corresponde a la funcion derivada, f', de una funcion f.

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f y di si tiene maximo o
minimo.

b) Estudia la concavidad y convexidad de f. ;Tiene punto de inflexion?
a) Signo de la derivada:
S'<0 >0
' f=2=0

\—2 /

Por tanto, la funcién f es decreciente en (—eo, —2).

es creciente en (=2, +oo),

tiene un minimo en Xx = —2.

b) Como f'(x) es una recta con pendiente %, entonces [f"(x) = % > 0.

Por tanto, f es una funcién concava. No tiene puntos de inflexion.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Halla una funciéon f cuya grafica no sea una recta y en la que existan infi-
nitos puntos en los que la recta tangente a su grafica sea y = 1.

[(x) = cos x

Veamos que la recta tangente a f(x) en los puntos de la forma x = 2wk, con
ke Z, es y=1.

fQrk) = cos 2nk) =1
fix) =—senx — [f'Qnk) =-sen (2nk) =0
La recta tangente es:

y=1

Si la funcioén f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0 y f"(a)=0,
¢puede presentar f un maximo relativo en el punto a?

En caso afirmativo, pon un ejemplo.
Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

fGo) =-x* en x=0 estal que:

f/> 0 | f’< 0 f’(x) — —4963 f”(x) = —12962

/ 0 \ Por tanto: f(0) =0 y f"(0) =0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

Un polinomio de 3.°* grado ax3 + bx? + cx + d tiene un maximo relativo en
el punto x = p.

Ese maximo relativo, ;puede ser maximo absoluto de la funcién? Razénalo.
Un polinomio de tercer grado no tiene maximo absoluto.

Veamos por qué:

e Si f(x)=ax3+bx*+cx+d, con a>0, entonces:

lim  f(x) =+ — f(x) no tiene maximo absoluto.
X — +oo

e Si f(x)=ax3+bx*+cx+d, con a<0, entonces:
lim f(x) = +eo — f(x) no tiene maximo absoluto.

X —> —oo

a) Si es posible, dibuja la grafica de una funcién continua en el intervalo
[0, 4] que tenga, al menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un
minimo relativo en el punto (3, 4).

b) Si la funcién fuera polinémica, ¢cual ha de ser como minimo su grado?

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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a) Por ejemplo:

NG

!
b)Si f(x) es derivable, para que sea posible lo anterior, debe haber, al menos,
otro maximo y otro minimo.

Por tanto, la derivada se anularia, al menos, en cuatro puntos. Luego la funcion,
si fuera polinémica, tendria, al menos, grado 5.

¢Puede existir una funcion f definida en el intervalo I = [0, 5] continua en
todos los puntos de I, que tenga un maximo local en el punto x = 3, pero
que no sea derivable en x = 3?

Si. Por ejemplo:
e f(x) es continua en [0, 5].

Jx0) e f(x) no es derivable en x = 3, pues

S/ # f1(3D).

e f(x) tiene un maximo en Xx = 3.

Si y = f(x) es una funcion creciente en x = a, ¢se puede asegurar que
g(x) =—f(x) es decreciente en x = a?

S - fla) .

X —da

[(x) es creciente en x = a 0.

Como g(x) = —f(x), tenemos que:

8 —gl@ /) + fla@) _ _(f(x) - flw

<0 >
X—da X —a X—a

— g es decreciente en x = a.
Si f"(x) >0 paratodo x del dominio de f, ;qué podemos decir de la
grafica de f?

Serd una funcién concava.

De una funcién f sabemos que f'(a) =0, f"(a) =0 y f"'(a) =5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexiéon en x = a?

/ tiene un punto de inflexion en x = a.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Veamos por qué:

f"a)=5>0 — f" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que ["(x) <0 alaizquierdade a y f"(x) >0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexién en x = a.

Si f'(a) = 0, ¢cual de estas proposiciones es cierta?:
a) f tiene un maximo o un minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) f tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f(a) =0, solo podemos asegurar que [ tiene en X = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion ©).

Comprueba que f(x) = x3—18x, definida en el intervalo [0, 3V2 ], verifica

las hipétesis del teorema de Rolle y encuentra el valor c e (0, 3V2 ) para el
que f'(c) =0.

f(x) = x3 — 18x es derivable en todo IR; por tanto, es continua en [0, 3v2] y

derivable en (0, 3V2).

Ademas, f(0) = f(S\/E) = 0. Luego verifica las hipotesis del teorema de Rolle en
[0, 3v21.
Existe, pues, un ¢ € (0, 3V2) tal que f'(c) = 0.

=6 ¢ (0,3V2)
Lo calculamos: f'(x) =3x2-18=0 — x=+V6 < i= V6 e (0,3V2)

Por tanto, ¢ = V6.

Se tiene la funcion:

— si 2<x<-1
x
x

J(x) =

2—
> 5 si -1<x<0

Prueba que f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0]
y calcula el o los puntos en los que se cumple el teorema.

Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:

e Si x#-1 — f(x) es continua, pues estd formada por dos funciones continuas.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Si x=-1:

; = m (L)=-
lim  fQx) = lim (x) 1

x— -1" x— -1

lim  f(x) = lim
x— 17 x— -1

(x - 5) -1 ( J® escontinuaen x=-1

S =-1
Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].
Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:
e Si x#-1y xe(=2,0), [ esderivable. Su derivada es:
-1
S0 =19 x?

X si -1<x<0

si 2<x<-1

e En x=-1, tenemos que:
S =1 = f1(=1%)
Por tanto, f(x) es derivable en (=2, 0).

Su derivada es:

-1
f’(X) - xz

x si —-1<x<0

si 2<x<-1

Como f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe

FO —fD) _ =3/2-(1/2 _ 1

algun punto, ¢ € (-2, 0), tal que f'(co) = 0-(-2) 2 2

Calculamos c¢:

o [l(x)= =1 si 2<x<-1
. 2

. x=-2 e (=2,-1
== 5 x2=2
2 2 x=V2 e (2,-D

o fllx)=xsi -1<x<0

1
x=——¢€ (1,0
5 -1, 0

e Por tanto, hay dos soluciones:

1 —
cl=—E y cz=—\/2

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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¢Es posible calcular a, b, ¢ para que la funcion:
5x+1 si x<1
S = {ax2+bx+3 six>1
cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, c]?

El teorema de Rolle dice: Si f es una funcion continua en [0, ¢] y derivable en
0, o y fl0) = f(o), existe algiin punto x € (0, ¢) tal que f"(x) = 0.

Calculamos a y b para que f(x) sea continua y derivable.

e Continuidad:

—Si x#1 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.
—En x =1, tenemos que:

lim f(o) = lim (5x+1) =6 Para que sea continua, ha de ser

x— 1" x—1
Iim f(x)= lim (ax*+bx+3)=a+b+3; a+b+3=06; esdecir
x— 1" x—1
a+b=3
fD=a+b+3
e Derivabilidad:
5 si x<1

—Si #1 — derivable. Ademads: [’ =
ix f(x) es derivable emds: f'(x) {2ax+b si x> 1

—En x =1, tenemos que:

S A =5

. Para que sea derivable, ha de ser: 2a+b =5
fan=2a+b

e Con las dos condiciones obtenidas, hallamos @ y b para que f(x) sea conti-
nua y derivable:

a+b=23 b=3-a
2a+b=5 2a+3-a=5 — a=2 — b=1

e Con estos valores de a y b, queda:

S5x+1 si x<1 5 si x<1

f(x)={ fl(x)={4x+1 si x=>1

2x%2+x+3 si x2>1

f'x) >0 paratodo xe€ IR — f(x) es creciente — No existe ningin
valor de ¢ tal que f(0) = f(¢) puesto que:
SO =1
flo)=2c*+c+3

-1 +V1-16

— ¢ =—————— no tiene solucion.

4

}2c2+c+3=1 - 2c2+c+2=0 —>

No existe ningin ¢ tal que f(x) cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en
[0, cl.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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La funcion y = x3 - 5x% + 3x — 2, ;cumple las hipoétesis del teorema del va-
lor medio en el intervalo [0, 4]?

En caso afirmativo, di cual es el x;, que cumple la tesis.

J(x) = x3 — 5x? + 3x — 2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego
cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [0, 4].

Veamos en qué punto, o puntos, cumple la tesis:
S0 =3x%2 - 10x + 3

[BD-fO _ -6-(2) _ -6+2 _
4-0 4 4

flo=-1 — 3x>—10x+3=-1 — 3x?>—10x+4=0

10+V100-48 _ 1052 _10+2V13 _ 5+43

6 6 6 3
Hay dos puntos: x,, = S_T\/E y X = #

Calcula b para que f(x) = x3—4x + 3 cumpla las hipétesis del teorema de
Rolle en el intervalo [0, b].

¢Doénde cumple la tesis?

f(x) es continua y derivable en IR; por tanto, es continua en [0, b] y derivable
en (0, b), cualquiera que sea el valor de b.

Para que cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en [0, b], ha de tenerse que

J(0) = f(D).

S =3

3_4 = 3_4p =
f(b)=b3_4b+3} b’—4b+3=3 — b 0

b =0 (no vale)

b(b2—4) =0 < b=-2 (no vale)

b=2

(Como consideramos el intervalo [0, ], ha de ser b>0).
Por tanto, el teorema de Rolle se cumple en [0, 2].

Veamos donde cumple la tesis:

S =3x*-4=0 — x2=§ - x=i'\,%

h
o
—t
D
2.
2]
2]
¢}
[}
5
o
S
¢}
a
=}
(9

Il

A
m
n
<o
)
>~
D
w
Q.
a
(@}
3
Ryl
o

Il
Il
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La derivada de una funciéon f es positiva para todos los valores de la
variable.

¢Puede haber dos niumeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?
Razonalo.

No es posible, si la funcion es derivable (y nos dicen que lo es, pues f'(x) > 0
para todo x).

Lo probamos por reduccion al absurdo:

Supongamos que existen dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b).

f(x) es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el

que f'(c) = 0.

Esto contradice el que f'(x) >0 para todo x.

La funcion f(x) = |cos x| toma en los extremos del intervalo [0, 7] el valor 1.

¢Cumplira el teorema de Rolle?

cosx st 0<x< /2 )
S = : es continua en [0, ml.
—cosx si W2<x<m

Ademas, f(0) = f(v) = 1.

La derivada de f(x), si x# % es:

e —senx si 0<x<m/2
x) =
senx si W2<x<T
Como [’ %_) =—1 =/ % =1, f(x) no es derivable en x = % e (0, m.

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, ©); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.
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Calcula a y b para que:

S(x) = {

ax -3 si x<4
—x2+10x—-b si x>4
cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6].

¢Donde cumple la tesis?
El teorema del valor medio dice: si f es una funcion continua en [2, 6] y derivable

en (2, 6), existe algin punto ¢ € (2, 6) tal que f'(¢c) = %

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas



UNIDAD

¢ Continuidad:
—Si x#4 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.
—En x =4, tenemos que:

xlT4, Jo = xl @4 (ax—3) = 4a -3 Para que sea continua, ha de ser:

lim f(0) = lim (=x?>+ 10x—b) =24—b 4a—-3 =24 —b; es decir:
x—4

XA 4a+b=27
S =24-b

e Derivabilidad:

—Si x#4 — f(x) es derivable. Su derivada es:

0 = a si x<4
SOD=N 510 i asd
—FEn x=4:

fé)=a

} Para que sea derivable, ha de ser: a = 2

fi4hH =2
e Uniendo los dos resultados obtenidos:

4a+b=27} a=2

a=72 b=19

e Portanto, si a =2 y b =19, se cumplen las hipotesis del teorema del valor
medio en el intervalo [2, 6].

En este caso, quedaria:

2x—3 si x<4
—x*+10x-19 si x=4

) 2 si x<4
S0 = { S0 = {

2x+ 10 si x>4

e Veamos donde cumple la tesis:

fO©-f2 _5-1_4

—=1
6-2 4 4
9
2x+10=1 — =€ 2, 6)
. 9
La tesis se cumple en c=7

64 |Sea f(x)=1-x?/3. Prueba que f(1) = f(-1) = 0, pero que f'(x) no es nun-
ca cero en el intervalo [-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice
aparentemente el teorema de Rolle.

-2
3V
Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

S0 =

— No existe f(0)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tie-
ne que valer f(5) para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor
medio, podemos asegurar que existe ¢ € (0, 5) tal que:

(o) = LO =S
fo=£2=L

En este caso: f'(¢) = f(SS)—_OB = f(S)S_ 5.8 5 J(5) =43

Calcula a, b y c para que la funcion:

J(x) = {

x2+ax+b si x<2

cx+1 si x=>2

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4].

¢En qué punto se cumple la tesis?

¢ Continuidad:

—Si x#2 — f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

—En x =2, tenemos que:

lim f(x)= lim (x> +ax+b)=4+2a+b i
o 2 X — 2 Para que sea continua, ha de ser

i GO = Tim ( D=2c41 4+2a+b=2+1;
= +1) = +
x l—>m2+f * xl_>mz «* ‘ es decir: 2a +b—2c=-3

f2)=2c+1

e Derivabilidad:

—S8i x#2 — f(x) es derivable. Ademas:

() = 2x+a si x<2
[ = ¢ siox>2
—En x=2:
/27 =4
igzi +a} Para que sea derivable, ha de ser: 4 +a=c
12%) = ¢
e J(O)=b
=4c+1
S —dcw1 [T

e Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cum-
plirse que:
2a+b—2c=-3 a=-3
4+a=c b=5
b=4c+1 c=1
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En este caso, seria:

2x—3 si x<2

1 siox>2

S0 = {
y se cumplirian las hipdtesis del teorema de Rolle.

e Veamos donde se cumple la tesis:

F0)=0 = 2x-3=0 — x=%e(0,4)

3

Por tanto, la tesis se cumple en x = >

Enuncia el teorema de Rolle. ¢Es posible asegurar, utilizando dicho teorema,
que la funcion f(x) = sen(x?) + x? es tal que su derivada se anula en algin
punto del intervalo [-1, 1]? Justifica la respuesta.
e Teorema de Rolle:
Si f es una funcion continua en [a, bl y derivable en (a, b) con f(a) = f(b),
entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.
o Si f(x) = sen (x*) +x2, tenemos que:
—Es continua en IR; vy, por tanto, en [-1, 1].
—Es derivable en R, f'(x) = 2x cos (x?) + 2x; y, por tanto, en (1, 1).
—Ademas, f(-D =/f(1)=(sen D + 1.
Luego, cumple las hipdtesis del teorema de Rolle.

Por tanto, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 1) tal que [f'(¢) = 0.

PARA PROFUNDIZAR

Dado r >0, prueba que entre todos los nimeros positivos x e y tales que
x2+y%=r, lasuma x+y es mixima cuando x =y.
Como x%+ p2=7r ynos dicen que y>0, entonces: y = Vr—x?

Asi, la suma es: S=x+y=x+ Vr—x?

Tenemos que maximizar la funcion S(x) = x + Vr— x?:

X Vr—x?—x

1— =

—2x _
2N 7 — x2 V- a2 Vi — a2

S =0 - Vr—x?=x - r-x’=x*! > r=2x? - x2=%

SCo =1+

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Como x>0 — x='\’%

(En x = \’% hay un maximo, pues S§(x) > 0 a la izquierda de ese valor y
S'(x) <0 a su derecha).

Hallamos y: y=m='\,r—% =4,%

. ' r
Por tanto, la suma es maxima cuando x =y = PR

b . .
Sea f(x)=ax+ S conay b numeros positivos. Demuestra que el valor

minimo de f en (0, +o°) es 2Vab.

o b _ax*-b
f(x)—a—;— 5

X
F=0 - axt-b=0 — x=i'\/%
S = 28
.X'S

f”('\ ,ﬁ) >0 — en x= \,ﬁ hay un minimo.
a a
b b ..
f- ” <0 —> en x=- ) hay un maximo.

Ademids, [im f(x) =+ y lim f(x) = +eo.
x— 0" X — oo

) ' b .
Luego, en x = |\[— se encuentra el minimo absoluto de f(x).
a

Este minimo vale:

b\_ oAb, b _alb  bNa _ . _
f(a)a T @%%2%

Es decir, el minimo de f(x) en (0, o) es 2Vab.

Calcula:

a) lim (el/x+ e2/x)x
x— 0"

b) lim (el/x + eZ/x)x
x— 0"
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a) lim (eV* + e?*¥ Tomamos logaritmos:
x— 0*

lim In (el/x + ez/x)x = lim xn (el/x + ez/x) - (O . +°°) =

x— 0" x— 0"
el/x . (—1/962) + eZ/x . (—Z/XZ)
- im In (eVx + g2/x) = iim el/x 4 o2/x _
x—= 0 1/x x— 0 ~1/x?
o gy 2P0 2 2,
x>0t e+ e Lot eV 1 ]

(© Dividimos numerador y denominador entre e?%).

lim (el/x + ez/x)x - ez
x— 0"

Por tanto:

b) lim (eV* + e¥*)*. Tomamos logaritmos:
x— 0~

lim In (el/x + eZ/x)x = Iim xn (el/x + eZ/x) = (0 —o0) =

(® Dividimos numerador y denominador entre el/%).

lim (VX + 2y = ol = ¢
x— 0~

Por tanto:

71

Calcul b T rifi lim =
alcula a y b para que se verifique Jim po—

2ax + b + sen x

o ax?+bx+1-—cosx [0\®

lim 5 =|—|= lim —————
x =0 sen x x =0 2X COS X

B 2ax + b + sen x

lim ——————>——=#0c0 salvoque b =0

x—0 2X COS X

Tomando b = 0:

(*) Aplicamos la regla de L'Hopital.

1 x2/2) +1 - cos x
As: a=—y b=0 — Ilim ( ) 3 =
2 x—0 sen x

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas

x— 0~ x— 07

B ) In (eV* + e2/X) B ; eV/x 4 2p2/x ® ) 1 + 2el/x

= Iim ——: = Iim —— = 1 -
x— 0" 1/x x— 0= eVX+ /¥ x— 0" 1+el™

ax?+bx+1-cos x L

10

-1
1

. ax*+1-cosx 0\ 2ax + sen x 0\ ®
lim 5 === tim —————=|—| =
x =0 sen x 0 x =0 2x cos x 0
— lim 2dx + cos X _ 2a+1 s
ro0 2lcosx?—2x2senx?  2(1- 0)
C NI
omo a+— = a=—
2 2
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72

Si de un disco metilico quitamos un
sector circular, podemos construir un ‘
vaso conico. Determina el sector cir- Q

cular que debemos quitar para que el
volumen del vaso sea maximo.

2RO

/ longitud = 360°

e Longitud de la circunferencia de la base del cono:

L=2nr= Znko - Ro
360 360

22
e Altura del cono: h = VRZ — 12 = A| R* - _Ro” R 129600 — o
129600 360

e Volumen del cono:

2 2
y=T,2p=T R R 59600 -2 = &
3 3602 360 3

R\ 1396000F — b
360) 1296000 — o

Vi = % (3}%)3\! 12960007 — of

e Hallamos o para que el volumen sea maximo:

V’(oc)=£( R )3_ 518400083 — 605

Vi) =0 — 51840003 — 60 =0

o=0
603(86400 — a?) = 0 < o = 293° 56' 20"
o = —293° 56' 20"

El maximo se alcanza en o = 293° 56' 20" (la derivada es positiva a su izquier-
da y negativa a su derecha, y estamos considerando x entre 0°y 360°).

Asi, el cono tendra radio r = RT\/E y altura h = RT\B
o 2mR3 -3
Su volumen seria -

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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73 |Las manecillas de un reloj miden 4 cm 'y 6 cm, y uniendo sus extremos se for-
ma un triangulo. Determina el instante entre las 12 h y las 12 h 30 min en el
que el area del triangulo es maxima.

@ ;Qué dngulo recorre la aguja boraria en t minutos? ;Y el minutero? ;Cudl es el
dngulo que forman entre las dos en t minutos?
. . P 3060
e La aguja horaria recorre un angulo de 360° en 12 horas; es decir, =—— = 0,5° en
; . o . . 720
1 minuto; o bien, 0,5¢° en ¢ minutos.

e El minutero recorre 360° en 1 hora; es decir, 6° en 1 minuto; o bien 67° en ¢
minutos.

e Al cabo de t minutos, las dos agujas formardn un angulo de o = 61° —0,5¢° = 5,5¢°.

e El drea del tridngulo sera:

¥ o

4-6-sen (551
2

Area = =12 sen (5,5t)

0

A(t) = 12 sen (5,51) m

e Hallamos el maximo de A(#), teniendo en cuenta que € (0, 30) (pues esta-
mos considerando entre las 12 h y las 12 h 30 min):

™)
A()=12-55-cos(55t) =0 — 55t=90 — t=—=106,30=

= 16 minutos y 22 segundos

) Si igualamos 5,5¢ a un dngulo mayor de 90°, obtenemos ¢> 30 min.

(En ¢ = 16,36 minutos hay un maximo, pues la derivada es positiva a su iz-
quierda y negativa a su derecha).

Por tanto, el tridngulo de drea maxima se forma a las 12 h 16 min 22 segundos.

® | &

74 | Comprueba que, en la funcion de proporcionalidad inversa f(x) =

SO - f(a)
b—a

, se
tiene que el punto ¢, que cumple f'(c) = , €s, precisamente,

la media geométricade a y b, c= Vab.

N —R
f(C)—?
kR ka — kb
S ~flw _ b a _ ab _ —kRb-—a) _ -k
b-a b-—a b-a ab(b-—a) gb

f’(c)=—f(b2:j;(a) > Rk e 5 c=Vab

(Suponemos k>0, a>0, b>0).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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75

En una circunferencia de radio r se traza la tangente en un punto cual-
quiera C y una cuerda AB paralela a dicha tangente. Obtenemos, asi, un
triangulo ABC cuya area queremos que sea la mayor posible. Demuestra

que, para ello, la distancia de C a la cuerda debe ser % del radio.

e La altura del tridngulo ha de ser mayor
que el radio, pues, si trazamos la cuerda
por A'B', podemos conseguir otro trian-
gulo con la misma base, AB, y mayoral- -----£f /i NELo
tura; y, asi, con mayor aread. !

a

- - - - =

~

Y.

e Expresamos el area del tridngulo en fun-
cion de x:

altura = x +r -
A N B
base = 2y base = 2\ 2 — x* v
- ase = r—-Xx
y= N2 — 22

20 DN (e Vo2

Area =

ACo) = (x+ N2 —x%; xe [0, r

e Obtenemos el valor de x para el que A(x) alcanza el maximo:
2

Al(x)=m+(x+r). —Z/X _r —xz—x(x+r) _

242 — a2 V2 — x2
_rt=xt-axtomx _ 2xP -+ P
V2 - x2 N

Ax) =0 — 2x2—rx+1r2=0

_ N2 +8rt _ reN9r? _ rt3r x = —r (no vale)
: —4 —4 4 = —2r/4 = /2

(Fn x="L hay un maximo, pues A'(x) >0 a la izquierda de este valory A'(x) <0

a su derecha).

e El maximo se alcanza en x =

o~

Por tanto, la distancia de C a la cuerda, que es la altura del tridngulo, es:

e Observacion:

Vamos a calcular la longitud de los lados del tridngulo:

2
AB = base = 2\Nr? — x? = 1/ 2_%27@

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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2 2 2

Por tanto, hemos obtenido que el tridngulo inscrito en una circunferencia que
nos da el area maxima es el tridngulo equilatero.

En una semicircunferencia de diametro
AB = 2r se traza una cuerda CD paralela c /\ D
a AB. ¢Cual debe ser la longitud de esa

cuerda para que el area del trapecio ABDC
sea maxima?

S

B

e Llamamos x a la mitad de la base CD;
es decir, a la mitad de la longitud de la
cuerda.

=2

b - - —m - e

e La altura del trapecio sera:

4 G 7 B h = Vr?—x?

e El area del trapecio es:

drea = TIZOD sy = ()

A = (r+x) NP —x2, xe (0,1
Esta funcion es la misma que obtuvimos en el ejercicio 75; por tanto, alcanza el
maximo en x = % (ver dicho ejercicio).
e Asi, la longitud de la cuerda es 2x = r; es decir, CD = r.
Observacion:

Si completamos la figura de forma simétrica,
obtenemos un hexdgono de drea maxima ins-
crito en una circunferencia. Veamos que se
trata de un hexagono regular:

cCD=r
h=1[,.2_x2=4\/r2_7_2_ ﬁ
4 4

Luego el lado del hexdgono es 7, igual al radio de la circunferencia.

Por tanto, el hexdgono inscrito en una circunferencia que nos da el drea mixima
es el hexdgono regular.
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77

En la figura del problema anterior, llamamos E al punto medio del arco CD
y dibujamos el pentagono ACEDB que ves a continuacion:

A B
a) Calcula la longitud de la cuerda CD para que el area del pentagono sea
maxima.
b) Calcula, también, el valor del area maxima del pentagono.

e Llamamos x a la mitad de la longitud
de la cuerda CD.

e El drea del pentigono es igual a la su-
ma de las dreas del trapecio CDBA 'y
del triangulo CDE:

B h=vZ_ax2
Area = (27+§x)-h + 2x~(;—h) =(r+x) Nrt—x?2 + x(r—Nr2—x?) =

=m + Nt — x? +xr—m =xr+ r\r2 —x? = rla+ V2 - x2]
AQo) = rlx+ V2 —x%], xe (0,1

a) Hallamos el maximo de A(x):

Ax) =r|1+

[ = D—CZxZ ]

ZV?’ —X
A =0 — Vrf-x2-x=0 — vVrf-x?=x
r? 7\5

- rP=2x? -5 x=4— =
2 2

(No consideramos la raiz negativa, pues x € (0, 7).

(En x = 7—22 hay un maximo, pues A'(x) >0 a la izquierda de este valor y
A'(x) <0 a su derecha).

e El maximo se alcanza en x = rTZ; es decir, la longitud de la cuerda para la

que obtenemos el drea maxima es CD = 2.
r , 7r? roor 5
N e P L et
\2 2 V2 2

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Observacion 1:

octogono regular:

Q

Observacion 2:

UNIDAD |10

Si completamos la figura anterior de forma simétrica, vemos que obtenemos un

sen o = o = 45°

72/2=£
r 2

es decir: EOD = 45°

Ademas:

AN N N
EOC =EOD — EOC =45°

N\ PN
DOB = 90° — EOD = 45°
PN PN
COA = 90° — EOC = 45°

y OA=0C=0E=0D=0B=r

Por tanto, se trata de un octégono regular.

Asi, hemos obtenido que el octdgono inscrito en una circunferencia que nos da el
drea maxima es el octégono regular.

En el ejercicio 75 obtuvimos el resultado para un tridngulo, en el ejercicio 76 para
un hexdgono y en este ejercicio para un octogono.

En general, se tiene que el poligono de 7 lados inscrito en una circunferencia
que nos da el drea maxima es el poligono regular de 7 lados.

s78 |Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x) definida en

[-3, 3] cuya grafica es la siguiente:

lim f(x) =2
x— 1"

lim f(x) =1
x— 17

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas

Dibuja razonadamente la grafica de f'(x).

e La funcién es continua en todo su dominio, excepto en x = 1; puesto que:

En x =1 hay una discontinuidad de salto finito.
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e La funcién es derivable, exceptoen x=0 yen x=1.
En x =0 hay “un pico”; es decir, f'(07) #f'(0").
En x=1 no es continua la funcion; por tanto, no puede ser derivable.
Observamos que:
/(07 =1 (pendiente de la recta que pasa por (=3, 0) y (0, 3)).
f'(0") =0 (en el punto (0, 3) la recta tangente a f es horizontal).
f'(2) =0 por la misma razén que en x = 0*.

En los intervalos (0, 1y (1, 3) f’ es negativa, por ser [ una funcién decre-
ciente.

En x =1, f' no existe.

e La grafica de [/’ puede ser asi:

o1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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AUTOEVALUACION

1. Halla un punto de la grifica y = x? + x + 5 en el cual la recta tangente sea parale-
laa y=3x+8.

e La pendiente de la recta y =3x+8 es m = 3.
e Buscamos un punto en el que la derivada valga 3:
[l =2x+1
flo=3 - 2x+1=3 > x=1 —> y=7

e El punto es (1, 7).

2. Dada la funcién y =

PRT estudia si tiene maximos, minimos y puntos de
x —

inflexion.
e El dominio de definicion de la funcion es R — {-1, 1}.
e Los maximos y minimos estan entre las soluciones de f"(x) = 0O:

1x2-1D—x-2x —x*-1 —x?%-1

S0 = 1) SGI1E T el ir 0 No tiene solucion.

[(x) es decreciente para todo x — [ y no tiene maximos ni minimos.

e Los puntos de inflexion estdn entre las soluciones de f"(x) = 0:

2x(x2 =12 =22 =1 2x(=x%2 - 1) _ 2x3 + 6x

S0 = I xZ_1p

S =0 - 2x3+6x=0 - 2x(x?+3)=0 — x=0, f(0)=0

Estudiamos el signo de f". Sefalamos los puntos donde [ no existe y donde [”
es 0.

f7<0 f7>0 f7<0 J7>0
-1 0 1
VD N A N N

Hay un punto de inflexion en (0, 0).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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3. Estudia el crecimiento de la funcion:

J(x) = e*(cos x + sen x)

y determina los maximos y los minimos de la funcion para x € [0, 2x].

Consideramos la funcién: f(x) = e*(cos x + sen x) para x € [0, 2x].

Calculamos la derivada:

S1(x) = e¥(cos x + sen x) + e¥(—sen x + cos x) = e¥(2 cos x) = 2e~ cos x

T
x = —
fx)=0 — cosx=0 < ;'c (para xe [0, 2m))
‘X‘ =
2

Signo de la derivada:

/>0 /<0

EJU
2

Eld
2

La funcién: es creciente en |0,

31

es decreciente en >

T
2
—, em2|

tiene un maximo en

3_7‘, _e3m2

tiene un minimo en

¢ é ~~ E s

g 271:].

4. a) Estudia la curvatura de la siguiente funcion: f(x) = x? In x

b) Escribe la ecuacion de la recta tangente en su punto de inflexion.

a) ® El dominio de definicion de la funcion es (0, +o0).

e f es concava en los intervalos donde f”> 0 y convexa si f”<0.

e Calculamos f"y f"

1
[ =x*>nx — f’(x)=2xlnx+x2~;

[ =12 Inx+1D +x

=xQInx+1

1
2-—)=2[nx+3
X

S0 =0 > 2mx+3=0 — lnx=—% - x=e%2 > f(e‘3/2)=—5(3‘3

e Estudiamos el signo de f” teniendo en cuenta el dominio de f; (0, +e), y el

punto donde f"(x) =0, x=e3/2=0,22:

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Signo de la derivada:

f//< 0 fH> 0

e Conclusiones:
— f es convexa en (0, e™/2).

— f es concava en (e /2, +oo).

35

=3/2
e )
2

— Punto de inflexion:

b) e Pendiente de la recta tangente en x = e™>/2:

m = e ) = ¢32 (2 In ¢ 32 4 1) = 32 lz . (_ + 1] = _pe-32

o | o

. 3
e Ecuacién de la recta tangente en e /2, —Ee‘3 :

y= _%Q—S _ 29_3/2(96 _ e—S/Z)

5. De todos los rectingulos de area 100 dm?, halla las dimensiones del que tenga la
diagonal minima.
100

Area = x -y =100 dm? — y=—

d » La diagonal mide:

2
d=xr+)? = '\/x2 + @) = \/xz - 100200
X X

Tenemos que minimizar la funcion:

_af2, 10000
A = \[x? + —

2 20000
x_
d'(x) = X0 __2x1-20000  _ _ x%-10000
Vel + 10000 *Vat + 10000
2 x2+10000 ngw X NX 0000
X

A0 =0 — x*~10000=0 — x=VI0000 =10 — x=10 — y =10

(En x =10 hay un minimo, pues d'(x) <0 alaizquierdade x=10 y d'(x) >0 a
la derecha de x = 10).

Por tanto, la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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6. Calcula el punto de la curva y =

1+ 2 0 el que la pendiente de la recta tangen-

te sea maxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) = en x es f'(x). Tenemos que ha-

2
llar el maximo de [f'(x). I+x
—2x
S0 = (1 + x2)2

Buscamos los puntos donde la derivada de f’(x) es O:

"(x) = 20 +xH)?+2x - 20 +x?) - 2x  2(1 +x?) +8x?  6x*-2
S = (1 +xH? A+ A+

") = > N ERR ) F'N3/3) = (=33)/8
SO0 s eem2nh o i\fs 3 3l - (VB

Estudio del signo de [

f'//>0 . f//<0 . f//>0
' ' lim  f'(x) = lim f'(x)=0
/ —\/g \ '\/g / X —> —o° f X — +oo f
3 . 3 .
En x = -3 hay un maximo de f'(x) yen x = 3 hay un minimo de f"(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima es:

V3 3
£

7. Dentro del triangulo limitado por los ejes OX y OY ylarecta 2x +y =8, se

inscribe un rectangulo de vértices (a, 0), (0, 0), (a, b) y (0, b). Determina el
punto (a, b) al que corresponde el rectingulo de area maxima.

e El punto (a4, b) es un punto de la recta 2x + y = 8.
3 Por tanto, 2a + b = 8; es decir, b =8 - 2a.

2x+y=8 e Como el rectdngulo esta inscrito en el tridngulo, 0 <a <4

e El area del rectangulo es:

Area=a-b=a - (8-2a)=8a-2a% 0<ac<A4.
e Tenemos que maximizar la funcion:

Ala) =8a —2a?% 0<a<4

Ala)=8-4a=0 — a=2 — b=4

;; 4\

(En a = 2 hay un maximo, pues A’(a) > 0 a la izquierda de este valor y
A'(a) <0 a su derecha).

e Por tanto, el punto es (2, 4).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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8. Calcula tim *——1/3)x"
x>0 X—Igx
Xt - (1/3)3 0 ; 403 — x2 o 4xd - x? 0
lim ————=\|—| = lim ——————=Ilim ———=|—| =
x>0 X-—1Igx 0 x>0 1—-A+1g°x) x50 —-I8°x 0
) 12x2 - 2x , 12x2 - 2x 0
— lim >—= lim —3=(—)
xo0 2gx(1+1g°x) x_o0 20gx—-21g°x \0
N 24x — 2 -2 1
im - -
xo0 201 +1g%x) —61g% x(1 +1g°x) -2
9. Calcula el valor de k para que la expresion lim (e* + kx)V* seaiguala e*.

x—0

A= lim (e + kx)V* Tomamos logaritmos en n A = In[ lim (e* + kx)V/X]:
x—=0 x—0

In(e¥+kx) & e*+k  1+k

1+k

lim In (e + ka)V™ = [im ~ =
x—0 x—0 X x>0 e+ kx 1

™ Aplicamos la regla de L’'Hopital.

Si mA=1+k —> A=cel** Portanto: lim (eX + kx)V/x = ol*x
x—0

Para que sea igual a e* ha de ser:

el =0t 5 1+k=4 > k=3

10. Dada la funcion f(x) = x3 + ax? + bx, halla a y b para que las rectas tan-
gentes a la grifica de f(x) en los puntos de abscisas x =2 y x =4 sean pa-
ralelas a OX.

e La pendiente de la recta tangente en x =2 es ['(2):
S =3x*+2ax+b - m =f(2)=3-2*+2-a-2+b=12+4a+b
e La pendiente de la recta tangente en x =4 es ['(4):
my=f'(4=3 4+2-a - 4+b=48+8a+b

e Como las rectas tangentes en x =2 y x =4 deben ser paralelas a OX, su pen-
diente sera 0. Por tanto:

=0 - 12+4a+b=0

=9, b=24
S 4 =0 —> 48+8a+b=0 } &=

Asi:

S0 = x3 = 9x? + 24x

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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11. La funcién fix) =1—|x| si xe[-2,2] verifica f(-2) = f(2). Justifica si es po-

sible encontrar algin c e (-2, 2) tal que f'(c) = 0.

1+x si 2<x<0
1-x si 0<x<£2

S =1- |x| ={

El teorema de Rolle dice que si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) y
Sfla) = f(b), existe un c € (a, b) tal que [f'(¢) = 0.

Comprobaremos si la funcion f cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el in-
tervalo (-2, 2]:

e Veamos si f es continua en x = 0O:

Iim 1+x=
x— 0"
lim f(x) = f(0) =1
lim 1-x-= x=0
x— 0F

[ es continua en [-2, 2].
e Estudiamos la derivabilidad de f:
f/(x)_{1 si x<0
-1 si x>0
f/(D) #f£'(AY). f no es derivable en x =0 = f no es derivable en (=2, 2).

e / no cumple las hipotesis del teorema de Rolle; por tanto, no podemos asegurar
que exista un ¢ € (-2, 2) tal que f'(¢c) = 0.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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