PROBLEMAS METRICOS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Diagonal de un ortoedro

H Halla la diagonal de los ortoedros cuyas dimensiones son las siguientes:

Da=2,b=1, c=2 IDa=4, b=12, c=3 MDa=7, b=4, c=5
DV22+12+22=49 =3

) V42 + 122 + 37 = V169 =13

D V72 + 42+ 52 = V90 = 9,49

Distancia entre dos puntos

B Halla la distancia de P(1, 3,6) a Q(5, 5, 7).

PO =VG-D7+(-32+T-67% =Va2+ 22+ 12 =21 =458

Distancia de un punto a una recta

B Siguiendo el proceso anterior, halla la distancia del punto P(8, 6,12) alarecta 7:

x=2
riy=1- 1A
z=7+2\

e Ecuacion del plano m que contiene a P y es perpendicular a 7:
0-(x=8)-1-(-060)+2-(z-12)=0; esdecir, m: =y +2z-18=0
e Punto, Q, de corte de r y m:
-A-M+27+20)-18=0
“1+A+14+41-18=0
5L-5=0 — A=1
El punto es Q(2, 0, 9).
e Calculamos la distancia:

dist (P, ) = dist (P, Q) = | PO|= (=6, -6, =3)| = V36 + 36 +9 = V81 =9
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Distancia de un punto a un plano

B Halla, paso a paso, la distancia del punto P(4, 35, 70) al plano T
m:5y+12z—-1=0

4 — Hallamos la ecuacion de la recta, 7, que pasa por
P y es perpendicular a .
4 *0 — Obtenemos el punto, Q, de interseccion de » y .
' — La distancia de P a m es igual a la distancia entre
o Py O

Para el punto y el plano dados:

e Recta, 7, que pasa por P y es perpendiculara m:

x=4
7 y=35+5k
z=70+ 12\

e Punto, Q, de interseccion de r y m:
5(35 + 50 +12(70 + 120 -1 =0
175 + 250 + 840 + 144L -1 =10
169L +1014=0 — A=-6
El punto es Q(4, 5, -2).
e Calculamos la distancia:

dist (P, 1) = dist (P, Q) = | PO| = [(0, =30, =72)| = V900 + 5184 = V6084 = 78
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (1, 0, 7) y es per-
pendicular al plano 5x—3z + 4 = 0.

g . . 2
El vector normal al plano, n(5, 0, —3), es un vector direccion de la recta » que bus-
camos. Por tanto, las ecuaciones paramétricas son:

x=1+5\
r: =0
z=7-3\

2. Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por (1, -3, 5) y es perpendicular

x
ala recta T=—=—.

Si el plano que buscamos, w, es perpendicular a la recta dada, un vector normal al
plano es el vector direccion de la recta: (5, —6, 1). Por tanto, la ecuacion de T es:

5-D-6@p+3)+1(=-5=0 > 5x—-0y+2-28=0
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3. Halla la ecuacion del plano paraleloa 5x—y +4 =0 que pasa por (1, 0, -3).

Si son paralelos, el vector normal es el mismo, (5, =1, 0). Por tanto, la ecuacion del
plano que buscamos es:

S5(-1D-y+0(=z+3)=0 = 5x-y-5=0

4. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por (5,7, —-2).

x= 3+5A\
riyy=-1+2\
z= 4—06\A

Si el plano que buscamos, m, es perpendicular a 7, un vector normal al plano es el
vector direccion de la recta: (5, 2, —6)

Por tanto, la ecuacion de 1 es:

5= +2@+7DN-6E+2)=0 > Sx+2y-62-23=0
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5. Halla la ecuacion del plano T que contiene a r y es paralelo a s:

[x= 5+
riyy=-1
|z= 8+2)
[2=4+3)
s:yy=3— A
|Z=5+4\L

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normal al
plano es:

(1,0,2)x(@3,-1,4 =2, 2, -1
La ecuacion del plano es:

26=5) +2(p+ D - 1(z—=8) = 0; es decir: 2x + 2y — 2z =0

6. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a r que pasa por
P(0,-1,-3):
{3x—5y+ 7z-4=0
r:

x—2y+ z+1=0

Un vector direccion de la recta es: (3, -5, 7) x (1, =2, 1) = (9, 4, 1)

x=9A
Las ecuaciones paramétricas son: § y = -1 + 44
-3
Unidad 7. Problemas métricos 3




Pagina 187
1. Halla el angulo entre las rectas r y s:
x= 3-5\

r:yy-= 2+ 3\ s:{
z=-1

x—2y+3z =0
2x— y +4=0

El vector direccion de 7 es Er =(-5,3,0=u
El vector direccion de s es el producto vectorial de los vectores normales de los pla-
nos que la determinan:
d =(1,-2,3)x@2-1,00=3,63/1,2 1=V
Por tanto:
lu-vI_ e5,3,0-0,2, D] _
Wl [Vl V23 +9+0vi+d+1 V346

= 0,070014 — o = 85°59' 7"

2
2. Calcula el angulo que forma la recta 7r: x7 = =— = con el plano
Tmx+3y—z+1=0.

p . . 3 = .
Llamamos 90° — o al angulo formado por las direcciones de d y n sin tener en
cuenta sus sentidos.

d7.-1.3) //r B, 3.-DLln
ld-A _7-3-3] _ 1
Idl- |nl V59 -v11 V649

90° — o =87°45"1" — o =2°14' 59"

cos (90° — ) = = (0,039
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1. Halla razonadamente la distancia de P(5, 6, 6) a la recta »: (51, 2 — A, ).
Hazlo por cada uno de los tres métodos que has aprendido.

— Solucion, obteniendo previamente el punto P

e Plano, m, que pasa por P y es perpendicular a 7
S =5 -1 -6+ 1z-06 =0

L : es decir: T:5x—-y+z-25=0

e Interseccion, P, de m y
56M -2 -M+A-25=0
250 —2+A+A-25=0
27h=-27=0 — A=1
El punto es P'(5, 1, D).
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e Distancia entre P y 7t

dist (P, 7) = dist (P, P") = |PP'| = (0, =5, =5)| = V50 = 5V2 = 7,07

— Segundo método:
R(A, 2 -, A) es un punto genérico de la recta 7.
El vector RP (5-5M4+A 6-XN) esvariable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la rec-
ta. Por tanto, cumple:

5, -1, 1)'R—ﬁ=0; es decir:
55-50) -1+ +1(6-2) =0
25-25A—4-A+6-A=0
27A+27=0 — A=1

El resto, es igual que con el método anterior.

— Solucion directa a partir del producto vectorial:

. I% —>|
dist (P, 7) = Area _ IRPX d
Base |3|
I — =
e ] RP xd=(5,4,6)x(5,-1,1) =0, 25, -25)

> —

| RP x d| = V100 + 625 + 625 = V1350

ldl=v25+1+1=v27

V1350
dist (P, 1) = \é—; =50 =5V2 = 7,07
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2. Halla la distancia del punto P(8, 5,—6) al plano 1: x + 2y —2z + 3 = 0.

|8+ 10 + 12 + 3| =ﬁ=11u

N1+4+4 3

dist (P, ) =

3. Halla la distancia de los puntos Q(3, 0,3) y R(0, 0, 0) al plano del ejercicio
anterior.

dist(Q,n)=J3_§—+3|-=O ©Oemn

dist (R, 1) = %= 1
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4. Calcula la distancia entre la recta y el plano:
r:(1-30,2+A,1-2) T:x+3y=0
5
d-3,1,-D//
—>(3 : V} d-7=-3+3=0 = dln = r/n
n, 3 01lw

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en €l), la distancia de r
a T se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de r a m:

dist (r, m) = dist [(1, 2, 1), ] = ﬁ = ﬁ = 2,21
5. Calcula la distancia entre estos planos:
M:y—5z+4=0 m':2y—10z =0
Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la dis-
tancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:
P0,5,1 esun punto de w. Por tanto:
|5-5+4| _ 4

dist (n, ©) = dist (P, ) =
N1 +25 26

= 0,78
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6. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-
todos aprendidos:

x =13+ 12\ x=6
r:yy= 2 s:;iy= 6+
z= 8+ 5\ z=-9

e Primer método:
Hallamos el plano, m, que contiene a » y es paralelo a s:

(12.0.5 /77 } (12,0,5 %x(0,1,0=(-5,0,12) L =
©0,1,0 //s
El punto (13, 2, 8) es de 7, vy, por tanto, de T.
Ecuacion de m: —5(x —13) + 0(y — 2) + 12(z — 8) = 0, es decir:
—Sx+122-31=0
[-30—108 - 31| _ 169 _,
V25 + 144 13

dist (r, s) = dist (s, ) = dist [(6, 6, -9), 7| = 3

e Segundo método:
Punto genérico de 7 R(13 + 12\, 2, 8 + 50)
Punto genérico de s: S(6, 6 + [, —9)
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Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:
—>
RS = (=7 =12\, 4 + W, =17 = 5)

—
De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las
dos rectas:

{1?@-(12,0,5)=0—> 160 - 169 =0 — A=-1
]75)-(0,1,0)=0 - 4+u=0 - u=-4

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(1, 2, 3), S(6, 2, -9)

dist (r, s) = dist (R, $) = (5,0, -12)| = V25 + 144 =169 =13

e Tercer método:

RS, d, |
. _ Volumen del paralelepipedo _ , d, d
St S) = = =
dist (r, ) Area de la base Id x d
R(3,2,8  d120,9
-
S(6, 6, -9) d', 1, 0
—
RS (=7, 4, -17)
7 4 -17
— - >
[RS,d, d]=]12 0 5 |=-169 — Volumen = 169
0 1 0

|dx d'| = (=5, 0, 12)] = V25 + 144 = V169 = 13

Por tanto: dist (r, s) =

169
13 13

7. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante tres métodos distintos:

x= 5k x=5+7u
r:qy=2— A sqy=1-5u
z= A z=1-5u

e Primer método:

Hallamos el plano, m, que contiene a r y es paralelo a s:

B,-1,D//r

(7,-5,-5//'s

El punto (0, 2, 0) es de r, vy, por tanto, de .

Ecuaciéon de m: 5(x—0) + 16(y —2) —9(z - 0) = 0, es decir:
S5x+ 16y -9z —-32=0

| = [25 + 16 -9 — 32| ~ 0
V25 + 256 + 81

} 5, -1, D x (7, -5, -5) = (10, 32, -18) //(5,16,-9) L =

dist (r, s) = dist (s, ®) = dist [(5, 1, 1), T

(Las rectas r y s se cortan).
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e Segundo método:
Punto genérico de 7 R(5\, 2 — A, A)
Punto genérico de s: S(5+7u, 1 —5u, 1 —5W)

Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:
—
RS =G+7u-5A-1-5u+A 1-50-2)

De todos los posibles vectores RS , buscamos aquel que sea perpendicular a las
dos rectas:
{1?5 c(5,-1, D=0 — 27+351-27A=0 = pn=0
RS +(7,-5,-5)=0 = 35+99u-35L=0 — A=1
Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S: R(5,1, 1), S5, 1, D.
dist (r, s) = dist (R, S) = 0

e Tercer método:

- 5 >
dist (7, $) = Volumen del paralelepipedo _ |[Ri, d,_>d'1|
Area de la base Id x di|
-
R0, 2, 0) d, -1, D
$G,1, D di(7, -5 -5
—
RS(5,-1, D
5 -1 1
— o >
[RS,d,d]=|5 -1 1|=0 (as dos primeras filas son iguales).
7 -5 -5

Por tanto: dist (7, s) = 0
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1. Calcula el area del triingulo que tiene sus vértices en estos puntos:

A(17 3, 5), B(Z’ 5’ 8) Y C(57 la _11)

%
ABA, 2, 3) N
N AB X AC = (=26, 28, -10)
AC(4, =2, -16)
|AB x AC| = V262 + 287 + 102 = V1560
P V1560
Area del tridngulo = 25 ~ 19,75 u?
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2. Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A4(2, 1, 4), B(1, 0, 2),
c4,3,2) vy DQ,5,0).

%

AB (-1, -1, -2) 1 -1 -2

— - = —>

AC(2,2,-2) [AB, AC,AD]=|2 2 -2|=-30
%

AD(-1, 4, 2) -1 4 2

Volumen = % =54l
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1. Halla el L.G. de los puntos que equidistan de:
aA4,-1,7) vy B(-2,5,1)
b)nu:x+y+z-2=0y n:x—y+2-2=0
)n:x—3y+2z—8=0y n:x—-3y+2z=0

a) dist (X, A) = dist (X, B)

V- 92+ (+ D2+ (=72 =N+ 22+ (-5 + (- D?
X2 —8x+16+1Y? +2p+1+22 - 14z +49 =x? +4x+ 4+ 9> 10y + 25+ 22 -2z + 1
—12x+12y-12z+36=0 — x-p+z-3=0

Es un plano: el plano mediador del segmento AB.

b) dist (X, ©) = dist (X, ")

[x+y+z-2] _ |x—p+z-2|

V3 V3

ex+y+z—-2= x-y+z-2 — 2=0 — yp=0

Dos posibilidades:

ex+Yy+z—2=-x+y—2z+2 — 2x+2z-4=0 —> x+z-2=0

Son dos planos: los planos bisectores de los dngulos diedros formados por © y .
Los dos planos obtenidos se cortan en la recta 7 determinada por los puntos (1, 0, 1)

y (0, 0, 2), al igual que © y w'.
Ademas, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1, 0, 1) = 0.

o) dist (X, ) = dist (X, )
|x=3y+2z-8] _ |x—3y+2z|

V1+9+4 N1+9+4

ex—-3y+2z-8= x-3y+2z = -8=0 — Imposible.

Dos posibilidades:

ex—3y+2z-8=x+3y-2z —> 2x-0y+4z-8=0 — x-3p+2z-4=0

Los planos m y m son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.
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2. Averigua si x? + y2 + 22 + 2x — 10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacion de una
esfera, y halla su centro y su radio.

\/(i)(é)(g)g T B 0.5 -1

2 2

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3. Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x—-32—-33 =0 cortaa
la esfera (x—2)%+ (y +5)% + 22 = 169.

La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) y su radio es R = 13.

La distancia de Q al plano es: d = 18-0-35] _ 25 _ 5

Por tanto: 7= VR —d? = V169 — 25 = V144 = 12

El radio de la circunferencia es 12.

4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados
de distancias a 0(0, 0,0) y Q(10, 0, 0) es 68. Tras efectuar los calculos, com-
prueba que la superficie resulta ser una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.

(% + 9%+ 29 + [(x = 1002 + y?> + 2%] = 68
X2+ Y2+ 22+ x2 = 20x + 100 + p? + 22 = 68
2x2 + 292+ 222 -20x+32=0

X2+ +22-10x+16=0
x2—10x+25+)?+22-9=0
(x=5)2+)2+22=0

Es una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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5. Halla el L.G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0, 0,5) y F'(0, 0,-5)
es 26.

dist (X, F) + dist (X, F') = 26
VaZ+ )2+ (=52 + Va2 + 12 + (z + 5% = 26

TGS = 26- N T G5
X2+ 92+ (2 =52 =676 + )2 + )+ £+ 2 — 52 NxF+ 7+ (34 52

S2Vx2+ 92+ (2 +5)2 =676+ x2 + 9% + 22 + 25 + 10z — x% — p? — 22— 25 + 10z

52 Va2 + p2 + (2 + 5)2 = 20z + 676
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13 Va2 + 92 + (2 + 5)2 = 52 + 169

169 [x? + y? + (z + 5)%] = 2522 + 1690z + 28561

169 [x? + p? + 22 + 10z + 25] = 2522 + 1690z + 28561

169x2 + 169y? + 16922 + 1690z + 4225 = 2522 + 1690% + 28561
169x% + 1692 + 14422 = 24336

R - LR

144 144 169

Es un elipsoide.

Halla el L.G. de los puntos cuya diferencia de distancias a F(5,0,0) y
F'(-5,0,0) es6.

| dist (X, F) — dist (X, F')| =6

Vor—52+p2+ 22 —N(x + 52+ 2 + 22 =16

Vix =52+ 2 + 22 =46 + V(x + 5)% + y? + 22

x2—10x+25+p2+ 22 =36+ (x+ 52+ 2+ 22 + 12 V(x + 5)% + y? + 22
A+ B+ + =36+ +10x+ 25+ + AL+ 12w+ 52+ )2 + 22

+12 V(x + 5)2 + p2 + 22 = 20x + 36

3V + 352+ )2 +22 =5x+9

9x? + 10x + 25 + p? + 2% = 25x2 + 90x + 81
9x% + 90« + 225 + 9p? + 922 = 25x% + 90K + 81
—16x% + 9y + 922 = —144

Es un hiperboloide.

1
Halla el L.G. de los puntos que equidistan del plano x + i 0 vy del punto

1 P . .
(Z, 0, 0). ¢A qué se parece la ecuacion obtenida?

1 1
dist (X, ) = dist (X, ), donde T x+ =0 y F(— 0, 0).

4 4’
LV, 5.
X —-——| + + z4 =
\/( 4) Y
oo sa

x =92 + 22

L1
A
4

Es un paraboloide. Su ecuacion es muy similar a la de una parabola.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Angulos

1 |Halla el angulo que forman las rectas » y s en cada caso. Comprueba, pre-
viamente, que las rectas se cortan:

x=5=-2\ x=5—- A
a)r:yy=4+3\ s:yy=4+5\
z= =2\ z= A

~ x=3+ 3\
b)r:{x_;)_'_z:_lz S:yy= 2\
z=15+5A

ad, (-2,3,-2); P(5, 4, 0)
d, (1,5, 1); P54, 0)

- -
Como P =Py d; no es proporcional a d,., entonces sabemos que se cortan
en el punto P.

Para ver el angulo que forman, hacemos el producto escalar de 5,, y CT5

|d.-d| =123 -2-1,5 Dl =|2+15-2 =15

|d]=V4+9+4=\17; |[d]="1+25+1 =27
[15]

V17 27

b) Las ecuaciones paramétricas de r son:

cos o = =0,7 > o =45° 33" 42"

x= 3+A
riqy= A
z=15- A

Por lo tanto:
d (,1,-D; P@G3,0,15)
d (3,2,5; P'G3,0,15

- -
Como P =Py d, no es proporcional a d,, entonces sabemos que r y s se
cortan en el punto P.

|d-d|=1(1,1,-1-(3,2,5=3+2-5=0

Como su producto escalar es 0, sabemos que son perpendiculares, por lo que
o = 90°.
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2 |Halla el valor de m paraque r y s formen un angulo de 90°:

x= 2-5A\ x=2+ A
riyy= A s:yy= 2\
=2- A z= mA\

(_])1’ (_57 17 _1)7 C_il (1, 2, m)

Para que » y s formen 90°, el producto escalar de d_:, y c_fS tiene que ser 0:

- -

d-d=(51-D-0,2,m=-5+2-m=0 — m=-3

s3 |Halla, en cada caso, el angulo que forman la recta y el plano:

ar = "5 "2 T:x—2y—2+1=0

b)r:x=2A y=1+2\, z=-2 T2x—y+z=0
-1 -

c)r:x—=u=E T x+z=17

) d(=2, 4, 2); n(1, -2, -1

cos(90°—oc)=|d'rl _bk2=8-2 12 L g gm0 o =00

ldlsl - V246 12

.- xd - . . . . 2
Observacion: Los vectores d y n tienen la misma direccion; luego la recta y el
plano son perpendiculares, es decir, o = 90°.

b da, 2, 0); n(2, -1, 1)
|8'H|= [2-2+0]
ldIRl 56
o d@2,1,1; n(1,0, 1

ld-dl _ |2 +1 3 _ 3 _\3
ldIRl V6-N2 N1z 23 2

— 90°—o=30° — o =060°

cos (90° — o) = 0 = 90°-0a=90° — a=0°

cos (90° — o) =

%

s4 | Calcula el angulo que forman los dos planos siguientes:

owz=3 B:x—y+2z+4=0
1,0, 0, 1; mg(1, -1, 2)
cos @ = lﬁ_‘j"fﬁl -2 -0816 — @=35°1552"
EAIEA RS
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Halla los tres angulos de los tridngulos cuyos vértices son:
a)A(0,0,0), B(1,2,1), €(3,1,1)
b)A(Z’ 7, 3)a B(l, 2a 5)9 C(_l’ _27 5)

-
A AB =(1,2,1
—
AC =3,1, D

AB - AC 6
cos A = = =0,73855 — A = 42° 23' 31"

laBl Al 6 11

N
BA = (-1, -2, -1)

_
BC = (2, -1, 0)

BA - BC 0
cos B = = =0 —> B=90°

1BallBS] 65

C =180 - A — B = 47° 36' 29"

AC =(=3,-9, 2)
AB - AC 52

cos A = - = =0,97922 — A =11°42'6"
laBl14C] 30 - Vo4

-

BA=(1,5,-2)

-
BC = (=2, -4, 0)

BA - BC 22
cos B = = — =-0,898 — B = 153°54' 50"

BAl B 30 - V20

C =180 - A — B = 14° 22' 58"

Calcula el angulo que forma el plano siguiente con cada uno de los ejes
coordenados:

T:x—2y+z=0
El angulo entre una recta y un plano es complementario del que forma dicha rec-
ta con la direccion normal al plano.

El vector normal a m es n(l, -2, 1)

e El dngulo que forma m con el eje X, de vector director (1, 0, 0), es:

A, 0,0-a,-2,D] __ 1
I, 0,00 11, -2, D] 1-+6

cos (90° — o) =

= 0,408 —

— 90° -0l = 65° 54' 19" — o = 24° 5' 41"

Unidad 7. Problemas métricos
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e El dngulo que forma m con el eje Y, de vector director (0, 1, 0), es:

|0, 1,0 -, -2, D] _[-2]
o, 1,0l @, -2, DI 6

cos (90° — B) = =0,8165 —

— 90° - B =35°15'52" — P =54°44'8"

e El angulo que forma m con el eje Z, de vector director (0, 0, 1), es:
0,0, D-1,-2, D] _ 1

5 (90° — ) = — =04
cos 00" =V = G0, DI, =2, 0 Ng 8 7

— 90° —y=65°54' 19" — y=24°5 41"

Distancias

Calcula la distancia que hay entre los siguientes pares de puntos:

a)A(27 5, _2), B(_]-’ 1’ _2) b)A(_l’ 77 4)’ B(_l’ 27 16)
—>

a) dist (A, B) = |AB| = |(-3, -4, 0)| =5 u

b) dist (A, B) = | AB| = |0, =5, 12)] = 13 u

Considera la recta r y el plano © siguientes:

x—y =3
r: Mmx+y—2z=1
X +z=1

a) Halla las coordenadas del punto § donde se cortan » y .

b) Calcula la distancia del punto P(4, 0, 1) al punto S del apartado ante-
rior.

a) Para hallar el punto § donde se intersecan r y 7, resolvemos el sistema de
ecuaciones:

X—-y =-3
x + z= 1 - 80,3 D
x+y—-2z=1

b) dist (P, $) = | PS | = [(=4, 3, )| =5 u

Tenemos la recta » ylos planos © y ¢ siguientes:

x= 8L
’ Mx+2y—z=1
r: =
Y O:x— y+z=3
z=3-06\

a) Halla el punto P donde se cortan la recta r y el plano T.
b) Calcula las coordenadas del punto Q donde se cortan r y ©.

c) Obtén la distancia que separa a los puntos P y Q de los apartados ante-
riores.
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a) La interseccion de r con m la podemos hallar sustituyendo las coordenadas
de r en m:

8BL+22)-B3-6M=1 = A=0
Por lo que el punto es P = (0, 2, 3)
b) De la misma forma hallamos Q:
SAL—2+3-0A=3 > A=1
Asi, O =8, 2, -3).
o dist (P, Q) = PO| =8, 0,-6)] = 10 u
Calcula, en cada caso, la distancia entre el punto P y el plano m:
aPR2,-3,1), 1:3x—4z=3

b)P(0,1,3), t: x—y—-2z+3=0
A)P2,0,1), m:x+y—2z=0

a)P2,-3,1); m:3x—4z-3=0

3-2-4-1-3] _1

dist (P, ) = —=0,2u
V32 + 42 5
b) PO, 1,3); mx—y—-2z+3=0
_1-2. 4
distpomy = 10=1=23+3l 4 s

N1 +1+22 V6
AOPR0,D; mx+y—22=0

2 - 2|

N1+1+4

dist (P, ) = =0u
Calcula la distancia entre el punto (3, -4, 1) y el plano y = 3.
P3,-4,1); m y—3=0

dist (P, = 1242305

V1

Calcula la distancia entre el punto Q(2,-1, 0) y el plano que contiene a

x=3-2A
P(2,0,4) ya s:{y=2+3L
z=4

N
El plano ®, que contiene a P y a s, tiene como vectores direccion E{S y PP,
siendo P’ un punto de s como P'(3, 2, 4).

Unidad 7. Problemas métricos
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Hallamos el vector normal al plano:

N —

n=d x PP =(=2,3,0x(1,2,0) =(0,0,-7)
Tomamos un vector proporcional a n: (0, 0, 1)

Por tanto, el plano es m: z =4

: |0 — 4]
dist (Q, 1) = ———=4u
V1

Halla la distancia entre los siguientes pares de planos:
AT x—2y+3=0; T,:2x—4y+1=0
b)n;:3x—-2y+2z-2=0; M:2x—y+z=-5

a) Vemos claramente que los dos planos son paralelos. Por tanto, tomamos un
punto P de m; y hallamos la distancia del punto P al plano ,.

P(=3,0,0) € 7,
2-(3)+1] _ 5
22 + 42 \20

b) Los vectores normales a los dos planos no son proporcionales, por lo que los
planos se cortan. La distancia es, por tanto, cero.

dist (P, mt,) =

=1,12u

Pagina 205

14

Halla la distancia de la recta » al plano © en cada caso:
[ x= 2+4)

a)r:y y= 3\ m:3x—4y—-3=0

| z=-1+7A

[x=3+2)
b)r:qy=5 m7x—2y—z+1=0
|z=4+ A

Lo primero que tenemos que ver es si el plano y la recta se cortan: si el vector
normal al plano es perpendicular al vector direccion de la recta, entonces, o son
paralelos, o la recta estd contenida en el plano.

d,(4,3,7; 0B, 4,0
8, -n=12-12=0 — son perpendiculares
Como el punto P(2, 0, -1) € r no esta contenido en el plano, » y @ son pa-

ralelos, por lo que la distancia de » a m es igual a la distancia de cualquier
punto de r a m. Tomamos P como punto de 7.

o l3izd-0-38_3 o

V32 + 42 5

dist (r, ) = dist (P,

Unidad 7. Problemas métricos
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»d.(2,0,1; 07, -2-D

-

d, - n=14-1=13#0 — no son perpendiculares — 7 y T se cortan —>

— dist (r, t) =0

Calcula la distancia que hay entre el punto P(3, 1, 6) y la recta
X= 4+4\

r:4 y= 2+ L mediante los siguientes pasos:
z=-1-3A

a) Halla un plano, n, perpendicular a » que contengaa P.

b) Obtén la interseccion de © con 7. Llama a ese punto Q.

c) Calcula la distanciade P a Q.

a) El vector normal al plano ® es el vector direccion de la recta 7.
La ecuacion de m es: 4x—-3)+(p -1 -3(z-0)=0
M4x +y—-3z2+5=0
b) Para hallar la interseccion de m con 7, sustituimos las coordenadas genéricas
de r en la ecuacion de m:
44+40+Q+M-3-1-30)+5=0 - A=-1

Sustituimos A en las ecuaciones paramétricas de » — Q(0, 1, 2)

o dist (P, ) = dist (P, Q) =VB - 02+ (1 -1?+(6-22=V9+16 =5

x= 9+12\
Halla la distancia entre el punto P(2, 2,-11) y larecta r:§ y=-1— 3\
z= 6+ 5L

siguiendo los pasos del ejercicio anterior.

e d.(12,-3,5; P2, 2 -1D
12— 2) - 3@y -2 +5(z+11) = 0
T 12x -3y +5z2+37=0

e Sustituimos las coordenadas de 7 en m para hallar la interseccion de r y m
129+ 120) = 3(-1 =30 + 5(6 + 5A) + 37 =0 — A =-1

El punto de interseccion es Q(=3, 2, 1.

o dist (P, Q) = |PO|=(=5,0,12)| = 13 u

Unidad 7. Problemas métricos
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17 |Calcula la distancia que hay entre el punto P(3, 1, 6) y la recta

xX= 4+4\
r:{ y= 2+ A mediante los siguientes pasos:
z=-1-3L

N
a) Halla el vector PQ, siendo Q un punto de la recta 7.

b)Halla el area del paralelogramo descrito por el vector lTé y el vector
direccion de 7.

¢) Divide dicha area entre el médulo del vector direccion de 7.

A PB3,1,6, 04,2, -Der
—
PQ(1,1,-7)
b) PO xd, = (4,25, -3)
Area del paralelogramo = |P_Q) X 8,| =42 + 252 + 32 =650

e
o dist (P, 1) - Area del paralelogramo _ |PO x dr| _ V650 _

Longitud de la base |a | \26
.
x= 9+ 12\
18 |Halla la distancia entre el punto P(2, 2, -11) ylarecta r: {y=-1— 3A
z= 6+ 5\
siguiendo los pasos del ejercicio anterior.
hd Q(9a _1a 6)
s
PQ=(7,-3,17)

e d.(12,-3,5

Area paralelogramo = |P_>Q X 87| = (36, 169, 15)| = V30082
o |d | =178

dist (P, Q) = =13 u

Unidad 7. Problemas métricos
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Calcula la distancia que hay entre estas rectas:

x = 4\ x=2-12\
r:{y=-10—-3L s:qy=1+ 9A
z= 9+5\ z=4+ A

Para ello, sigue estos pasos:
a) Halla el plano © que contenga a la recta » y sea paralelo a la recta s.

b) Halla la distancia de un punto (el que quieras) de s al plano .

ri R(0, =10, 9), d (4, -3, 5)

5:52,1, 4, d-12,9, D

D) d.xd =4 -3 5% (12,9, 1) = (—48, =64, 0) // (3,4, 0) L«
n estd definido por un punto, R(0,-10, 9), y un vector normal, (3, 4, 0).
T3x—-0)+4p+10)+0z-— 9D =0 - m3x+4y+40=0

“2+4-1+40
b) dist (r, s) = dist (s, ™) = dist (S, ) = 5 * i 20 10

V32 + 42 + 02 5

Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejerci-
cio anterior:

x=-7+ 5L x=10-10\
r:yy= 4+ LA s:qy=-2+ 5L
z=19 + 12} z=26—24)\

e Elvector normal a 7 serd n= arx 85 = (5,1, 12) X (-10, 5, =24) = (=84, 0, 35)
—84(x+7) +35(z-19) =0
T —84x + 352 — 1253 =0

e 0(10,-2,20) € s

|-84 - 10 +35 - 26 —1253] _ 1183 _

dist (r, s) = dist (Q, ™) = 13 u
“,842 + 352 91
Calcula la distancia que hay entre estas rectas:
X = 4\ x=2-12\
r:{y=-10-3L s:{ y=1+ 9A
z= 9+5) z=4+ A

Para ello, haz lo siguiente:

s
a) Halla el vector PQ, siendo P y Q puntos de las rectas r y s, respecti-
vamente.

Unidad 7. Problemas métricos
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b)Halla el volumen, V, del paralelepipedo descrito por I?Q y los vectores
direccion de » y s.

c) Halla el area, A, del paralelogramo descrito por los vectores direccion de
rys.

d)La distancia de r a s coincide con el resultado de dividir V entre A.
P, -10,9) € r, d(4,-3,5)
02, 1, Hes d-12,9 1

N
a) PO(2, 11, -5)

b)
4 35
N
[d,d, PO1=|-12 9 1|=-800
2 11 -5

V= |-800| =800 u’

22 |Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejerci-
cio anterior:

x=-7+ 5\ x=10-10\
r:yy= 4+ A s:y y=-2+ 5\
z=19 + 12\ z=26—24A\

e P(=7,4,19; 0Q10, -2, 26)
-
PrPQQ7,-6,7)

. 3,,(5, 1, 12)
d (10,5, -24)

— — —> 5 1 12
v=|d, d, POll=|-10 5 -24|=1183u3
17 -6 7

e A= |ar>< abl = |(=84, 0, 35)| = 91 u?

1183 _

o1 13 u

- Y.
o dist (r,s) = i

Unidad 7. Problemas métricos
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Areas y volomenes

23 |Halla el area de cada uno de los triangulos:
a)A(2,7,3), B(1,-5,4), C(7,0,11)
b)AG3,-7,4), B(-1,2,5), C(-5,11,6)

Justifica la solucion del segundo.
— —
) AB(-1, =12, ; AC(5, -7, 8)

|ABxAC|  [(=89,13,67)| 12579
2 2 -2

Area = = 56,08 u?

—> —>
b) AB(—4,9, 1); AC (-8, 18, 2)
Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estin alineados:

|AB x AC | =0

Pagina 206

24 | Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro con vértices:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2); (1,5,6)
b)(4, 1, 2); (2,0, 1); (2,3,4); (6,5, 1)

a) A2, 1, 4); B(1, 0, 2); C(4,3,2); D(,5,06)
—> —> —>
AB(-1, -1, -2); AC (2, 2,-2); AD (-1, 4, 2)

-1 -1 =2
2 2 2|=-30 — Volumen=%-30=5u3
-1 4 2

b) A4, 1, 2); B(2,0,1); C(2, 3, 4); D, 5, 1)
—> —> —>
AB(=2, -1, -1); AC (=2, 2,2); AD (2, 4,-1)

2 -1 -1
-1 2 2|=3 = Volumen=%'30=5u3
2 4 -1

25 |Calcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A(27 37 1)’ B(4, 1, _2), C(6, 39 7)7 D(_S, _4, 8)

e Area del triingulo ABC:

AB X AC = (2, -2, -3) x (4, 0, 6) = (12, —24, 8)

- —
o _laBxaCl 784 _ 28 ,
Area = 5 == = > =14u

Unidad 7. Problemas métricos
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e Area del triingulo ABD:
—> —
AB x AD = (2, =2, -3) X (-7, =7, 7) = (=35, 7, =28)
— —>
l4B x AD| 3058

2 2
e Area del triingulo ACD:

Area = = 22,68 L12
— —>
AC X AD = (4,0, 6) X (-7, =7, 7) = (42, =70, =28)

-  —>
) lACx AD| 7448
Area = = >

e Area del tridngulo BCD:

= 43,15 u?

— —>
BC X BD = (2, 2,9) x (=9, =5, 10) = (65, —101, 8)

i |BCx BD|
Area = : = 142490 = (0,19 u?

e Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

— — —
e Volumen: ABQ,-2,-3); AC4,0,6); AD(7,-7,7)

2 -2 3 6
4 0 6[|=308 — Volumen=£251,33 ud

-7 -7 7 0

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
plano:

6x-5y+32-30=0

@ Recuerda que V = (1/3) - drea base X altura. En este caso es muy sencillo obtener
ambas por ser un tetraedro con tres aristas perpendiculares entre si. Hazlo,
también, utilizando el producto mixto, y comprueba que obtienes el mismo resultado.

e Hallamos los vértices:
x=0, y=0 - z=10 — A4(0, 0, 10)
=0, 2=0 > x=5 — B(5,0,0)
x=0,z=0 > y=-6 - C(0,-6,0)

0(0, 0, 0)
e Calculamos el volumen:
1 1
=—.— .5 . - 2
Vv 3 2(10 5-6)=50u
e Lo calculamos utilizando el producto mixto:
0 0 10
1, - = —
V=—1|0A4, OB, OCll=—]|5 0 0| =50ud
0 %o —6 0

Unidad 7. Problemas métricos
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28

+
Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta X > "3 T Yaue

pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada por el
plano anterior y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n(2, 3, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x+ 1) +3(y -1 +4(z— 0) =0
2x+3y+4z-1=0

Calculamos los vértices:

1
x=y=0 — z=7

1 1
= = = — B_
y=z=0 = Xx > - (2,0,0)

1 1
=z=0 - y=7% - CO,—,O)
roE Y73 ( 3
0(0, 0, 0)
Votumen = (L. L4 L
olumen 6 4 2 5 14411
Esfera

Justifica cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su
centro y su radio:

a)x?+y%2-2x+4y-8=0
b)2x%—-2y2 + 222 +4x-16=0

) 2x%+2y%2+22%2+4x-16=0
DxZ+3y2+22-2x2-4=0
€)3x%+3y%+322+6x-122-3=0
f)3x%+3y%+322+6x—-122-30=0
) 2x%+2y%+22%2 —4x+6y—-3/2=0

a) No tiene término en 2z2. No es una esfera.

2

b) Los coeficientes de x?, 2, z? no son iguales, luego no es una esfera.

2

©) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:

x*+p?+ 22+ 2x-8=0

2 2 2
(ﬁ) +(§) +(£) —D=1+0+0-(=8)=9 — radio=V9 =3
2 2 2
Cent =(é b g)=<1oo>
entro _2,_27_2 —4 Y
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e) Los coeficientes de x?, y

d) Los coeficientes de x?, y2, z

2

2

f) Los coeficientes de x?, y?,

2

9) Los coeficientes de x?, y?,

_

UNIDAD ﬁ

2 no son iguales, luego no es una esfera.

, 2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

X2+ 2+ 22+ 2x-42-1=0

2 2 2
(é) +(§) +(£) ~D=1+0+4-(-1)=6 — radio=16
2 2 2
o= 42 €] 0
eniro _27_27_2 Y

2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

X2+ 92+ 2242x-42-10=0

2 (B\2 2
(%) +(E) +(%) -D=1+0+4-(-10) =15 — radio= 15
Ci z‘r—(é b g)-(lOZ)
eniro _2,_27_2 4 Y

2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:

x2+y2+zz—2x+3y—%=0

A2 (B2 (C)\2 B 9 3) _ .
(_2) (E) +(3) —D—1+—4+0—(——4)—4 —  radio =2
entro = (-4, -5, €} (L1,-2.)
entro —2,—2,—2 _7_2a

29 |Halla la ecuacion de las siguientes esferas:

Unidad 7. Problemas métricos

b) El centro es el punto medio de AB: C =

a) Centro (1, 0, -5) y radio 1.

b)Diametro A(3, -4, 2), B(5, 2, 0).

c) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z = 0.
d) Centro (3, -1, 2) y tangente al plano YZ.

) (x—D?+yp2+(z+5)?2=1, obien, x*+ 2+ 22 -2x+10z+25=0

345 4+2 2+0
2 2 2

=H4,-1,D

El radio es la distancia de € a uno de los puntos:
|AC| = Y12+ 3%+ 12 = V11
La ecuacion es: (x — 4)% + (y + 1)? + (z — 1)? = 11, o bien:

x*+ 2+ 22 -8x+2p-22+7=0

25



©) El radio es la distancia del centro C(4, -2, 3) al plano m: x — 2z = 0:

- 1
r=dist(C,n)=u=_ N B

ARG 2

1
La ecuacion serd: (x— 49>+ + 2?2 +(z-3)% = 5 © bien:

)

5
x2+y2+22—8x+4y—6z+57=0 —
- 2x?+ 292+ 222 -16x+8y—-122+57 =0

d El plano YZ es el plano m: x = 0.
El radio es la distancia del centro C'(3, —1, 2) al plano m: r= dist (C, ) =3
La ecuacion serd:  (x—3)2+ (y+ 1)? +(z—2)2=9, o bien:
X2+ p?+ 22 —6x+2y—42z+5=0
30 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es
iguala 7.
Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:

(x=22+@+D?+(z-42=49, obien, x>+ y> + 2> —4x+2y-82-28=0

PARA RESOLVER

) x+ y—z+1=0
s31 |Halla la ecuacion del plano © que contiene a la recta 7:
x+2y+z =0

y es ortogonal al plano ¢: 2x—y+3z+1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por =«
y ©.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta 7:
PA,-1,Der — P(A,-1,Den
(1,1,-Dx(1,2,D=@G,-2D=d/r - d3,-2, D/

Si m es ortogonal a o, el vector normal de ¢ es paralelo a m:

n,(2,-1,3Llc - 2,-1,3//=n
Obtenemos un vector normala m: (3, -2, 1) x (2,-1,3) =(-5,-7, 1) — (5,7, -1

La ecuacion del plano © es: S(x-D+7(y+ D -1z-1 =0
Sx+7y—z+3=0
e Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por m y ©:
T Sx+ 7y — z+3=0}
O: 2x— y+3z+1=0
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Vector direccion de la recta: (5, 7, =1) X (2, -1, 3) = (20, =17, —=19)

Punto de la recta:

1
x=0 — Ty- Z+3=O}y___2 ( 1 1)
R(0, —— ——

1

2

—y+3z+1=0] ___ 27 2
x = 20\
1
Ecuaciones de la recta: 4~ ~ 2~ 17A
1
Z———2—197\,
x —-2z+3=0
Dados la recta r:{ 4 0yelplano T: x+2y+3z—1=0, hallala
y— z-4-

ecuacion de una recta situada en el plano 7, que pase por el punto P(2,1,-1)
y sea perpendicular a 7.

Un vector direccion de 7 es: (1,0, -2) x (0,1, -1 =2, 1, 1)

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a
(1, 2, 3) (pues esta situada en el plano m). Un vector direccion de la recta es:

(2,1, Dx,2,3=01,-5,3

El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada.
Luego la recta es:

x= 2+ A
y= 1-5h
=-1+3A
x 1-y =z+1
Dados la recta ros—y - 3 yvelplano m: x + 3y—3z+3 =0, hallael

plano que contiene a » y es perpendicular a T.

~1 1
P Z; - P, 1,-D; d@2, -1, 3)

Tx+3y-32+3=0 — 0,3 -3)
El plano sera paralelo a d yan, ycontendria P.
Un vector normal sera: (2, -1, 3) x (1,3, -3) =(-=6,9,7) — (6,-9, -7)

La ecuacion del plano es: 6(x— 0) =9y -1 -7(z+ 1) =0
6x—9y—-7z+2=0

Unidad 7. Problemas métricos
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Determina la recta perpendicular comun a las rectas siguientes:

X+ y=z+4 x =-2=0
Na+r2zp= 7 7 y+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x+ y=z+4| Restando la 1.2 ecuacionala 2 y=3-z
r:
x+ 2y 7] x=7-2y=7-2B83-2=1+2z

Haciendo z = A:

+ 2M
-A —  Un punto genérico de r es R(1+2A, 3-A L)

S
ST

I
S W =

x=2
x—2=0
S — s:9¥y=-3 — Un punto genérico de s es S(2, -3, W
y+3=0
Z=u
—
Un vector variable de origen en 7 y extremo en s es RS(1-2A, -6+ A, L —A).
Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

RS- (2,-1,1)=0 — 2-4A+6-A+pu-A=0 — —6x+p+8=o}
—
RS-(0,0,1D)=0 = Uu-A=0 — HU=A —> U=A

8 8
SA+8=0 A== =~
SA + - 5’” 5
ASI:
21 7 8
R_7_)_
(5 5 J 11 22
RS(——,——, o) — d, 2,0
8 5° 5
s[2, -3 =
(, 5,5)

La perpendicular comun a las rectas es:

x=2+A
y=-3+2\
z=8/5

a)Halla p para que las rectas r; y r, sean perpendiculares:

x y-1 =z x-1 y—-p =z-3
ro == L =p—1= 3

b) Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene
para el valor de p que has hallado.

a4, -2,2)-1,p-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 — p=06

Unidad 7. Problemas métricos



X = 4N x=1+
b)r:yy=1-2A ryyy=06+5u
z= 2\ z=3+3u

e Punto de interseccion:

4A=1+ U
1-2A=06+5U ¢ Sumando las dos ultimas ecuaciones:
2h=3+3u

1=9+8u4 —> -8=8u —> u=-1

L3t _3-3
2 2

1.2 ecuacion: 4 - 0=1-1. Luego A =0, u=-1.

Sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de r; (obien w=-1 enlasde r,),
obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0)

e Ecuacion del plano que las contiene:

(4, -2,2)x (1,5, 3) =(=16,-10, 22) — (8,5,-11) es un vector normal al plano.

Ecuacion: 8(x—-0) +5( - 1D —-11(z-=0) =0

8x+5y—-11z-5=0
s36 |Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpen-
dicularmente a la recta siguiente:
{x—y—z=1
r:

X +z=2

Escribimos 7 en forma paramétrica:

x-y—-z=1 = y=x-z-1=2-2-z-1=1-122
7
X+ z=2 = x=2-z

x=2- A
r:9y=1-20 — Un punto genérico de r es: R(2—A, 1 -2\ L)
z= A
—
P2 1) Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector PR ha
: L de ser perpendicular a 7, es decir, perpendicular a
d-1, -2, ».

Por tanto, como ITR)(l - A -1=2A -1 +MA):

PR-d=0 — (1= A -1-2h -1+A)-(-1,-2, 1) =0

1 +A+2+41L—-1+A=0 = 6AL=0 — A=0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1, 0)
(Q se obtiene sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de 7).

Unidad 7. Problemas métricos
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—s
Un vector direccion sera: PQ(1, -1, —=1)

x=1+A2
Larectaes: ¢ y=2—A
z=1-A

Los vértices del triangulo ABC son los puntos de corte del plano
2x + y—3z =6 con los ejes coordenados. Halla la ecuacion de la altura que
parte del vértice B que esta en el eje OY.

Los vértices del tridngulo son:
=0, 2z=0 > 2x=6 — x=3 — A(3,0,0)
x=0,z=0 - y=6 — B(0,06,0
x=0,y=0 > B3z=06 - z=-2 — C(0,0,-2)
Debemos hallar la ecuacion de la altura que parte de B.
Su vector direccion a(a, b, ¢) debe ser:
— —
e Ortogonala AC — AC - d=o0

e Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x + y — 3z = 6,
puesto que la altura debe estar contenida en dicho plano — (2,1, -3)-d =0

Luego tenemos que:
—
AC -d=0 = (=3,0,-2)+(a,b,0)=0 — 3a+2c=0 }
2,1,-3)-d=0 — 2,1,-3) (@, b,0)=0 — 2a+b-3c=0
Soluciones: (=2t,13t,31) — Si t=-1, d(2, 13, -3)

Pagina 207
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X = 2\

Ecuacion de la altura que pasa por B: §y =6 — 13\

= -3\

x—1 y+1 =z e
Halla el punto P delarecta 7: — 1 ° 3 que equidiste de los planos:
= _3 + 7\1

ouwx+y+z=-3 y P:yy= -—-A+tu
z=-6 +

e Un punto genérico de la recta 7 es: R(1 + 2A, =1 + A, 30)

e Escribimos el plano B en forma implicita:

x+3 1 0
y -1 1|=0 - PBx+y-z-3=0
z+6 0 1

Unidad 7. Problemas métricos



[1+2L—1+A+30+3] _ |1+2L—1+A-3A-3]|
V1+1+1 Vi+1+1

6A+3= 3 = O6h=0 — A= 0
(+31=3 < G35 & 6h-6 — A

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1, -2, -3)

, es decir:

_

UNIDAD ﬁ

e La distanciade R a o ya B hade serla misma: dist (R, o) = dist (R, B)

s39 |Sea r larecta de interseccion de los planos ax +9y—-3z=8 y x+ay—z=0.

Determina el valor de a para que:
a) Los dos planos sean paralelos.

b) Los dos planos sean perpendiculares.

coordenadas sea igual a V2.

a) Las coordenadas de (a, 9,-3) y (1, a,—1) han de ser proporcionales:

@ 3
z=2=—_3<1_—1%d i
N
a -1

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

(@,9,-3)- (I, a,-D=a+9a+3=10a+3=0 — a=%

plano OXY:
_ 3= = a
ax+9y-3z=38 ax+ 9y =8 41 = 9=d2_9
x+ay— z=0 x+ay=0 a

z=0

Si a=3 o a=-3, elsistema es incompatible).

8 9
Al= = 8a
|4, ‘O a‘
_la 8|_
l4,0=1 0‘__8
_ 8a _ -8 ~0
X d2_97y ﬂz 972

Unidad 7. Problemas métricos

c)Larecta r corte al plano OXY en un punto cuya distancia al origen de

©) El plano OXY es el plano z = 0. Hallamos el punto de corte de r con el

(El problema solo tiene soluciéon si a®> — 9 # 0, es decir, si a#3 y a#-3.
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41

_8a -8
at—9 > -9’

2 g \2
dist(P,O)=\/( 8”’)+( 8) -2
a*-9 a* -9

8a )2+( -8 )2=2 64a2+64=
9 at-9 (a* - 9)?

El punto de corte es P 0]. Su distancia al origen ha de ser V2:

64a? + 64 = 2(at + 81 — 18a?) — 64a? + 64 = 2a' + 162 — 364>
0=2a*-100a2+98 — a*—-50a2+49=0

a2=501\/2500—196=50i\/2504=50i48< a?=49 - a=z7
2 2 2 a*=1 = a=+1

Hay cuatro soluciones: a, =-7, a,=7, az = -1, a,=1

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
cas (=1 +3A, 1+ 2\, 2+ 1) yes perpendicular al plano 2x +y—3z+4=0.

Determina también el angulo formado por la recta y el plano dados.
Un vector normal al plano es: (3, 2, D x (2, 1,-3) = (-7, 11,-1) — (7,-11, D
Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).
e La ecuacion del plano sera:
7x+1D-11y-D+1(z=-2=0
Tx—1ly+z+16=0
e Angulo formado por la recta y el plano dados:
d3, 2, 1; 02, 1,-3)
d-3 6+2—
||§| R IRkl
90° — o= 69° 4' 31" — o = 20° 55" 29"

cos (90° — ) =

Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 6 cm, halla la minima distancia de
una diagonal del cubo a una diagonal de una de sus caras, sabiendo que las
rectas de ambas diagonales se cruzan.

@ Dibuja el cubo con un vértice en el origen y los contiguos sobre los ejes coorde-
nados.

e La diagonal del cubo pasa por O(0, 0, 0) y por C(6, 6, 6):

N
ST

I
> > >
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e La diagonal de la cara pasa por A6, 0, 6) y

por B(6, 6, 0):
x=06
S:yy= u
z=6-U

o i _ Volumen del paralelepipedo _
dist (r, $) Area de la base

o1
d d oa=0 1 -1|=-6
6 0 6

dxd=(1,1, D% 1,-D=(=21,1 — |dxd|=6

Por tanto: dist (r, s) = i =6

V6

s42 |Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas préximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mis proximo al origen es P(1, 3, 2), el vector O_1>D(1, 3, 2) es normal
al plano.
Por tanto, la ecuacién del plano es:

Ix-=D+3(-3)+2(z-2)=0

xX+3Yy+2z-14=0

43 | Determina las condiciones que deben cumplir a y b para que estos tres
planos:

ax+z—-1=0, x+bz+2=0, \/§x+3y+2z—3=0
se corten en un punto.

Haciendo a =2 y b =1, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta
determinada por los dos primeros, asi como el angulo que esta forma con

el tercero.
ax + z=1
X +bz=-2} Para que los tres planos se corten en un punto, el

\5x + 3p+22= 3 sistema ha de tener solucion UGnica, es decir:

a 0 1
1 0 b|=3ab-1=#0 — ab#1
V5 3 2
Unidad 7. Problemas métricos 33
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e Si a=2 vy b=1, la recta determinada por los dos primeros planos es:
2x+z -1 =0} Restando: x—3=0 — x=3

X+z+2=0| z=2-x=-2-3=-5

x=3
Ecuaciones paramétricas: { = A
=-5
e Angulo que forma la recta con el 3.° plano:

do, 1,0 n(Vs, 3, 2)

cos (90° — Q) = =5 = = =
ldl7l - 1V18 342

ld- 5 3 g — 90° —a =45° — o =45°

Halla los puntos simétricos de P(1, 2, 3) respecto del plano
x—y +3=0

o: x—3y—2z+4 =0 yrespecto de la recta r: {4x . —o

— Simétrico respecto del plano:

e Ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a o

x=1+ A
y=2-3\
z=3-2\

e Punto de corte de a con la recta anterior:
A+M-32-30)-23-20) +4=0
1+A-6+9A-6+4A+4=0
WA-7=0 - A==

La recta y el plano se cortan en

1
%, > 2). Este es el punto medio del segmento

PP, siendo P’ el simétrico de P respecto del plano . Luego, si P'(x, y, 2),

36
22

x+1 y+2 z+3
27 27 2

entonces:

2) - P'Q,-1,D

— Simétrico respecto de la recta:

e Escribimos la recta en paramétricas:

v3-0 ‘3 x=A
— = % =
X =) y=Xx S ordy=3+2
4x—z=0 — z=d4x
z =4\

Unidad 7. Problemas métricos
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e Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a » que pasa por P:
Mx-D+1(py-2)+4(z-3)=0
x+y+4z-15=0

e Obtenemos el punto de interseccion de la recta » con el plano:

A+3+A+16L-15=0

2
18L-12=0 — A=—

3
2 8 .

El punto de corte es 33 g) Este es el punto medio del segmento PP,
siendo P el simétrico de P respecto de la recta ». Asi, si P"(a, b, ¢,

: a+1 b+2 c+3 (2 11 8 ”(1 16 7)

entonces: , , == = = - =, =

2 2 2 3733 333

x+y =0

1
45 |a) Encuentra los puntos de »: { que disten 3 del plano:
x - z=
m2x—y+2z+1=0.
1
b) Obtén los puntos de © que distan 3 de los puntos hallados en el apar-

tado anterior.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x= A
=
J;_ x} — ryy=-A — Unpunto de r esdelaforma RQA, -A, L)
z= A

PA+A+20+1] [sa+1] _ 1 Sh+1=1 — A=0

dist (R, ) =
ist (R, ™ V4 +1+4 3 3<57\.+1=—1%7»=—2/5

2 2
Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (— ;, g, —g)

1
b) Los dos puntos obtenidos estidn a distancia 3 de m.

Se trata de encontrar la proyeccion de estos puntos sobre el plano .
e Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a

x =2\
=\
z=2\

Unidad 7. Problemas métricos
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Hallamos el punto de corte de esta recta con T

MrA+ A +1=0 - h=-1 — x=_%

El punto es z 1 2)
u s |-— = ——|
P 9979
p 2 2)
e Para|-—, — ——|
5757 5
Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a
x=-2/5+2A
y=2/5- A
z=-2/5+2\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con m:

2—%+2X—%—k +2—%+2k +1=0
—é+4%—%+k—%+4k+1=0
A-1=0 — K—l
9
13 8
El punto es 45 a5 a5

Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento PQ
trazamos un plano © perpendicular a dicho segmento. Este plano corta a los
ejes coordenados en los puntos 4, By C.

a) Escribe la ecuacion de m.

b) Calcula el area del triangulo ABC.

a) El plano es perpendicular al vector P_Q>(—4, 6, —2); un vector normal al plano
es (2, -3, 1).

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x— 1) -3(y -4 + 1(z—4) =0
M2x—-3y+z+6=0
b) Hallamos los vértices del tridngulo:
=0, z=0 - 2x+6=0 —> x=-3 — A(3,0,0
x=0, 2=0 - By+6=0 —> py= 2 — B0 20
x=0, =0 — z+6=0 - z=-6 — (0,0, -6)

— —
AB@3, 2,0 AC(3,0,-06)

Unidad 7. Problemas métricos
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AB x AC = (12,18, -6) — |AB x AC | = V504

i} laB xAC| A
Area = ; = 5204 = 11,22 u?

Dados los puntos A(1, 5,-2), B(4,0,1) y C(-3, 2, 0):
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccion
sobre AC.

a) Hay que probar que los puntos no estan alineados.

%
Af)@, -5,3) Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no
AC(—4, -3, 2) | estin alineados. Son los vértices de un tridngulo.

b) e Obtenemos la ecuacion del lado AC:

x=-3—4\
reqyy= 2-3\
z= 2\

e Hallamos el plano que pasa por B y es perpendicular a 7:
—4x-4)-3(y-0+2z-1D =0
T —4x -3y +2z+14=0
e Obtenemos el punto de interseccion de » con
—4(=3 —40) —3(2 =30 + 4L + 14 =0
12+ 16A -6+ 9\ + 4L + 14 =0

00+20=0 — A==
29
-7 118 —40
E B v
| punto (proyeccion de B sobre AC) es: ( 29’ 29 29 )

e La longitud del segmento es la distancia entre B y B’

3| - |(123 -8 6 \/33814 =\/1166 )

De otra forma:

Lo Area _ 1ACxABl _ |01, 18, 29)] _ .,
Base |A—C)| N16+9 + 4
1166 ~ 6,34 .
29

Unidad 7. Problemas métricos
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Determina la ecuacion de un plano n paralelo al plano x -2y +3z+6=0
y que dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+6=0 esdelaforma m x—2y+3z+ k=0.
Tenemos que hallar & para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

: k| Ikl = 12v1
dist [(0, 0, 0), ©| = | =12
Vi+4+9 14 <Ie——12\l

Hay dos planos: x— 2y + 3z + 12N¥14 =0 vy x—2y+5z—12m=0

3x+2y+2z=0
Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta r: y
x—=2y+2z=0

x—-3 y-1 =z+5
tro lado sob : = = .
otro lado sobre s: — =1 >

a) Calcula el area del cuadrado.

b) Si uno de los vértices del cuadrado es el (0, 0, 0), ;cudl es el otro vértice
situado sobre la recta »?

Para que el enunciado sea correcto, las dos rectas deben ser paralelas. Veamos si
es ast:

Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

(3,2,2)xA,-2,2)=(8,-4,-8) //(2,-1,-2) = a)r; 0@,0,0) er

x =2\
ryy= _}\« — a;‘(27 _17 _2)’ P(O’ 0’ 0)
z==2\

- -
Puesto que d; = d, las dos rectas tienen la misma direccion.
Ademas P(0, 0, 0) € », pero P(0,0,0) ¢ s. Por tanto, las rectas son paralelas.

a) El lado del cuadrado es la distancia entre las dos rectas.

Area del paralel
dist (r, s) = dist (P, s) = rea del paralelogramo _

Base

— o
i PO > d| _ &7, -4, 5| V90 =10 =
1@l N

a2,

-1,-2)

Por tanto, Area = (N10)? = 10 u?

b) P’ 0(0, 0, 0) P s

—
Si P (o P") es el otro vértice del cuadrado situado sobre la recta r, OP vy

—> -
OP' son vectores con la misma direccion que d,. y con médulo V10:

Unidad 7. Problemas métricos



s50

UNIDAD | 7

V10 V10

d=——=0-1,-2 =—30 2,-1,-2) =

"oN4+1+4

~ p|2310, 5, 21| v pr|-2vi, %m,%m)

3

P y P' son las posibles posiciones del segundo vértice del cuadrado situado
en 7. Los otros vértices estdn en la recta s.

Sea r, larecta que pasa por A(2,4,0) y B(6, 2,0) ysea r, larecta que
pasa por C(0,0,7) y D(3, 2, 0).

Obtén, de manera razonada, la distancia entre r, y r,.

e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

[x=2+2)
N
ri AB(4,-2,0)//(2,-1,00 1 yy=4- A
|z=0
[ x = 3u
N
ry: CD(3,2,=7) Y= 21
| z2=7—-7WL

e Estudiamos la posicion relativa de », y 7,

s
AC(=2,-4,7)
2 3 =2
-1 2 —-4|=-21#0 — Las rectas se cruzan.
0o -7 7

e Hallamos la distancia entre 7, y 7,

) _ Volumen del paralelepipedo 21 B
dist (ry, 1) = Area de la base @2, -1, 0% (3,2, -D]
21 21 ~122

T 17,14, D] V204
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Halla la ecuacion general del plano determinado por los puntos A(1, 1, 1),
B(-2,0,-1), C€(1,-2, 0), y calcula el volumen del tetraedro que limita con
los planos cartesianos.

%
AB(-3, -1, -2)

— Son paralelos al plano.
AC(0, -3, -1

Unidad 7. Problemas métricos
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La ecuacion del plano es:

x-1 3 0
y=1 1 3/=0 — 5x+3y-9z+1=0
z—-1 2 1
e Vértices del tetraedro: 0(0, 0, 0)
1 1
y=0, z=0 — 5x=-1 —>x=—; —>A(—;,0,0)
1 1
x=0,z=0 — 3y=-1 —>y=_§ _>B(o7_€,())
1
x=0, =0 = -9z=-1 = z= 3 —>C(0,0, 9)

1
Volumen = —

6

Sean los puntos P(5,1,3) y Q(3, 7,-1). Por el punto medio del segmento
PQ trazamos un plano n perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos A, By C:

a) Escribe la ecuacion del plano m.

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A, By C (O es el origen
de R3).

a) El plano es perpendicular a P@(—Z, 6, —4) // (1, =3, 2). Pasa por el punto
medio del segmento PQ: M = (4, 4, 1).
La ecuacion del plano es: 1(x—4) —3(y—4) + 2(z—-1) =0

Tx—3y+2z+6=0

b) Hallamos los vértices del tetraedro:
=0, z=0 — x+6=0 = x=-6 = A(=6,0,0)
x=0,z=0 > B3y+6=0 —> y= 2 — B0O,20
x=0, =0 > 2z+6=0 > z=-3 — C(0,0,-3)

Volumen=%(6-2-3)=6u3

Halla el punto del plano de ecuacion x — z = 3 que estd mas cerca del
punto P(3, 1, 4), asi como la distancia entre el punto P y el plano dado.

e Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

X=3+A
ryy=1
z=4—-A

Unidad 7. Problemas métricos
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UNIDAD | 7

e El punto que buscamos es el punto de corte de 7 y el plano:
B+M-U-M=3
3+A-4+A=3 > 2Ah=4 — Ar=2
El punto es P'(5, 1, 2)

e La distancia entre P vy el plano es igual a la distancia entre P y P

dist (P, P) = |PP'| = (2,0, -2)|= V4 +4 = V8 =283

Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1, 3, 1):

a) Comprueba que no estan alineados y halla el area del triangulo que deter-
minan.

b) Si desde el punto V(1, 1,-1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P,
Q Yy R, se obtiene una piramide. Halla la altura de dicha piramide y su
volumen.

N
2) PQ(-1, 3, 2) | No tienen las coordenadas proporcionales; luego los puntos no
}53)(_17 2,2) | estin alineados.

POX PR =2,01) — A —1POx PR|=Vi+1 =15

= %5 ~ 1,12 u?

TRIANGULO 2

PARALELOGRAMO

b) La altura es la distancia de V al plano determinado por P, Q y R.

Un vector normal al plano es P_Q> x PR = (2,0, 1. La ecuacion del plano es:
2=+ 1z+ D=0
M2x+z-3=0
|2-1-3] 2
s
Vs 21

1 . 1
Volumen = g [Area base - altural] = g — ==

2 45 3

Altura = dist (V, ) =

Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo
que A(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,6, 3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:
e Vértice D(d,, d,, d3):

— —>

BA=CD — (-1,-3,0) = (d, -4, d,, dy — )

D(3,-3,5)
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e Vértice F(fl,fz,f3): H

AL = BF - 6,6,3) =(f; =2,/,-3./y E(7,6,3)

F(8,9,3)

G

e Vértice G(g, &, &3) v veértice H(by, by, by):
— —>
AE = CG — (06, 6, 3)=(8—48, 8-
C(4,0,5)
G(10, 6, 8)
A(1, 0, 0) B(2,3,0)
— —>
AE =DH — (6,6,3)=(h =3, b, +3,h;-5)

H(, 3,8)

— — —

AB(, 3,0), AD(2,-3,5), AE (6, 6, 3)

- = —

[AB, AD, AE1=|2 -3 5|=33 — Volumen = 33 u3

Dadas las rectas:

x—1 y+1 =z-2
" 2 1

x—y+z= 2
s:
3x—y—z=—4%

determina la posicion relativa de ambas rectas y el area de uno de los cua-
drados, dos de cuyos lados estan sobre » y s.

e Escribimos la recta s en forma paramétrica:

Y +tz=2-x }Sumando: 2y=-2-4x — y=1+2x

y—z=-4-3x| z=2-x+y=3+x
x=»A

ssyy=1+2A
z=3+A

e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
da, 2 1, PA,-1,2)
N
d.(1, 2, D; 00,1, 3)

Las rectas tienen la misma direccion; P e r, pero P ¢ s; luego las rectas r y

s son paralelas.
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e El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y s.

—>

or, -2, -1

— -

oP xd,=(1,-2,-Dx1,2,1)=(0,-2,4

|PQ><d | 0,2, 9] _
|d| [(1,2, D]

S

dist (r, 8) = dist (P, s) =

e F] area del cuadrado es:
10 :
Area = \'— _ 10 u?
3 3

Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal 7' de la recta:
x—1 -1 z-
r: -2 =

2
> "1 "3 sobre el plano o: x—3y + 2z + 12 = 0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccion del plano o con
otro plano w, perpendicular a o y que contiene a 7.

P, 1, 2); 37(2, 1,2); n(1, -3, 2)
d xfi=(21,2)x(1,-3,2 =8 -2 -7
La ecuacion de m es: 8x— 1D —-2(y-1D-7(z-2)=0
T8x—-2y—-72+8=0
La proyeccion ortogonal de r sobre o es:
) x—-3y+2z+12=0
" 8x—-2y-7z+ 8=0

Considera las rectas » y s:

x= U
X3y _z-1 |
T2 T1T 1 Ny

=

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacion de la
perpendicular comina » y s.

Un punto genérico de 7 es R(3 + 2, A, 1+ A)
Un punto genérico de s es S(u, —u, -l

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:

175)(—3—2X+u,—k—u,—1—k—u)
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Este vector debe ser perpendiculara » ya s:
RS -(2,1,1)=0 — —6A=7=0 — A=-—

N
RS -(1,-1,-1)=0 — —2+3u=0 — =

wln O~

Los puntos que dan la minima distancia son:

PUESE AU U E R
37676 Y3 T3
La perpendicular comun es la recta que pasa por R y S:

— 1 1 -
RS (0, —, —E) — d, 1,-D

2
L2
3
5
La recta es: y=—€+7x
1
Z=—€—7\,

Los puntos P(0,1,0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el

x=4

tercero, S, pertenece a la recta »: { T
z =

La recta que contienea P ya S es perpendicular a la recta 7.

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.
— — —> -
ayps Ld, - PS-d.=0
4, -1,1D-0,1,0=A-1=0 — A=1

S“4,1, D

PO, 1, 0)

«-

b PS (4,0, 1); PO(-1,0, 1)

— —>
PS x PO =(4,0, D x(~1,0, 1) =(0,-5,0)
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60 |Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1,—1) y tiene uno de
sus lados en la recta:

x-2 y-1 =z-1
r: = =
1 1 0

a) Halla la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, m, que contienea C ya 7r: ar(l, 1,0); PR, 1, 1D e r
c,1,-1)

—

PC(-1,0,-2)// 7

Un vector normal al plano es:
n=(1,1,0 x(1,0,2) =(2,-2, -1
La ecuacion del plano es:

2-D=-20-D-1z+1D =0

2x-2y—-2z—-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del

cuadrado. e, 1, —1’)
d.xPC=(1,1,0x(-1,0,-2) = (-2, 2, )
ld,|=VT+1 =42

. POxdl Ni+d+1 o 3 32
dist (C, r) = = = - L2 2=

d| \2 V2 2 2
2

é= % — lado del cuadrado =1/ = 3\/5 =424

s61 |En la figura adjunta, calcula el angulo que forma la recta BC

D

con la recta que une B con el punto medio del lado AD. B
Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen: e
A
1
Asi: A(1,0,0); B(,1,D; C,1,0; D(,0, 1) M(l, 0, 7)
— —> 1
BC(-1, 0, -1); BM(O, -1, —?)
ok |BC-BMl 12
I IR =
|5l Bl N2 5/4
1
=——=0,316 — o =71°33 54"
V10
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3x+2y—2z-1=0
Sea la recta r:
x+y —=-1=0

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a » y
pasa por (0, 2, 2), y las coordenadas del punto P interseccionde » y s.

b) Halla la ecuacion del plano © que contienea r ya s, yladelarecta ¢
perpendicular a © por el punto P.

c) Si Q es cualquier punto de #, explica, sin hacer ningin calculo, qué re-
lacion hay entre las distanciasde Q a », a s ya T.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x=A
{3x+2y—z—1=0 - z=3x+2y—1=1+x} Y
riyy=1-
X+ -1=0 — =1-x
Y Y z=1+A

Un punto genérico de r es R(A, 1 —A, 1+ ).

AR ha de ser perpendicular a 7; es decir:
AR -d. =0

A -1-A-1+0-(1,-1, D=0
A+1+A-1+A=0 = 3A=0 = A =0
RO 1-M1+0 RO, 1,1

d(1, -1, 1

La recta s pasa por A(0, 2, 2) ypor R(0, 1, 1.

x=0
N
RAM,1,1) — s3y=1+2A
z=1+A

El punto de interseccion de » y s es P(0, 1, 1).

b) Ecuacion del plano m que contiene a 7 ya s:
n=01,-1,1Dx0,1,1D=(2-1,1; PO, 1,Den
2x-0-1py-D+1z-D=0
T 2x—-y+z=0

Ecuacion de la recta ¢ perpendicular a © por el punto P:

x=-2\
Eyy=1-2A
z=1+A

OSi Qet — dist (Q, r) =dist (Q,s) = dist (Q, ® = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q al punto P, luego las tres
son iguales entre si.
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a) Halla la distancia del punto P(1,-1, 3) a la recta que pasa por los puntos
Q(la 2a 1) Y R(la 09 _1)-

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R, de
manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogra-
mo.

a) Si r esla recta que pasa por R y por Q;
entonces:

. —  —>
Area |RP><RQ|

dist (P, r) =

Base |R_Q>|
RP(0, -1, 4
RP(0, -1, )} RP x RO = (<10, 0, 0)
RO, 2, 2)
dist (p,pp = 1E10.0. 0 10 10 _ 10 _ 5 _ 55,

b) Hay dos posibilidades: que P y Q sean vértices consecutivos, o que lo sean
Py R

Sl
-Q . .
et e Si P y (Q son consecutivos, obtenemos
__fv‘::' B S (x, p, 2):
S, AT =
el | A QP = RS, — (0,-3,2=-1,y,z+1
| Y
eV LR $,,-3, D
S
Q

e Si P y R son consecutivos, obtenemos S,(a, b, ©):

— =
RP =05, = (0,-1,9=(@-1,b-2c-1 — S501,1,5

Halla el plano de la familia mx + y + z—(m + 1) = 0 que esta situado a
distancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

dist = [m-0+0+0-(m+D| _ |[m+1]| -1
m2+1+1 m?+ 2
[m+1]=Vm?+2 — (m+D*=m?>+2 — m?>+1+2m=m>+2
1

2m=1 — =—
m m2

1 3 .
El plano es: Ex+y+z—5=0; es decir: x+2y+22-3=0
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Halla el lugar geométrico de los puntos P(x,y, ) que equidistan de los pun-
tos A(l,_—)l, 0) y B(2, 3,—4). Comprueba que obtienes un plano perpendi-
cular a AB y que pasa por el punto medio de AB.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico: dist (P, A) = dist (P, B) —

> Na-D2+ g r D2+ 2 =@ -22+ (=37 + (3 + 42
X—2x+1+ 2+ 2p+ 1+ =) —dx+d+)yf—6p+9+22+82+16

m 2x +8y—8z—27=0 — Ecuacion de un plano.

e Veamos que T es perpendicular a AB:
AB = (1, 4, -4
N —
Vector normal al plano — n(2, 8, -8) // AB

—
Luego AB 1 m.

e Comprobamos que T pasa por el punto medio de AB:

M_(1+2 -1+3 0—4)_(3 )

) ’ Y 1, -2
2 2 2 2

3

2- ?)+8-1—8~(—2)—27=O - Memw

El plano m es el plano mediador del segmento AB.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos siguien-
tes:

o 3x+y—2z+1=0 B: x—=3y+22-3=0

@ Hay dos soluciones. Son los planos bisectores del diedro que determinan o. y B.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

|3x+y—2z+1| _ |x—-3y+2z-3|

VO +1+4 N1+9+4

[3x+y—2z+1]|= |x-3y+2z-3|

dist (P, o) = dist (P, ) —

< Ax+y-—2z+1=x-3p+22-3 > 2x+4y—42+4=0 > x+2-22+2=0
Ax+y—2z+1==x+3y—-22+3 > 4x-2y-2=0 - 2x—-y-1=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan o ) P.

Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano
x =y quedistan 1 del plano 2x—y + 2z = 2.

Si P es un punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, x, 2). La distan-
cia de P al plano dado ha de ser igual a 1, es decir:
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[2x—x+22-2| _ |x+2z-2] _
N4+ 1+4

X+2z—-2= 3 —> x+2z-5=0
X+ 2z-2|=
| | 5<x+2,z—2=—3 - x+2z+1=0

1

xX+2z-5=0 xXxX+2z+1=0
Son dos rectas: 7: s

X=y X=y

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de
ecuaciones 3x—4y+5=0y 2x—-2y+z+9=0.

b) ¢Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

a) Si P(x, y, ) es uno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

|3x—4p+5| _ [2x—2p+z+9]
N9 + 16 N4 +4+1
[3x -4y +5] _ |2x—2y+z+9]
5 3

3[3x—4y+5[=5|2x=-2y+z+9|

9x — 12y +15= 10x—-10y + 5z + 45 — x+ 2y+5z+30=0
Ox — 12y + 15 =-10x + 10y =5z - 45 — 19x— 22y + 5z + 60 =0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno

de los planos ha de ser la misma, es decir:

|=dp+5] _ |=2v+9] _, -4v+5] _ |-2p+9|
Vo+16  Ni+4+1 5 3

3|=4y + 5] =5|-2y+9]|

12y +15=-10y+45 — 2y=30 — y=-15

s

12y +15=10y-45 — -22y=-60 — y=%
H: ) i 30
ay dos puntos: Q,(0, 15, 0) y Q,|0, R 0

Calcula el conjunto de puntos de R3 que estan a igual distancia de P(-1, 2, 5)
Y Q (_37 49 1).

¢A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?

Si A(x, y, 2) es un punto del conjunto, su distancia a P ya Q ha de ser la mis-

ma, es decir:
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dist (A, P) = dist (A, Q) —

S5 V@ + D2+ (-2 +@-52 =V +32+(-D*+=@-D? -
— +2x+1+)yf—dy+4+£-10z+25=
=)+ 0x+9+)F -8+ 16+ -22+1 — —dx+4y-8z+4=0 —
- Mmx-)y+2z-1=0
Es el plano mediador del segmento que une Py Q.
La distancia de P a dicho plano serd igual a la mitad de la distancia entre P y O:

dist (P, Q) = | PO | = (=2, 2, 4| = VA + 4+ 16 = V24 =2V6 —

— dist (P, T0) = 2—\2% =6 =245

70 |Halla la ecuacion de la esfera que pasa por:

A1,1, D, BQ,2,D, €(1,1,2), D2,1,1)

La ecuacion es de la forma x? + y2 + 2%+ ax+ by + cz +d = 0.

Sustituimos cada uno de los cuatro puntos en la ecuacion:
l+1+1+a+b+c+d=0 = a+b+c+d=-3 a=-—
l+4+1+a+2b+c+d=0 — a+2b+c+d=-6| b=-

l+1+4+a+b+2c+d=0 = a+b+2c+d=-6| c=-
4+41+1+2a+b+c+d=0 — 2a+b+c+d=-6| d= 6

La ecuacion es: x%+ y?+ 2> -3x—-3y—-3z+6=0

71 |a) Halla la ecuacion del plano tangente a la esfera x% +y?+ 22— 2x—-4y+4=0
en el punto P(1, 2, 1).

b) ¢Cuil es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?

a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esfera es C (1, 2, 0).
El plano que buscamos pasa por P vy es perpendicular al vector C_l)’(O, 0, D.
Su ecuaciones: 0 - (x—D+0-(y-2+1-(z-1 =0, esdecirr z—1=0
b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera.

Si llamamos P'(x, y, 2) al punto que buscamos, C es el punto medio del seg-
mento PP’, es decir:

1+x 2%ty 1+z
2 7 2 0 2

=(1,2,0 —» P(Q,2,-D
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72 |Halla la ecuacion de la esfera tangente a los planos x—2z-8=0 y
2x—z+5 =0 y que tiene su centro en la recta:

x=-2
r:
y=0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, 2) (pues pertenece a la recta 7).
La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademas, esta distan-
cia es el radio de la esfera:
|2-22-8] |-4-—z+5]| R |2z-10| |-z+1]
V1+4 Vi +1 Vs Vs
22-10=-2+1 — z=-11 — C(=2,0,-1D
= |21 < 1
2z-10=z-1 - 3z=9 — z=-3 — C,(-2,0,-3)

— |-2z-10| =

Hay dos soluciones:

12
e C(-2,0,-11) — Radio=—=

Vs
144

Ecuacion: (x + 2)2 + p2 +(z + 11)? = -

4
© C)-2,0,-3) — Radio=—

Vs

1
Ecuacion: (x + 2)% + y2 +(z + 3)? = S

73 |Laesfera (x—3)?+ (y +2)?>+(z—1)?>=25 cortaal plano 2x—-2y+z—-2=0
en una circunferencia. Halla su centro y su radio.
e Obtengamos el centro de la circunferencia:

—FI centro de la esfera es P(3, -2, 1).

—La recta que pasa por P y es perpendicu-
lar al plano es:

x= 3+2\
y=-2-2A
z= 1+ A

—Fl punto de corte de esta recta con el pla-
no dado es el centro de la circunferencia:

23+ 20) —2(2-20)+(1+AM)-2=0
6+4L+4+4A+14+A-2=0 — 9A+9=0 — A=-1
0(1, 0, 0)
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e Calculamos el radio de la circunferencia:

La distancia entre los centros P y Q es:
d=|0P|=1@2 21| =Vi+4+1=3

El radio de la esfera es R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es: = VRZ—d? =V25-9 =16 =4

a) Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos A(4, 1, -3) y

B(3, 2,1) y que tiene su centro en la recta:

x-8 y-3 =z+4
2 1 -1

b) ¢Cuil es la ecuacion del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

x= 8+ 2\
y= 3+ X
z=—4—- A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 24, 3 + A, —4 — A)

La distancia de C alos puntos A y B ha de ser la misma. Ademas, esta dis-

tancia es el radio de la esfera:
— —
dist (A, C) = dist (B, C) — |AC|= |BC|

|[QA+4,A+2 -A-—D|=|Cr+5 A+1 -A-5)]

VL + D2+ A +22+((A-1D2 =vAL+52+ A+ D2+ (L —5)2

PE+16+ 160+ )+ 4+ 40+ )2+ 1+20 =
= 417 + 25+ 200 + )&+ 1+ 2% + }E + 25 + 101
-10A=30 —» A=-3 — C(2,0,-D
— —
| AC | = | BC| = 3 = radio de la esfera.

La ecuacion es: (x — 2)? + y? +(z + D? =9, o bien:

X2+ p?+ 22 —bdx+22-4=0

b) Un vector normal al plano es C_é =(1, 2, 2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacion es:
1- x=3)+2 (y-2)+2-(z-1D=0
X—3+2y—4+2z-2=0
X+20+2z-9=0
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75 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A(-2, 3, 4) sea el
doble de la distancia a B(3, -1, -2).

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico, debe cumplir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Ve + 22+ (=32 + @ -2 =2V =32+ (p + D2 + (z + 2)?

X2 H+4x+4+9?—6p+9+22—82+16=22 —6x+9+ 2+ 2+ 1+ 2%+ 4z + 4]
X2+ 2+ 22 +4x -6y —82+29 = 2x? + 292 + 222 — 12x + 4y + 8z + 28

X2+ 92+ 22— 16x+ 10y +162-1=0

Es una esfera de centro (8, =5, —8) y radio V154 = 12,4.

76 |Dados A(4,2,0) y B(2,6,—4), halla el lugar geométrico de los puntos P
tales que PA sea perpendicular a PB.

Si P(x, y, ) es un punto del lugar geométrico:

N
AP(x—4,y-2 2)

N } han de ser perpendiculares, es decir:
BP(x—-2,y-06,z+4)

O —

AP+ BP =0 - x-9Dx-2+0p-2@p-0)+zE+49D=0
X2 —6x+8+9p? -8y +12+22+42=0

X2+ )2+ 22— 6x—-8y+4z+20=0

Es una esfera de centro (3, 4, =2) y radio 3.

77 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2,0, 0) y
(=2, 0, 0) sea igual a 6.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

V=22 +p2+22 +V(x + 22 +p2 + 22 =6

V=22 +92+22 =6-V(x+ 22+ p2 + 22

x2—dx+4d+y2+ 22 =30+ a2+ dx+ 4+ P+ 2212 V(o + 22+ )2+ 22

12V + 2)2 + 2 + 22 = 8x + 36

3N+ 22 +)2+22 =2x+9

Olx? + 4x + 4 + y2 + 22| = 4x% + 36x + 81
9x2 + 36x + 36 + 9y? + 922 = 4x% + 36x + 81
5x% + 9p? + 922 = 45

2 2 2
X L2

9 5 5
Es un elipsoide.
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34

Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de
(0, 0, 3) ydel plano z=-3.

Sea P(x, y, z) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:

dist = (P, (0, 0, 3)) = dist (P, {z = -3

Va2 +p2+ (2 -3 = |Z\/+I3| = |z + 3]

Por tanto:

x*+p?+ (z-3)P=(z+3)7

WA yr -0z =L+ 0z +4
x2+92-122=0

Se trata de un paraboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a
(0, 5,0) y (0,5, 0) sea igual a 4.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

INaZ+ (p =52+ 22 — 2+ (p+ 352+ 22| =4

Va2 + p2 =10y + 25 +22 —Na? + p2 + 10y + 25 +22 = +4

Va2 + p2 — 10y + 25 +22 = 24 + \x? + p2 + 10y + 25 +22

X2+ p2—10p+ 25+ 22 =16+ 2 + p2 + 10y + 25 + 22 + 8 Vx? + y2 + 10y + 25 +2?

+8 Va2 + p2 + 10y + 25 +22 = 20y + 16

+2 Va2 +p2 + 10y + 25 +22 =5y + 4
4(x% + 2 + 10y + 25 + 22) = 2592 + 40y + 16
4% + 42 + 40p + 100 + 422 = 25y + 40y + 16

4x% — 212 + 427 = 84

Es un hiperboloide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los pun-
tos (2, 3,4) y (2, 3, —4) es igual a 8? ;Como se llama la superficie que obtienes?

V=22 + @ -3+ @-9 +Vw-22+ @ +37%+(z-4?2 =8
(2P + (y =3P + (47 = 64 + (x—=27 + (y + 3)? + (=4 —
—16 V(x =202+ (y + 302 + (z — 4)?

16V =22+ (@ +32+(z-4? =64 + 12y
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UNIDAD | 7

AN -22+ (p+37 +(z-47 =16+ 3y
16 (= 4x + 4+ )2 + 6y + 9 + 22 — 82 + 16) = 256 + 96y + 9)?
16 x*+ 7% + 1622 — 64x — 1282 + 208 = 0

Se trata de un elipsoide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los
puntos (-4, 3, 1) y (4, 3, 1) es igual a 62

Vo + 42+ (@ -32+@-12 —Vx-9D2+(@p-32+E-1D* =6

4x—9=3Vx -9+ -372+ (- 1?
7x% = 9)? — 922 + 54y + 182 — 153 =0

Se trata de un hiperboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y ydel
punto (0, -2, 1).

dist(P, ) = M—\éy' dist(P, Q) = V@2 + (p + 22 + (z - 1)?

2
M) =2+ P4y + 4+ 2222+ 1

V2

X+ -2y =202 +2)? +8y+8+222 —4z+2
X2+ 92+ 222+ 2xp + 8y —4z+10=0

Se trata de un paraboloide.
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CUESTIONES TEORICAS

La ecuacion ax + by + cz + d=0 representa un plano del espacio. Explica qué
caracteristica tiene dicho plano en cada uno de los casos siguientes:

Da=0, b=0

m) b=0, c=0
ma=0, c=0
v) d=0

D Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
m Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
un) Es perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OXZ2).
1v) Pasa por el origen, (0, 0, 0).

Unidad 7. Problemas métricos
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Define la proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano © y expli-

ca el procedimiento que emplearias para obtenerla.

La proyeccion ortogonal de un punto, P, sobre un plano, m, es un punto, P’
—>

tal que el vector PP’ es perpendicular a m. Un procedimiento para obtener P’

seria el siguiente:

Se halla la recta, 7, perpendiculara m que pasa por P. El punto de corte entre
r y m es el punto buscado, P

Dada una recta » y un punto P de ella, ;cuantas rectas perpendiculares a
r que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estan contenidas en el plano perpendi-
cular a 7 que pasa por P.

Dado el plano m: x —3y + 2z—1 = 0, escribe las condiciones que deben cum-
plir las coordenadas de un vector v(a, b, ©) para que tenga la direccion de
alguna recta contenida en el plano.

V(a, b, ¢©) debe ser perpendicular al vector normal del plano m, n(1, =3, 2); es
decir: (a, b,c)-(1,-3,2)=a—-3b+2c=0

Justifica que la distancia del punto A(x,, y,, z,) alarecta:

X—X Y-)_Z-%
a b

se puede calcular mediante la formula:

|(x2 — X0 Vo=V Zp— Zp5) X (4, b, C)l

\Va?* + b* + ¢?

Llamamos P(x;, y;, z)) Y a(a, b, ©). P es un punto de la recta y d un vector
direccion de esta.

d A, r) =

La distancia de A4 ala recta r es igual a la altura del paralelogramo determinado
—
por PA 'y 3, es decir:
_ — -
Area paralelogramo |PA x dI _

dist (A, r) = = =
Base |d|

g =y, 9, =0y, 2 - 2D X (@, b, o

Na?+ b + ¢?
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UNIDAD ﬁ

_)
88 |Sean r la recta determinada por el punto A yelvector d. y s larectade-
terminada por el punto B y el vector d.. Sabemos que » y s se cruzan.

a) Justifica que la distancia entre r y s se puede calcular asi:
R T
l4B, @, d]]
- -
|d, xdj|
b)Justifica que la perpendicular commin a 7 ya s se puede obtener asi:
e T Y
det(4X,d,.,d xd) =0
det(BX,d_,d xd)=0

dist(r, s) =

a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

e
a4, 4l

s Volumen
4B, d y d -~ ’

R A Area de la base |d xd|

r S

- -
b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direccion d, X d. Esta
recta, p, es la interseccion de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s y al vector 3,, X Z{S; es decir:
S T S
o: det(AX, d,, d.xdy) =0, donde X = (x,y, 2)
B: Plano que contiene a 7 vy al vector E{r X E{S; es decir:

B: det(BX, I, d xd) =0

det(AX, d., d.x d) =0
Por tanto: p: 5
P aer %, 3, T x dy =0

89 |Sean A(x,,y;, z,) un punto del plano n: ax + by + cz+ d =0 y B(x,,,,2,)
un punto tal que A_é - (a, b, ¢) = 0. Demuestra que, entonces, B e T.
AB - (a, b, ) =0 — alx,—x)+ b, —y) +c(zy—2)=0 —
- (ax, + by, + cz,) —(ax; + by, +cz) =0 —
—d (pues A € m)

— ax,+by,+cz,+d=0 — Bemn

PARA PROFUNDIZAR

s90 |Los puntos P(1,-1,1) y Q(3,-3, 3) son dos vértices opuestos de un cua-
drado. Sabemos que dicho cuadrado esta contenido en un plano perpendi-
cular al plano de ecuaciéon x +y = 0.

a) Halla los vértices restantes.

b) Calcula el perimetro del cuadrado.
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a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz .,
del segmento PQ. R 0

La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direccion .
el vector normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). ,"(\

Pasa por el punto medio del segmento PQ; es decir, por
M(2, -2, 2). Luego la ecuacion de la mediatriz es:

x=2+A
riyy=-2+A>
z=2

Un punto de 7 es de la forma R(2 + A, -2 + A, 2).
- — —
Buscamos R tal que PR - QR =0 (es decir PR 1L QR):

P_]>3(1 + A -1+A 1D

N }ﬁe-@)e=k2—1+x2—1—1=2x2—3=0 -
OR(-1+A, 1+A, =D

V6

3.
2 2

>
Il

Los vértices son: R

4+N6 —4+6 ) (4—% —4-6
) L2l y S , , 2

2 2 2 2

La longitud de la diagonal es:
d=1PQ|= |2 -2 2|=12

A?=1P+12 - d*=2" - 12=2 - [=-6

El perimetro serd: P = 476

Considera los puntos siguientes:
A(a, 0,0), B(0, b, 0), C(0,0, c)

Prueba que la distancia, d, del origen de coordenadas al plano ABC
verifica:

1 1 1 1

PP

El plano que pasa por A, B 'y C es:

T % + % + % =1 (véase ejercicio 66 a) de la unidad 6),

1 1

. 1
esdecirr m: —x+—9)p +—2z-1=0
cir P by -
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Asi, si O(0, 0, 0), entonces:
1 1 1
—0+—-0+—-0-1
a b c 1
dist (O, ) = = -d -
VG A
— +|=| + = — + —+ =
a c a* b* c?
1 1, 1,11
dz bZ C2 d az bZ CZ dZ
92 |Considera las rectas r, s y &:
x =-2 2x tz=-2 x —-z=0
7r: S t:
y—z=20 x+y =0 y+z=-1

Halla las coordenadas de un punto P que estd en la recta ¢ y que determi-
na con la recta s un plano que contiene a 7.

El enunciado es enrevesado, pero el problema, una vez estudiado, es sencillo:

Las rectas » y s deben ser coplanarias. El plano que determinan, m, ha de tener
un punto, P, situado en la recta .

En la resolucién, empezaremos viendo si 7 y s son coplanarias. Si lo son, halla-
remos el plano © que determinan. La interseccién de # y m es el punto P bus-
cado.

Escribimos las ecuaciones de 7, s y ¢ en forma paramétrica:

x=-2 X = 1) X = kR
ryy= A Sy y= -1 Lyy=-1-k
z= A =-2-21 z= k

e Son r y s coplanarias?
Evidentemente, no son paralelas, pues (0, 1, 1) no es paralelo a (1, -1, -2).
Veamos si se cortan. Para ello, igualamos, una a una, sus coordenadas:

_2=M

=2 A=2
A=-u } "
A=-2-2l — 2=-2-2-(=2)Si, es cierto. Por tanto, se cortan.

El punto de corte de 7 y s se obtiene haciendo A =2 en las ecuaciones de
r, obien W =-2 en las ecuaciones de s. Se obtiene el punto (-2, 2, 2).

e Hallamos la ecuacion del plano © determinado por r» y s:
Un vector normal al plano es:
dxd=010Dx0-1,-2=¢1,1,-1) - nd,-1, D
Luego el planoes: m 1x+2)-1(y—-2)+1(z-2)=0

Tx—)y+z+2=0

Unidad 7. Problemas métricos
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e P esel punto de corte de m con la recta &
k—(-1-RB+k+2=0 — k+tl+thk+k+2=0 — 3k+3=0 — k=-1
El punto es P(-1, 0, =1).

2 2 L2
Halla las intersecciones de la superficie :—5 + 31;_6 + % =1 con los tres planos
coordenados. ;Qué figuras obtienes? ;Como se llama la superficie dada?
2 2 2

XL YL E
25 16 9

y2 22
Con x = 0: 6 + 5 =1 — Elipse de semiejes 4 y 3.

X2 2
Con y = 0: 5 + 5 1 — Elipse de semiejes 5 y 3.

X2 2
Con z=0: s + 6 - 1 — Elipse de semiejes 5y 4.

Es un elipsoide.

Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide siguiente:
2x2+3)2+22-8x+6y—4z-3=0

202+ 312+ 22 —8x+6y—42z-3=0

2P —4x+D+30P+2p+ D+ (P —4z+4)=3+8+3+4

2(x =22 +3(@p+ 1?2+ (z-2)? =18

x-27  Q+D* (=-27 _

9 6 s !
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, V6 y V18 =3V2
. . Lox2oy? 22
Halla las intersecciones de la superficie 5 + % 716" 1 con los planos

coordenados, y describe qué tipo de curvas obtienes.
¢Como se llama la superfice dada?
2 2 2

y

X z

|

9 "4 16
y2 22

Con x =0: T 16 1 — Hipérbola, semieje real 2.
x? 2?2

Con y = 0: 35 + ST 1 — Hipérbola, semieje real 3.
X2 2

Con z=0: o + T 1 — Elipse de semiejes 3y 2.

Es un hiperboloide.
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Haz de planos

m:2x+3y—2—-4=0 . »
La recta 7: es la interseccion de los planos © y ©.
o: x—2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a 7 se llama HAZ DE PLANOS
de arista r, y su expresion analitica es:

ax+3y—z—-4)+b(x-2y+z+1)=0

/

[

|

Para cada par de valores de a y b (salvo para a=0 y b= 0), se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

b) ¢Para qué valor de k& uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

¢Cual es ese plano del haz?
c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.
d) Escribe la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:

. x-=5 y+1 =z-3
T3 -2 1

e) ¢Cual de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a + b=0 — b =4a. Luego:
ax+3y—z—4) +4alx -2y +z+ 1) =0, es decir:
2x+3y—z—-4+4x-2y+z+ 1 =0
2x+3y—2z—-4+4x—-8y+4z+4=0
6x—35y+3z=0

b) Un plano del haz es:
Qa + bx+ BRa-2b)y+(—a+ bz+(4a+b) =0

Un vector normal al plano es: nQa + b, 3a — 2b, —a + b)

Unidad 7. Problemas métricos
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Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccion de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:
2a+b _3a-2b _-a+b
3 5 k
10a +5b= 9a—-6b | a+11b=0 — a=-11b
2ka + kb =-3a +3b | 2k+ 3)a+ (k—-3)b=0
112k +3) +(k-3)=0 — -22k-33+k-3=0
36 -12 12

21k-36=0 — k=2=12 5 p=_12
21 7 7

El plano del haz es:
“11bQRx +3y—z—-4) + blx -2y +z+1) =0
“112x+3y—z-D+x-2y+2z+1D =0
“22x-33y+1lz+44+x-2p+2+1=0
21x-35y+ 122+ 45 =0

Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a to-
das las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta r, arista del

haz.
Vector direccion de 7: d = 2,3, -DxA,-2,1)=(,-3,-7)
Vector direccion de #: d' = 3,5, k)

d-d=0 5 1,-3,-7-3,5k=3-15-7k=0 — /e=#

A partir de aqui, obtendriamos la relacion entre a y b, y el plano del haz
como en el caso anterior.

©) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la
recta 7. Por ejemplo: (1,0, -2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

x-5 yp+1
T= - - 2x+10=3y+3 —> 2x-3y+7=0
x;5=213 S X-5-32-9 — x-32+4-0
2x+3y -7=0
5
xXx-3z+4=0

La expresion del haz de planos cuya arista es s es:

aCx +3y—-7)+blx-3z+4) =0
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e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a

O_())’, siendo O(0, 0, 0) y O’ la proyeccion de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:

o 0(0, 0, 0)
Un punto genérico de la recta s es: .

PG5 +3N -1-2\,3+M0)
Un vector direccion de s es 35(3, -2, D.

—> -
El vector OP ha de ser perpendicular a d_:

OP-d =0 - 3G+30)-2-1-20+B+1) =0

=20 -10
15+ +2+4A+3+A=0 — 141 +20=0 — k=7=7
Luego:
13 11 13 11
/%, 73, 7), y el vector normal al plano es ()_(5’(%, 73,7; o bien (5, 13, 1D).
5 13 11
El pl i 5|x— 2|+ 13y - = + 11|z - = =
plano sera: 5|x - + 13(y 5 +11{z 7) 0

Sx+ 13+ 112-45=0

Pagina 211

AUTOEVALUACION
x =11+ 4\ x=11-9)\
lorp:qy= 5+2) ry{y= 5-5\
z= T7+3\A z= 7-=T7A

a) Halla las distancias entre los puntos de corte de », y r», con:
T:2x—5y+32—-4=0
b)Halla el angulo de r; con r,.

c) Halla el angulo de r, con T.

a) Veamos primeramente que 7, y 7, se cortan con T, es decir, que no son perpen-
diculares al vector normal a T.

(4,2,3+:(2,-5,3)=7#0 = r, cortaa T

(-9,-5,-7)-@2,-5,3)=-14#0 = r, cortaa T
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Hallamos ahora los puntos de corte de 7, y r», con @. Para ello, en cada caso sus-
tituimos las coordenadas del punto genérico de la recta en la ecuacién del plano:

* 7, con T
211 +40) -5 +20) +3(7 +30 —-4=0
Operando se obtiene A = -2. Por tanto, el punto de corte es P(3, 1, 1.
e 7, con T
211 - 9 =55 =50 +3(7-7M) -4 =0
Operando se obtiene A = 1. Por tanto, el punto de corte es Q(2, 0, 0).
La distancia entre los dos puntos es:

dist (P, ) =VB-22+(1-02+(1-02 =13

b) Las rectas 7, y r, se cortan, evidentemente, en el punto (11, 5, 7). Veamos su an-
gulo:

~. D +2- 5 +3 ) 67
cos (ry, 1,) = = = 0,99933237
P 2224329252472 V294155
s
rp, Fy = 2°5' 38"
o~ 4242 (- :
©) cos (90° — (m, rl))=| *2 (533 ! = 0,2108663

V20 22+ 52432 2938
90° — (T, 7,) = 77° 49' 37"

(T, 7,) = 12° 10" 23"

o:2x+5y—7z+4=0

B:S5x—y+2z—-4=0

Y:2x+5y—7z+49=0

Calcula la distanciaentre o0 y B yentre o y 7.

Los planos o y B se cortan, ya que sus coeficientes no son proporcionales. Por lo
tanto, la distancia entre o y B es 0.

Los planos o y 7y son paralelos, puesto que sus coeficientes son proporcionales.
Por tanto, la distancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de
ellos al otro.

P(=2,0,0) esun punto de o. Por tanto:

2-2+5-0-7-0+49 45 _15\78
V22 + 52+ 72 V78 26

dist (o, y) = dist (P, y) =

Unidad 7. Problemas métricos



UNIDAD ﬁ

3. Calcula m para que dist (P, Q) =5, siendo P(3,-1,11) y Q(7,-1, m).

dist (P, Q) =N(7 =32+ (=1 + 1> +(m—-11)> =5 — 42+ (m—11)> =25

Hay dos soluciones: m =14 y m =8

x—2 4-2y z+1
5 2 3

4, Halla la distancia de P(1,—-4,3) alarecta: r:

(Ojo con el numerador de la segunda fraccion).
La recta 7 se puede expresar como:

x-=2 y-2 z+1

5 -1 3

En la segunda fraccion hemos dividido numerador y denominador entre 2 para que
el coeficiente de y sea 1.

El vector director de 7 es d = (5, -1, 3.
—> —>
Hallamos el vector PQ, siendo Q(2,2,-1) un punto de la recta ». PQ = (1, 6, —4)

POxdl J1s+6-D-4-3 13 1335

d| V52 4 12 + 32 Vs 35

dist (P, r) =

5. Calcula la distancia entre las rectas siguientes:

x=3+2\
3 2x—y+ z+4=0
riyy=5—- LA s
x + 3z =0
z=4+ A

Expresamos la recta s en ecuaciones paramétricas para que sea facil tomar un pun-
to, P, y un vector director, d de dicha recta. Hacemos z =A y despejamos:

x= =3\
s4y=d-5L PO 40Mes d(3-5D
z = A

5
Q y d, son, respectivamente, un punto y un vector director de la recta 7:

0G,5, 9er, d@-1,1

Hallamos el vector P_Q> =(3,1, 4.

|[ar’ av@]l - = —> 2 _1 1
dist (1, §) =—=——=—— [d,, dS,PQ] =13 -5 1|=-45
[, | 3 1 4
|?1rxas| = |_47 5, 13| =\/42+52+152 =\/21O

|-45| _ 45 3210
V210 210 14

dist (r, s) =
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6. Halla las ecuaciones de la recta que corta perpendicularmente a » y s.

[x=-3+ A
r:yy=-2+5\
12=0
(x= 3
S: y=—6+47&
2= 2+ A

Las rectas 7 y s se cruzan.

Por ser la recta buscada, ¢, perpendiculara » ya s, su vector director es:
- - —
d,=d,xdg=(1,5,0%x(0,4,1D=(,-1,4

Vamos a definir la recta ¢ como interseccion de dos planos:

Plano o: contienea 7 ya ¢t
El vector normal al plano sera:
d,xd. = (5, -1, 4 x(1,5,0) = (=20, 4, 26) // (~10, 2, 13)
Como contiene a 7, pasa por el punto (-3, =2, 0). Por tanto:
o —10(x +3) +2(y +2) + 132 =0

o —10x + 2y +132-26=0

Plano B: contienea s ya ¢
El vector normal al plano sera:
d;xdy = (5,1, 9 x (0, 4, 1) = (=17, =5, 20)
Como contiene a s, pasa por el punto (3, -6, 2). Por tanto:
B: —17(x=3) =5y +6) +20(z —=2) = 0
B: =17x -5y + 20z - 19 = 0
Por tanto, la recta t es:

—10x + 2y + 132 -26=0
-17x -5y +20z-19=0

En paramétricas:

=-2+5)\
1y y= 3- A
z= 4N
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7. a)Halla el area del triangulo determinado por los puntos de corte del plano
3x +y+2z—6=0 con los tres ejes coordenados.

b)Halla el volumen de la piramide determinada por esos tres puntos y el origen
de coordenadas.

a) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados:

=0
e Fie X: {y
z=0
3x-6=0 — x=2; P2,0,0)
x=0
e Fje Y. {
z=0
y—6=0 — y=6; 00,6, 0

x=0
e Fje Z: {
»=0
22-6=0 - z=3; RQ,O0,3
El area del tridangulo de vértices P, Q y R es la mitad del area del paralelogramo
—> —

formado por los vectores PQ y PR.

PG x PRl (2,60 % (-2,0,3)] _

A =

TRIANGULO 2 2
18,6, -12)| 18% + 62 + 122
_1as 2’ | _ 5 =3V14 u?
Area tridngulo - altura
b) VFETRAEDRO = 5

La altura es la distancia del origen de coordenadas al plano.

ol 6

altura = = u
V32412422 14
PUraaE
_ Vg
VTETRAEDRO - x = 6u
Otra forma:

La piramide es la sexta parte del
ortoedro de aristas 2, 3y 6.

V=—-2-3-6=06u’

O\l»—l
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8. a) Halla el centro y el radio de esta esfera:
S:x?+y2+22-4x+22-20=0

b) Calcula el radio de la circunferencia que determina el plano 3x -4z +5 =0
al cortar a S.

a) Completamos cuadrados en la ecuacion de la esfera:
(x=2?%+yp? +(z+1D?=5
Por tanto, el radio es 5, y el centro, C(2, 0, -1).

b) Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano m: 3x — 4z +5 = 0:

324D + 5| B
\32 + 42 5

dist (C, m) =

Por Pitagoras:

r=vN52-3%=4u

Unidad 7. Problemas métricos




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


